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Os Cursos de Gradua¢io da UFMG, modalidade a distancia, foram
concebidos tendo em vista dois principios fundamentais. O primeiro
deles se refere & democratiza¢io do acesso a educagdo superior; o
segundo consiste na formacao de profissionais de alto nivel, compro-
metidos com o desenvolvimento do pais.

A coletanea da qual este volume faz parte visa dar suporte aos estu-
dantes desses cursos. Cada volume esta relacionado com um tema,
eleito como estruturante na matriz curricular. Ele apresenta os
conhecimentos minimos que sio considerados essenciais no estudo
do tema. Isto nio significa que o estudante deva se limitar somente
ao estudo do volume. Ao contrario, ele é o ponto de partida na busca
de um conhecimento mais amplo e aprofundado sobre o assunto.
Nessa dire¢do, cada volume apresenta uma bibliografia, com indi-
cacdo de obras impressas e obras virtuais que deverdo ser consul-
tadas & medida que se fizer necessério.

Cada volume da coletdnea estd dividido em aulas, que consistem
em unidades de estudo do tema tratado. Os objetivos, apresentados
em cada inicio de aula, indicam as competéncias e habilidades que o
estudante deve adquirir ao término de seu estudo. As aulas podem
se constituir em apresentacio, reflexdes e indagacoes tedricas, em
experimentos ou em orientag¢des para atividades a serem realizadas
pelos estudantes.

Para cada aula ou conjunto de aulas, foi elaborada uma autoava-
liacdo com o objetivo de levar o estudante a avaliar o seu progresso
e a desenvolver estratégias de metacognicdo ao se conscientizar
dos diversos aspectos envolvidos em seus processos cognitivos. A
autoavaliacdo auxiliard o estudante a tornar-se mais auténomo,
responsavel, critico, capaz de desenvolver sua independéncia inte-
lectual. Caso ela mostre que as competéncias e habilidades indicadas
nos objetivos ndo foram alcancadas, ele deverd estudar com mais
afinco e atencio o tema proposto, reorientar seus estudos ou buscar
ajuda dos tutores, professores especialistas e colegas.

Agradecemos a todas as institui¢ées que colaboraram na produgio
desta coletadnea. Em particular, agradecemos as pessoas (autores,
coordenador da produgio grafica, coordenadores de redacio, dese-
nhistas, diagramadores, revisores) que dedicaram seu tempo e
esforco na preparacio desta obra que, temos certeza, em muito
contribuird para a educagio brasileira.

Maria do Carmo Vila
Coordenadora do Centro de Apoio a Educagéo a Distdncia
UFMG
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Apresentacao

Neste livro, damos continuidade ao contetido apresentado em Intro-
ducdo ao Cdlculo Diferencial. Nele iniciamos uma discussio sobre variacio
e taxas de variacdo de fungdes reais de varidveis reais, estudando em
seguida as ideias e técnicas para encontrar derivadas, que compdem a
drea do conhecimento conhecida como Calculo Diferencial.

Aqui vamos desenvolver estratégias para recuperarmos informagdes
sobre uma quantidade expressa por uma fun¢io no caso de conhe-
cermos a sua taxa de variagdo instantinea, ou seja, sua derivada.
Estabelecemos também uma rela¢io importante entre o calculo de
derivadas e determinacdo de retas tangentes e o calculo de dreas e
volumes, introduzindo o conceito de integral. Esta relacio é central ao
desenvolvimento da drea de conhecimento que chamamos de Céalculo
Diferencial e Integral.

Do mesmo modo que naquele primeiro livro, escrevo este texto para
ser utilizado em disciplina do Curso de Licenciatura em Matemdtica
da Universidade Federal de Minas Gerais - UFMG - na modalidade a
distancia. Mantive a op¢io por ndo me restringir a linguagem matemd-
tica formal, atenta ao rigor nas defini¢des matemadticas e construgdo
dos argumentos ao justificar proposi¢ées e teoremas. Embora o texto
fique longo por nio ter feito uso do poder de sintese da linguagem
matemadtica, a decisio foi mantida por acreditar que a introdugio
precoce de uma linguagem puramente técnica pode resultar numa
énfase em manipulacdo puramente simbdlica, em detrimento das
discussdes conceituais que queremos proporcionar aos alunos.

Mantive também a proposta de desenvolver o texto a partir de exem-
plos, seguidos da sistematizacdo dos resultados. Busquei representar
as nogdes por meios visuais, propondo ao leitor explorar e produzir
suas proprias representa¢des dos conceitos. Como no outro texto, ha
exemplos de situacdes do nosso dia a dia e em outras ciéncias, que
sdo modelados matematicamente. Partindo destes exemplos e de suas
diferentes representacdes, relagdes sdo estabelecidas e os conceitos
matemaAticos sido construidos, enfatizando no texto o estudo destes
ultimos.

Desse modo, a estrutura deste texto mantém o mesmo movimento de
partir de experiéncias e de modelagem de fenémenos no sentido de
uma teoriza¢io. Na primeira aula, retomo as no¢des de taxa de variagdo
instantdnea e derivada ja estudadas e defino as noc¢bes de variagdo
acumulada e de variagdo total. Em seguida, apresento o conceito de
Integral Definida, relacionando-o as nog¢des anteriores e ao calculo de
areas de figuras planas.

Introd_calc_Integral_2011.indd 11 30/03/2011 07:43:11
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O Teorema Fundamental do Célculo, apresentado na terceira aula,
estabelece uma relacido entre derivadas e integrais, e d4 indica¢bes
sobre as técnicas que devem ser desenvolvidas para resolver com
maior agilidade os problemas que podem ser respondidos por meio
daquelas tltimas.

Técnicas de Integragio sio exploradas nas quatro aulas subsequentes,
como instrumentos para estabelecermos o valor das Integrais Defi-
nidas. A partir de entdo, ocupamo-nos com algumas aplica¢des dos
conceitos introduzidos, tais como calculo de areas entre curvas e
volumes de revolugéo.

Encerramos o texto estendendo o conceito de integral, incluindo o
estudo de fun¢des que nas aulas iniciais ndo eram consideradas. Esta
ultima aula foi escrita por Grey Ercole, coautor do primeiro texto de
Introdugéo ao Cdlculo Diferencial, a quem deixo aqui registrado meu
grande respeito e gratidio, por sua competéncia e companheirismo.

Espero que, ao longo deste nosso encontro, discutindo os conceitos e
aprendendo técnicas para resolucdo de problemas, surjam novas ideias
e propostas para melhorar ainda mais o didlogo que este livro busca
proporcionar.

A autora

30/03/2011 07:43:11



A variacao acumulada

OBJETIVO

Desfazer a acdo da derivada e estudar a nogdo de variacdo acumulada relativa
a uma taxa de variacdo. Relacionar as nocoes de variacdo acumulada e de
variacdo total da funcao em um intervalo.

1) INTRODUCAO

Em nossa aula sobre Taxa de variagdo instantdinea, derivada e reta
tangente a grdficos," desenvolvemos estratégias e algoritmos para
determinar a taxa instantdnea de variacio (ou derivada) de uma
funcio conhecida y = F ().

Aqui, nosso objetivo é o de desenvolver estratégias para recuperarmos
informagdes sobre uma quantidade expressa por uma funcio F(z), no

dF
caso de conhecermos a sua taxainstantanea devaria¢do y = ’ = f(2).
t

Isso quer dizer: pretendemos obter informag¢des sobre uma fungio

F(f) a partir do conhecimento de sua taxa instantdnea de variagdo
dF
y=—=710.
dt
Para isso, vamos trabalhar a no¢do de variagdo acumulada a partir
dF
de uma taxa y=oT f(t), em um intervalo [a,b]. Auxiliados por

esta ultima, vamos aprender a estimar valores para a variagdo total
AF = F(b) - F(a), neste mesmo intervalo.

A proposta nesta aula é a de discutirmos, juntos, alguns exemplos. Em
alguns momentos, vocé resolverd questdes, que sio deixadas como
exercicios.

Ao refinarmos os procedimentos técnicos para medir a variagdo 1 Aula1 do livro Introducio
acumulada, introduzimos a ideia de parti¢do em intervalos, bem como, ao Cdlculo Diferencial.
aos poucos, a notac¢io utilizada em matemadtica que lhe corresponde.

Introd_calc_Integral_2011.indd 13 30/03/2011 07:43:12
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2 Vale aqui uma observacio
sobre notacdo e linguagem
matematica, uma vez que
ela comeca a se tornar
densa a medida que nosso
trabalho se desenvolve.
Notacdo e linguagem
técnicas, em qualquer
area do conhecimento,
podem a principio parecer
um obstaculo a mais em
nossos esforcos para
entender o conteudo. No
entanto, aos poucos vocés
perceberdo que notagoes
e linguagem matematica
foram concebidas para
garantir fluéncia nas
manipula¢bes algébricas,
célculos e demonstrac¢des.
Portanto, utiliza-las
gradativamente, desde
o inicio, ird garantir
eficiéncia nas estimativas
e algoritmos a serem
desenvolvidos mais tarde.

Pela definicdo de taxa de
variagéo instantdnea, faz
sentido estima-las por
meio de taxas médias.
Isso porque a taxa de
variacio f'(a) foi definida
como o valor para o qual
se estabilizam as taxas
médias de variagdo de f,
calculadas em intervalos
cada vez menores
contendo a.

14
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Vamos também desenvolver o habito de representar graficamente
o processo que estd sendo desenvolvido ao estimarmos a variagdo
acumulada a partir de certa taxa de variacdo em um certo periodo, rela-
cionando-o com a questio de medida de 4rea sob uma curva.

Ao final desta aula, esperamos que vocé tenha se familiarizado com a
nogao de variagdo acumulada e de variagdo total, e com estratégias para
estima-la. Ndo esperamos que vocé domine completamente o uso da
notacdo e linguagem proposto, o que ird se consolidar ao longo das
nossas aulas.?

2) EXEMPLO: A VARIACAO ACUMULADA DA ALTURA DE ANDRE

Este exemplo discute a variagdo acumulada e a variagdo total da altura
de uma crianca, o André, a partir da derivada da fungdo altura em
funcio da idade.

Para isso, explore a Tabela 1, que registra a taxa de crescimento
(mensal) de André nos primeiros 10 meses de vida. Ao construi-la, o
valor f '(O) foi aproximado pela taxa média de variagdo de f, onde f'é
a funcdo altura, no intervalo [0,1]; o valor [~ (1) foi aproximado pela

taxa média de variacdo em [1,2] etc. A dltima célula da tabela nio estd
preenchida, pois nio temos conhecimento sobre a altura de André em
idades superiores a 12 meses.

Tabela 1

Taxa de variacao instantanea da funcao altura em funcao da idade

t (meses) | 0,0 | 1,0 [ 2,0 [2,5[3,5]45[60]70]80]90 120
AU

(cm/meés)

00 |35|45/[3025]25/[27]28]20]1,83

Como podemos estimar quantos centimetros André cresceu nos seus
6 primeiros anos de vida, a partir dessa tabela? Em outras palavras,
como podemos estimar a variagdo total da altura do André, nos seus
primeiros 6 meses de vida? Em linguagem matematica, como estimar

o valor da variagdo total Af = f (6) - f (O)?

Observe que estamos falando de estimativas, de aproximag¢des. Deve-
mos, no entanto, estabelecer os critérios para fazé-las.

Por exemplo, a Tabela 1 em que estamos trabalhando foi construida
a partir de estimativas, com um critério claro: os valores que
correspondem a taxas de variagdo instantdneas f '(a) estdo sendo
aproximados por taxas médias de variagdo da altura de André, em
periodos que contém ¢ = a, e que estdo explicitos.? No caso em estudo,
tais periodos foram determinados pelas visitas de André ao pediatra.

Retomando o procedimento em linguagem simbélica, o valor f '(a) da
taxa de crescimento de André num periodo [a,b] foi aproximado pela

30/03/2011 07:43:12



AULAA

taxa média de crescimento ou de variagdo da altura no periodo, que é

Af _ fb)-fla)

At b-a
Ou seja,f'(a) zi—{=4f(b2:£(a).

Veja vocé como esta ultima expressido pode ser util para obtermos

uma estimativa para a variagéo total Af = f (b)— f (a), no periodo de
tempo [a, b]: multiplicando ambos os membros por At = (b - a), segue

que '(a).ar ~ 2 pr= L= (- 1) fa).
At b—a
Em outras palavras:

Uma férmula para estimar a wvariagdo total da altura
Af = f(b)~ f(a), no periodo[a,b], pode ser £'(a). At.

O tultimo valor obtido a partir da taxa f '(a) serd chamado
variagdo acumulada a taxa f' (a), no periodo [a,b]. Este
valor corresponde a variagdo total Af da altura do André no

periodo, caso ele tivesse crescido a uma taxa constante e

iguala ¢ '(a)-

Em seu primeiro més de vida, André cresceu a uma taxa aproximada
£'(0) = 0. Isso significa que André nio cresceu, o que é coerente com
o calculo da variagdo acumulada f '(O). At para a sua altura no periodo
[0,1], que é nula.

Estimativas para a variagdo total Af nos outros periodos podem ser
obtidas do mesmo modo:

Em [1,2], avariagéo total Af = f(2)— f (1) é préxima da variacdo acumu-
lada f'(1).At = f'(1)x1=3,5x1=3,5cm.

Isso quer dizer que André cresceu aproximadamente 3,5¢m no segundo
més de vida.

Em|[2,2.5],

AF =125 f(2) = f'(2).At=£"(2)x0,5= 4,5x0,5=2,25cm
Em|2,5, 3,5,

Af = f(3.5) - f(2,5) = f(2,5). At=f'(2,5)x1=3,0x1=3,0cm
Em|3,5, 4,5,

Af= f(45) - f(35) =~ f'(3,5).At=f'(3,5)x1=2,5x1=2,5¢cm

Em [4,5, 6,0] a variagdo total foi

Af=f(6)— f(4,5) ~ f'(4,5). At=f"(4,5)x1,5= 2,5x1,5= 3,75 cm.

Assim, uma estimativa para a variagdo total da altura do André no
periodo [0,6]a partir dos dados da Tabela 1 podera ser obtida adicio-

nando as variagées acumuladas em cada periodo determinado pela
visita ao pediatra, como calculadas acima:

15
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70).Ac+£'(1). At + £'(2). At + £7(2,5). At + £'(3,5). At + f'(4,5). At =
=0cm + 3,5cm + 2,25¢cm + 3,0cm + 2,5¢cm + 3,75¢cm = 15cm.

Sabendo que André nasceu com 46,0 ¢m, aos seis meses sua altura era
de aproximadamente 61 cm. Vale a pena também explorar simbolica-
mente a expressio que nds efetuamos:

(S)=7(0)+(r(2)=F(1)+(/(25)-1(2))+
H(F(335)=1(29)+(f(45)-f(35)+(£(6) - f(45)) ~

~ £1(0). A+ £1(1).At+ £1(2). At+ £1(2,5). A+ £7(3,5). A+ £1(4,5). At
Veja que no segundo membro da igualdade quase todos os valores entre
parénteses podem ser cancelados, resultando em Af = f(6)— f(0),

que é a variagéo total da altura no periodo [0,6]. Verifique esta afir-
macio, porque ela é importante!

2.1 Exercicio

Vamos recuperar os dados sobre a evolu¢do da altura de André nos
primeiros nove meses de vida, a partir dos dados na Tabela 1?

Sabemos que André nasceu com 46 cm. Pelo exemplo anterior, obti-
vemos sua altura no inicio do sexto més, que foi 61 ¢m. Trabalhando
daquele mesmo modo, complete os dados em nossa tabela:

Tabela 2

A altura de André em funcao da idade, recuperada pelo calculo da variacao
acumulada a partir da Tabela 1

t (meses) | 0,0 | 1,012,0(2,5(3,5/4,5]6,01|7,0(8,0]9,0]| 12,0

AU

(cm/més)

46,0 61,0

3) EXEMPLO: A VARIACAO ACUMULADA DA
DISTANCIA PERCORRIDA

Aqui vamos discutir como calcular a distincia percorrida por um objeto
em funcdo do tempo do percurso. Para isso, estude a seguinte histéria:

Em certa ocasido, Jussara viajava a Sdo Paulo com frequéncia. Um dia,
ao verificar que o hodémetro de seu carro nio estava funcionando,
ela passou a registrar a velocidade instantdnea indicada no velocimetro
de seu carro, em intervalos regulares de tempo de 15 minutos. Com
esses dados sobre sua velocidade, ela fez estimativas para a distancia
percorrida, e, é claro, para a distdncia que ainda devia percorrer para
chegar a sua casa.
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AULAA

Antes de apresentarmos os dados obtidos por Jussara, vamos discutir
por que é possivel estimarmos o calculo da distdncia percorrida a partir
do conhecimento de valores da velocidade instantanea.

Torna-se possivel estimarmos esse calculo porque, como sabemos, a
velocidade y = v(t ) é a taxa de variagdo da fun¢io espaco percorrido

d
y= S(t ) em relagdo ao tempo. Simbolicamente, ;S = v(t).
t

Se num dado intervalo de tempo, digamos, de % hora, a velocidade
de um carro for constante e igual a 80 km/h, numa mesma direcdo
e sentido, sabemos que o deslocamento do carro neste intervalo de
tempo serd de 80. - =40 km.

Utilizando as no¢des que estamos introduzindo, a afirmagio acima é
o mesmo que dizer que a varia¢do total (da funcdo espago percorrido
y= S(t)) em [0,%] estimada por meio do célculo da variagdo acumulada

ataxadey = v(t) =80 km/h sera
As = s(%) - S(O) = Taxa de variagio x intervalo de tempo = v. Az = 80. + = 40 km.

Esse valor seria, geralmente, uma estimativa para a variagdo total do
espaco percorrido num intervalo de tempo Af =7 hora. Neste exemplo,
com a hipétese de que a velocidade se manteve constante, teremos o
valor da variagdo acumulada correspondendo ao valor exato da variagdo
total.

Em outras palavras:

Uma férmula para estimar a variagdo total da distancia
As = 5(b)—s(a), no periodo de tempo|a, 5], pode ser s'(a).At

(que é o mesmo que v(a).At).

O valor s'(a).At, obtido a partir da taxa s'(a), serd chamado
de variagdo acumulada a taxa s'(a), no periodo [a,b]-
Este valor corresponde a variagdo total As da distancia ou
distdncia percorrida no periodo caso a velocidade fosse
constante e igual a s'(a); ou seja, corresponde a distancia
percorrida naquele periodo de tempo caso a velocidade fosse
constante e igual a s'(a).

3.1 Exercicio

Represente
v(t)= 80, para rem [0,4]

em um grafico da velocidade x tempo. Neste grafico que vocé desenhou,
vocé tem alguma ideia sobre como representar o valor da variagdo acumu-
lada, que neste exemplo corresponde a distancia total percorrida?
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4 Ressalte-se que a
construcdo aqui
apresentada para a
solucdo da questio
nio é Unica, podendo,
por exemplo, partir
da semelhanca dos
tridngulos.
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3.2 Exemplo: retomando a viagem de Jussara
Vamos retomar nossa discussio sobre a viagem de Jussara a partir de
dados que ela registrou, e que estio reproduzidos na tabela a seguir:

Tabela 3

Velocidade no velocimetro do carro, em funcao do tempo

Tempo (h) 0 T 7 T 1 T
Velocidade
(km/h) 70 75 100 100 110 120

Observe que, de modo diferente da constru¢ido da Tabela 1, a Tabela 3
estd mantendo intervalos de comprimentos A¢ iguais (com a varidvel
tempo agora medida em horas). No caso da Tabela 1, visitas ao pediatra
foram antecipadas por algum motivo, o que resultou em uma subdi-
visdo, ou parti¢do, do periodo de seis meses em intervalos de compri-
mento desiguais.* No caso de Jussara, ela teve liberdade de escolha,
e o fez como na Tabela 3, escolhendo intervalos de tempo de compri-
mento Af = 4. Seu motivo foi manter um padrio de organizacio de
seus dados e seu conhecimento sobre a praticidade desse padrio para
efetuar os calculos ao final, como vocé vera.

Por meio dessa tabela, nem sempre poderiamos calcular a distancia
exata percorrida pelo carro (vocé saberia discutir por qué?). Mas
podemos estimar a distancia percorrida por Jussara apés 1 hora e 15
minutos de viagem.

Como sua velocidade y = v(t) era registrada em quilémetros por hora,
e o intervalo A7 de 15 minutos corresponde a + de hora, temos que:

Se em [0,4i:| Jussara manteve sua velocidade constante e igual

a v(0)=70km/h, ela percorreu mnos primeiros 15 minutos

v(0). 3 =70. + =17,5km. Ou seja, a distancia percorrida em [0,}] foi

As = s5(4)=5(0) = v(0).Ar = (0). + =17,5km.

Se no intervalo [%’ %] a velocidade fosse mantida constante e igual a
L _

v(4i)= 75 km/h, o percurso seria de v(4i). 4l =75. 4 =18,75 km. Ou

seja, a distancia percorrida em [} ) %] seria
As =s()-s(@)=v(1). Ar=v(L) .1 =18,75 km.

Se em I:%’%] a velocidade fosse mantida constante e igual a
V(1) =100 km/ h a quilometragem rodada seria

v(1). Ar=v (). 4 =100. % =25/km.
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Se no intervalo [%,1] a velocidade fosse constante e igual a V(%) =
=100 km/h, a distancia percorrida seria, novamente,

v(3). Ar=v(2). £ =100. 4 = 25km.

Se no intervalo [1,2] a velocidade foi mantida em v(1) = 110 km/h, o
espaco percorrido pelo carro foi v(1). +=110.+ =27,5km. Ou seja,

com essa hipétese, o espaco percorrido em | 1,5 | foi

As = s(2)=s(1)=v(1).At=v(1). + =27.5km.

Na verdade, Jussara nio manteve sua velocidade constante durante os
intervalos de tempo, como nés consideramos. Por isso vamos escrever
que a distancia total percorrida D apés uma hora e 15 de viagem foi de
aproximadamente

V(0). % +u(d). FHv(B) () o) f =

70. 4 +75. 5 +100. 5 +100. & +110. 4 =113,75km.

Reescrevendo em termos das nog¢des que estamos introduzindo, a
variagdo total As (que é a distancia total D) no intervalo [0, %] serd esti-
mada (ou seja, aproximada) pela adi¢ido das variagées acumuladas nos

subintervalos [0, }] I} , %] B ; %] etc.

Vv(0).Ar +v(L). At +v(L). Ar+v(2) . Ar+v(1). Ar =113,75km
Ou seja,
As=5(2)=5(0) = v(0). At +v(L). Ar+v(L). At +v(2). Ar+(1). At =
=113,75 km.

Observe que, com esse procedimento, nds recuperamos dados sobre
a funcao distancia percorrida y = s(t), através de valores conhecidos
de sua taxa instantanea de variagdo — a funcdo velocidade y = v(t)-

Ou seja, a variagdo total da fun¢io distancia no periodo [O, {l, que se
escreve As = s(%)—s(O), estd sendo estimada por meio da variagdo

acumulada a taxa y = v(t), como registrada na Tabela 3.

3.3 Exercicio

Represente os dados da tabela anterior em um grafico da velocidade X
tempo. Para isso suponha, como no desenvolvimento de nosso exemplo
anterior, que a velocidade se manteve constante nos intervalos [0, %],
B, %], [%s %] etc. (A funcdo y =v(r) que vocé vai representar terd um
grafico que lembra o da funcio preco da corrida de taxi, ja estudada
na disciplina anterior.) Neste grafico, e com a suposi¢do de que a velo-
cidade se manteve constante nos intervalos de tempo considerados,
procure representar o espaco total percorrido D.
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Ou seja, procure representar no grafico que vocé esbogou a variagdo
total As = s (%) —s (0) da funcio distancia y = 5(9).

3.4 Exemplo: ainda o estudo de velocidade

Vamos interpretar os dados da Tabela 3 como sugerindo uma tendéncia
de crescimento na velocidade com que Jussara estava dirigindo. Ou
seja, vamos supor que a func¢io y = v(f) que estaria modelando sua

velocidade seja crescente no intervalo [0, %] Neste caso, observe que

no exemplo 3.2 teriamos obtido uma estimativa por falta do valor D
da distincia que foi percorrida. Isso porque em cada subintervalo de
tempo de 15 minutos, consideramos que Jussara dirigiu a uma velo-
cidade que corresponderia ao seu menor valor naquele periodo de
tempo: aquela que, neste caso, teria sido calculada no extremo inferior

de cada subintervalo de tempo [O, 4i:|, I} ) %] etc. Confira na tabela!

Podemos afirmar que a distancia total D percorrida é maior que o valor

obtido, ou seja, D > 113,75 km.

Podemos ainda obter uma aproximacgdo por excesso para este valor
pensando do seguinte modo:

+ de acordo com a Tabela 3, nos primeiros 15 minutos, a velo-
cidade do carro foi de, no maximo, 75 km/h. Diferente do que
fizemos em 3.2, vamos considerar aqui a velocidade v(f) cons-

tante e igual a v(§ ) no intervalo [0, 4l:|;

+ ja no segundo intervalo de tempo, [45%], a velocidade regis-
trada foi de no maximo 100 km/h, que corresponde a v( ).
Tomaremos este como o valor constante da velocidade v(¥) em

1 1)
172
1

. . 3 . . L.
+ no terceiro intervalo, [5 , z:l, a velocidade seria no maximo
3 . .
100 km/h, que corresponde ao valor de v( 3 ); e assim por diante.

Observe que estamos agora considerando, em cada intervalo de + de
. 3 .

hora, os valores da velocidade v( ), v( 3), V(7 ) etc., como registrados,

respectivamente, nos extremos esquerdos de cada um dos intervalos

[0} L4 2h 5 i]ete

Relembrando o fato de que estamos supondo que a funcio y = v(z) é

crescente, a estimativa por excesso da distancia serd
V(3T v(E) 3 ) v gt ()
75.++100. & +100. £ +110. 4 +120. £ =126,25 km.

Assim, a distancia total D é menor que o valor obtido, ou seja,

D <£126,25 km.
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Podemos dizer que 113,75km<D <126,25km. A diferenca entre
estes dois valores é de 12,50 km. Esta nos permite conhecer a margem
de erro que estamos cometendo em nossas estimativas do valor da
distancia D, ou seja, da variagdo total As = s (%) -5 (0)

3.5 Exercicio

Represente os dados exemplificados em 3.4 em um grafico da velo-
cidade em func¢io do tempo. Em sua percepc¢io, o que poderia estar
representando neste grafico o valor da distancia total percorrida, esti-
mado por excesso?

3.6 Exemplo: melhorando estimativas

O que podemos sugerir a Jussara para melhorar sua estimativa da
distancia percorrida? Podemos sugerir que ela registre sua velocidade
considerando uma parti¢cdo em intervalos de tempo menores do que
15 minutos! (Talvez, convidando um amigo para ajuda-la, durante
a viagem.) Suponhamos que um registro assim tenha sido feito, em
intervalo de tempo de cinco minutos, como na tabela a seguir.

Tabela 4a

Velocidade no velocimetro do carro, em funcao do tempo

1 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7
Tempoth) | 0 | 7 | 7 | v | v | v | 7 | &2

Slee

Velocidade

(km/h) 70 | 73 | 75 | 75 | 80 | 90 | 100 | 100 | 100

Tabela 4b

Velocidade no velocimetro do carro, em funcao do tempo

Tmpo() | 77 | 1% | w | B | B | B | 8| % |7
Velocidade
(km/h) 100 | 105 | 110 | 110 | 115 | 118 | 120 | 120 | 125

3.7 Exercicio

(a) Usando uma calculadora, calcule o valor das aproximacées por falta e
por excesso da distancia D percorrida, ou seja, do valor As = s (%) -s (O),
considerando uma particio de [O, %] em intervalos de tempo de 5
minutos, ou seja, ﬁ avos de uma hora. Para isso considere, como ante-
riormente, a funcio velocidade como uma funcio crescente.
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(b) Faga a diferenca entre os valores das duas aproximagdes encon-
tradas. Compare esse resultado com a diferenca obtida ao final do
exemplo 3.4. Discuta esse resultado, dizendo o que ele significa para
vocé em termos da estimativa do valor da distancia percorrida.

(c) Represente os dados exemplificados acima em um grafico da veloci-
dade em funcio do tempo, bem como o valor da distancia total percor-
rida, estimado por falta e por excesso.

(d) Compare este ultimo grafico com os outros obtidos nos outros
exemplos, comentando o que ele sugere estar acontecendo, em termos
da estimativa feita.

4) DEFINICOES

Antes de prosseguirmos, vamos apresentar defini¢ées dos conceitos
que viemos utilizando: variagdo acumulada a uma taxa conhecida,
variagdo total de uma funcdo em um intervalo, e de particdo de um
intervalo.

4.1 Definicao

A variagdo total de uma funcdo y = F (). num intervalo [a, b]

éovalor AF = F(b)—F(a).

4.2 Definicao

dF

dt
dr Ay

dt

, constante

A variagdo acumulada a uma taxa de variagio

em um intervalo de comprimento At, é o valor

4.3 Definicao

Uma particdo P de um intervalo [a,b] é qualquer subdi-
visdo deste intervalo em intervalos menores de extremos
a=t,<t <..<t _, <t =b, como representado na figura a
seguir.

Nesta aula estamos, de certo modo, “desmanchando” o processo desen-
volvido em encontros do curso anterior de Introducio ao Calculo
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Diferencial. Naqueles encontros, a taxa de variagdo instantdnea foi defi-
AF  F(b)—F(a)

At b-a
[a, b], de comprimentos cada vez menores. Aqui, uma vez conhecida a

nida a partir da anélise da taxa média em intervalos

taxa de variacdo d_F de uma funcio F(¢), estamos utilizando-a para
dt
estimar a variacdo total AF = F(b) — F'(a@) no intervalo [a, b].

Aproximagdes para AF' = F(b)— F(a) por meio da variagdo acumulada

dF

a partir da taxa =~ sdo obtidas e melhoradas, para recuperar a agio
dt

da funcdo F(f), como nos exemplos desta aula. Vamos explorar essas
ideias ainda mais uma vez, no exemplo a seguir.

5) EXEMPLO: A EXPRESSAO DO VOLUME 7 (1) A PARTIR DE Cfi—lt/

dv .
Um baldo de gas é enchido aumataxay = T =3¢ cm’ / min. Sabendo

que o baldo continha um volume inicial de Scm?® de gés, como obter a
variacdo de seu volume no intervalo de tempo entre t = 0 e = 3min?

Observe que a variagido do volume solicitada é a variagdo total do
volume de gis que foi acumulada, no intervalo de tempo, a taxa de
3t cm® / min.

O intervalo de tempo em estudo é o intervalo [0,3]. Dividindo este
intervalo em dois pedacos, ou seja, tomando n = 2, ele estara inicial-
mente dividido em subintervalos de comprimentos Af iguais, que

valem Af = ﬂ = z

2

Nosso intervalo de tempo seria escrito como a unido de dois subin-
o 3 3
tervalos: o primeiro, [0,5], de extremos 0 e 3; e o segundo, [3 f], de
272

extremos % e % (Represente-os num desenho na reta!)

A proposta aqui é medirmos a variacdo acumulada a cada J minutos,
considerando que sua variagdo ocorra a uma taxa fixa em cada subin-

dv

tervalo, estimada a partir da taxa de variagdo real y = — = 3¢.

dv di

Observe que y = o = 3¢ é uma funcio crescente.
t

Portanto, uma estimativa por falta do valor da variagio acumulada

dv
do volume de gis nos primeiros 3 minutos seria (E(O))%: 0.

Isso quer dizer que, em [0,%], uma estimativa por falta para
AV =V (3)V(0)= (‘Z—I:(O)).g =0.
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Nos tltimos  minutos, uma estimativa por falta da variacdo acumulada

, 3], uma

|

do volume de gis seria (d—V (%))% = %% = %77 Ou seja, em[
dVv (

ar ) 3_93_2
dt *2 2°2 4

Desse modo, uma primeira estimativa para a variagdo total AV por

|

estimativa por falta para AV = V(3)- V(%)(

meio da variagdo acumulada a taxa y = s = 3¢ no intervalo de tempo
t

[0,3] é obtida quando adicionamos as variagdes em cada subintervalo
e se escrevemos:

AV=(V(3)-V(O)+(V(3)-V(3) =0.3+%.3=2.

Observe, novamente, que as expressoes das parcelas entre parénteses
podem ser canceladas, tendo como resultado J/ (3) i (0)

5.1 Exercicio

|4
Represente a funcio y = T = 3¢ em um gréfico da taxa de variacio do
t
dv
volume em func¢io do tempo (eixos cartesianos serdo txj). Ainda
t
neste grafico, situe, no eixo ¢, o intervalo de tempo [0,3], e 0s respec-

tivos subintervalos [0, %] e [; , g] Supondo d_V constante em cada um
dt

dos subintervalos, como foi desenvolvido no exemplo anterior, repre-

sente a funcéo (do tipo da funcdo preco da corrida de taxi) resultante.

Vocé sabe representar a estimativa para o valor da variagdo acumulada
neste grafico?

5.2 Exemplo: aproximacao por excesso para AV

Dando prosseguimento a estimativas do valor AV, podemos obter
uma aproximacio por excesso ainda com 7 = 2 e Af = 3 como a seguir.

1714
Usando o fato de y = E = 3¢ ser crescente, basta considerarmos o

dv

valor ——(3), que é o maior valor da taxa de variagdo nos primeiros
dt
3 minutos, no calculo do valor aproximado da variacio do volume,
o . . . 3
correspondente entio ao primeiro subintervalo de tempo [0,5].

d
Ainda, tomamos I (3) no célculo do valor aproximado da varia¢io do

volume, no segundo intervalo de tempo, [% : g] Verifique no grafico!
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A variagdo acumulada no primeiro subintervalo é:

A variagdo acumulada no segundo subintervalo é:

dv
Uma aproximacgio por excesso para a variagdo total AV no intervalo

[0,3] ¢ dada por

dv dv
(o) {Gofrisray

5.3 Exercicio

Represente estes novos dados no grafico esbocado no exercicio anterior.

5.4 Exemplo: melhorando a estimativa para a variacdo total

Refinando o processo que estamos utilizando, podemos subdividir o
intervalo [0, 3] em 1 = 4 subintervalos, por exemplo, de comprimentos
At = 3. Em procedimento andlogo ao anterior, aproximagées por falta
e por excesso para a variagdo total podem ser obtidas por meio da adi¢io
de variacées acumuladas.

Numa estimativa por falta, a variagdo total é aproximadamente:

~(0.3 1+ 9,319 3427 3_ 16
AV=0-2+3-2+3.2+2. .

5.5 Exercicio

(a) Represente os dados do ultimo exemplo em um grafico da

7

funcdo variacgdo do volume em fun¢io do tempo, que é

dv
y=——=73¢t. Compare a diferenca entre as estimativas por falta e

dt
por excesso (por meio da varia¢do acumulada) para a variagédo total

correspondentes a Af =3 e At = 2.

e vocé e vai vocd dividir o i v
O que vocé acha que vai acontecer, se vocé dividir o intervalo em 8
partes?
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(b) Refaca o procedimento utilizado acima, dividindo o intervalo em 8
partes, ou seja, considerando At = £. Registre os dados e calcule apro-
ximagdes por falta e por excesso da variagdo total. Represente a func¢do

dv

y= E = 3¢, e os dados obtidos ao tomar At = %, num gréafico.

(c) O que lhe sugere o grafico desenhado no exercicio em (b)? A partir
de sua andlise, vocé arriscaria enunciar um outro procedimento para
determinar (exatamente) a variagdo total AV, neste caso?

6) REFERENCIA

PINTO, M.; ARAUJO, J.; FERREIRA, C. Cdlculo I. Educagio a Distancia.
Belo Horizonte: Editora UFMG, 2008.
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A Integral Definida

OBJETIVO
Apresentar a nogao de Integral Definida a partir do calculo da variagao total por
meio de soma de variacées acumuladas.

1) INTRODUCAO

Na aula anterior, desenvolvemos estratégias para recuperarmos
informagdes sobre uma funcdo a partir do conhecimento de sua taxa
de variagdo. Apresentamos as no¢des de variagdo total e de variagio
acumulada.

Nesta aula, vamos apresentar a no¢io de Integral Definida, a partir de
um refinamento da estratégia de calculo da variagdo total por meio
de variagbes acumuladas. Notagdo e linguagem compdem um aspecto
denso neste texto, e, novamente, importante é o desenvolvimento do
trabalho nesta disciplina.

Ao final, esperamos que vocé seja capaz de estimar a Integral Definida
de fungdes expressas em graficos, férmulas e tabelas. Em algumas situ-
acbes bem especiais, esperamos que vocé seja capaz de determinar seu
valor real. E importante ainda que, ao final desta aula, vocé perceba
que célculos de dreas e de variagdes totais podem ser obtidos como uma
Integral Definida; e que o cdlculo de Integrais Definidas e de variagées
totais pode ser obtido através do célculo de dreas.

Como na aula anterior, vamos explorar alguns exemplos.

2) RECUPERANDO Y = F() A PARTIR DE SUA TAXA a;l—j = f()=¢

Em nosso tltimo exemplo na primeira aula, recuperamos informagdes
sobre a funcido y = V(#), a partir do célculo de varia¢ées acumuladas a
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dv
taxa y = > = 3¢ no intervalo [0,3]. Em exercicio ao final, ressaltamos

que nossas estimativas parecem corresponder 2 medida de uma 4area,
que naquele caso sabiamos encontrar.

Vamos retomar o procedimento utilizado naquele exercicio e buscar
informacées sobre fun¢io y = F(f) cuja taxa de varia¢do é y = f(f) = £,
no intervalo [0,1]. Vamos representar geometricamente o processo,
verificando sua relacdo com o célculo de 4reas neste novo exemplo,
como no ultimo exercicio proposto em nossa primeira aula.

Primeiro, dividimos o intervalo [0,1] em duas partes, ou seja, conside-

.~ — 1
rando uma particdo em que n = 2. Neste caso Af =7, e teremos como

1

subintervalos da particdo os intervalos [O, %] e [5,1], de extremos

0, 1,1

72)

Do fato de a taxa de variacio v = f'(f) = #* ser crescente, estimativas por
falta e por excesso para AF serdo calculadas como a seguir.

2.1 Exemplo: estimativas por falta para AF

Para calcular estimativas por falta para AF' no subintervalo [0,%],
consideramos a taxa de varia¢do constante e igual ao valor de
yv=f({=~Femt =0, que é o extremo esquerdo do intervalo (menor
valor da taxa de variacio no subintervalo, no caso desta func¢io).

. 1 . . ~
Para o subintervalo [5, 1], consideramos a taxa de variacio constante

. 1 ,
e igual ao valor de y = f'(f) = £ em t = 3, que é o0 extremo esquerdo do
intervalo (que corresponde ao menor valor da taxa no subintervalo, no
caso desta funcio).

A tabela a seguir representa estes dados, escritos para a estimativa por
falta:

Tabela 1
Estimativa por falta
t 0 5
2
y=r 0 (3)

Como fizemos na Aula 1, a variagdo total

AF = f(0).At+ f(1). Ar=0. 1+ L 1=

oo |—

Veja a representacio destes dados no grafico da Figura 1. Observe a
regido hachurada. Ela representa a estimativa por falta que obtivemos
para a variagdo total AF. Vocé sabe dizer por qué?
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i
2

Figura 1: representacio dos dados da Tabela 1

2.2 Exemplo: estimativas por excesso para AF

Ainda pelo fato de a taxa de variagdo y = f (f) = #* ser crescente, estima-
tivas por excesso para AF podem ser calculadas como a seguir:

. 1 . . .
No subintervalo [0,5], considere a taxa de variagdo constante e igual

1 . .
aovalor de y = f (f) = #em t = 5, que é o extremo direito do inter-
valo (que corresponde ao maior valor da taxa no subintervalo, no caso
desta funcio).

No subintervalo [%, 1], considere a taxa de variagdo constante e igual
aovalorde y = f(f) = #em t = 0, que é o extremo direito do intervalo

(maior valor da taxa no subintervalo, no caso desta funcio).

A tabela a seguir representa estes dados, calculados para a estimativa

por excesso:
Tabela 2
Estimativa por excesso
t > 1
2
y =7 (2) I

AF =~ f(L). A+ f(1). Ar=1 . L+ 1.

Veja agora o grafico da Figura 2, que representa estes dados. A regido
hachurada representa a estimativa por excesso que obtivemos para
a variagdo total AF. Vocé vé alguma relacdo entre a soma da medida
das areas dos retangulos de alturas % e 1, e base Af =1 com o valor da
variagdo total AF?
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!
L
2

Figura 2: representacio dos dados da Tabela 2

2.3 Exemplo: refinando a estimativa para a variacao total AF

A fim de melhorar nossa estimativa para o valor da variagdo total AF,
consideremos agora uma parti¢do do intervalo em que n=3. Esta
correspondera a Ar = . Teremos os subintervalos [O,%] , [% ,%] , [% , 1],

de extremos 0, 1, 2, 1. As estimativas por falta e por excesso de AF serdo

calculadas com auxilio de tabelas, construidas como no caso n = 2:

Tabela 3

Estimativa por falta

t 0 1

y=/0 0 (L)

W

—

W[

~—
()

AF = f£(0). Ar+ /(). At+f(2). Ar=0. L+ 144 1=5
Tabela 4
Estimativa por excesso
t T 2 1
y=1@ (4) (3) !
AF = f(L).At+ f(2). Ar+ f(1). Ar= L L+2 147 1=1d

2.4 Exercicio

(a) Represente a funcio y = f(f) = £ e os dados acima em um mesmo
grafico cartesiano, como no caso n = 2. Escreva o valor das alturas
dos retangulos cuja soma das areas corresponde a aproximac¢io por
excesso do valor AF.

(b) Repita os procedimentos dos exercicios anteriores para n =4,
At =1
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(c) Descreva com suas palavras o que a sequéncia de graficos que vocé
desenhou nos itens (a) e (b) nos exercicios anteriores lhe sugere.

2.5 Notacdo e linguagem

Seja y = f (#) definida em intervalo [a,b] da reta IR. Vamos esta-
belecer uma linguagem especifica para estimativas da variagéo total
através do calculo da variagdo acumulada a partir de y = f(£) em [a, b].

E usual dividirmos o intervalo [a,b] em n partes ou subintervalos,
de comprimento . Subintervalos serdo escritos como
[a,l‘1 ] . [tl ,tz], ..... [l‘n_l,b]. Seus extremos serdo

a=ty, t, t,,...t,,t,..t, =b

et T n

A estimativa para a variagdo total que se escreve f(t,)).At+f(t).At
+..+f (¢, ,).At terd o nome Soma a Esquerda. Observe que a variagdo
acumulada em cada subintervalo [tH )1 ] assume a taxa com valor fixo
iguala f (7, ); ou seja, é estimada a partir de uma taxa calculada nos
extremos a esquerda de cada um dos subintervalos.

A estimativa da variagdo total que se escreve f(t).At+f(t,).At
+...+f(t,).At terd o nome Soma a Direita. Observe como a variagdo
acumulada em cada subintervalo [t t ] estd sendo calculada.

i—12%i

sando uma notacdo 2., que sintetiza a expressio de somas de
Usand t > tet d d
parcelas diversas, escreveremos:

f(@).At+ f(t).At 4.+ f(t,,).At = if(t,.).At (Soma a Esquerda)

F).A+ f(6)).A+.+ £(2,).At = £(t).A (Soma & Direita)

i=1

2.6 Interpretacao geométrica

Veja como podemos interpretar geometricamente as Somas a Direita
e a Esquerda.

No caso de y = f(t) >0, cada parcela f(¢,).At, f(1).At, f(t,).At etc.
pode ser interpretada como o valor da medida da drea de um retangulo
de base At e alturas f(to ), f(tl) f(tz) etc., respectivamente. Assim,
para y= f (t) >0, as Somas a E’squerda e A Direita definidas acima
representam a soma de medidas de 4reas de retangulos, de altura f (tl)
e base At.
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Figura 3: interpretagio geométrica das Somas a Direita e 4 Esquerda para y = [ (t ) 20

3) EXEMPLO: REFINANDO A ESTIMATIVA PARA A VARIACAO TOTAL

Retomando nossa fun¢ido y = #, vamos subdividir o intervalo [0, 1] em
n subintervalos. Neste caso, At = L.

Os subintervalos se escrevem como [0,{',[1 2],[2 3], ...["7‘1,1],

Rt | o Lo
com extremos em 0, -, <, =, ..., = 1.
Para obtermos2 o vazlor d:% Soma 212 Direita, escrevemos as alturas dos
A 1 2 3 -1
retangulos (;) ,(;) ,(;) ,("7) oL
A base dos retangulos sera dada por A¢ = 1. O valor da Soma a Direita
sera escrito
n

O e N

i=1

3.1 Exercicio

(a) Escreva a Soma 4 Esquerda para y = f (¢) = %, subdividindo o inter-
valo[0,1] como anteriormente.

4) RESTRICOES E NOTACAO

Em consequéncia das escolhas que fizemos, estimativas para a variagédo
total a partir da variagdo acumulada das fun¢ées estudadas podem ser
melhoradas ao aumentarmos o nimero 7 de subintervalos.

A possibilidade de calcularmos um valor “exato” da variagdo total, que
serd debatida na aula sobre o Teorema Fundamental do Célculo, requer
em primeiro lugar um estudo sobre como o procedimento de aumentar
indefinidamente o valor de n pode ser proposto.

Neste curso vamos nos ater a verificar se o procedimento de aumentar
o valor de n resulta, ou ndo, numa estabilizacio dos valores obtidos em
cada Soma. Vamos dar um exemplo sobre como proceder. Mas antes
relembramos a nota¢io com que indicamos o desenvolvimento de
processos como “aumentar indefinidamente o valor de n”.
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A notagio ,{Ti representa este processo e é lida: limite quando # tende
ao infinito.
Nesta linguagem, nosso desafio se traduz por investigar a possibi-

n
lidade de associar um ntumero real as expressdes [im Zf(li).At e
-1 n— -1
lim t,).At.
lim 21 (1)

Se para y = f (1) num dado intervalo [@,b] ambos os valores puderem

ser definidos,' e se eles forem iguais, este valor terd o nome Integral
Definida.

b
A notagdo usada para nos referirmos a Integral Definida sera J. f(t)dt.

No caso das fung¢bes y = f (f) que trabalhamos até agora, os limites
,l,li?c Sf(ti).At e 51_1)730 Zn:f(ti).At sempre existem e sdo iguais. Para
este lzc:;(l)rupo de funcées, l;lunciamos:
4.1 Definicao

A Integral Definida de y = f () no intervalo [a,b] da reta

IR, que se escreve j. f(t)dt, é definida como sendo o valor

do limite da Soma ; Direita ’{Z_Ig) Zn:f(t,»).Al ou da Soma a

i=1

n—1

Esquerda lim ) f(1,).At.
n—o0 =0

5) EXEMPLO: AUMENTANDO INDEFINIDAMENTE O VALOR DE n

N2
No exemplo 3, obtivemos o valor Z(i) .+ para a Soma a Direita, que
i=1

corresponde a variagdo acumulada A taxa y = f(t) = t*, no intervalo

[0.1]

L ) OOV
Nosso objetivo neste exemplo sera calcular lim Z(ﬁ) L.

n
n—ow “
i=1

n
. . \2
Para isso, vamos trabalhar a expressio E(ﬁ) L. Observe que
\2 . . i—
(') ,lzlz,n‘—3.A331m, i=l

n n
n

Z(L)Z 1_ (Zn:iz) B ! Nem sempre os valores
n n Pk n—l )
i=l i=l lim Z/(l, ).At e

e i=0

., I +1)(2n+1 X, .
E possivel mostrar que > i* =12 +2% +...+(n-1)" +n’ = w lim Z,/(f, ). Al existem.
i=1 '
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Poderemos entio escrever:

lim Zn:(i)z.i= lim(n(n+l)(2n+1) ). —=

n—o0 L= n—ow 6 n

Note que as duas ultimas parcelas da ultima soma entre parénteses
ficardo despreziveis quando 7 crescer muito. Desse modo, a soma se
estabiliza em 4, quando 1 cresce indefinidamente.

Assim, afirmamos lim Zn:(ﬁ)ziz % )
i=1

n—o “=

Pela definicio anterior, diremos que a Integral Definida de y = f (f) = £* de

1 1
0alé—eescreveremos jtzdt S

0

5.1 Exercicio

1 n—1

(a) Encontre o valor de Jtzdt calculando [lim Z f (tl.).At, ou seja,

0 n—>00 i=0

utilizando a Soma a Esquerda.

5.2 Notagdo e linguagem

n n-1
As somas Z f(t).Ate Z f(¢,).At sdao denominadas Somas

i=1 i=0
de Riemann da funcio f.

A funcdo f é denominada integrando, e os valores a e b
denominam-se limites de integra¢do. Comentamos que nem
sempre os limites das Somas de Riemann existem. No caso de
sua existéncia, as fun¢des denominam-se integrdveis. Neste
texto, estaremos trabalhando com fung¢ées integraveis.

6) A DEFINICAO DE AREA SOB UMA CURVA

Em exercicios anteriores, quando y = f () era uma funcio positiva,
sugerimos que cada termo da forma f'(¢,). At poderia ser interpretado
como a medida da 4rea de um retangulo de altura f (tl.) e base At.

A medida que o ntimero 7 de subintervalos cresce, 0 comprimento Af
se aproxima de zero. Neste processo, podem acontecer casos em que
as somas das medidas das areas dos retangulos se estabilizam em um
valor real. Em nossos exemplos, ao representar geometricamente o
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processo, os retangulos parecem se ajustar abaixo da curva do grafico

dey =£ .

Para o grupo de fun¢bes com as quais viemos trabalhando, vamos
enunciar a seguinte definicio:

6.1 Definicao
Para y = f (¢) positiva em [a,b], o valor da Integral Definida
b
I f(t)dt representa a medida da area abaixo da curva do

a
grafico de y = f (¢), acima do eixo ¢, e entre asretas t = a e

t=0b.

7) SOMA ALGEBRICA DE AREAS

Nem sempre um fenémeno é modelado por uma funcio F(f) em que a
variacio é acumulada a uma taxa y = f'(¢) positiva. Por exemplo, numa
reacdo quimica, pode haver perda de uma dada substincia num certo
intervalo de tempo [c,d ] Em matematica esse fato se traduziria por

uma taxa f negativa em [c, d ] As areas dos retangulos f(¢,).At corres-
pondentes a subintervalos de comprimento Af contidos em [c, d ]
serdo subtraidas. Os valores de f' (ti) seriam todos negativos em[c,d |
Na verdade, havendo perda de substancia neste intervalo, a variagdo

acumulada AF sera negativa ai.

Neste caso, conhecendo a 4rea S entre o grafico de y = f'(#) e 0 eixo f no

d
intervalo [c, d ], o valor J f(t)dt seria — S.

7.1 Definicao
b

O valor de J f(t)dt representa uma soma de areas entre a

curva do grafico de y = f(f) e o eixo ¢, em que as dreas acima
do eixo sdo computadas positivamente, e as dreas abaixo do
eixo sdo computadas negativamente.

7.2 Exemplo: espaco percorrido e deslocamento

Em certo dia, quando 4 metade da distancia entre sua casa e seu local
de trabalho, Marcia percebeu que havia esquecido seus éculos para
leitura, sendo obrigada a retornar. No final de sua viagem, seu deslo-
camento — distancia entre casa e local de trabalho — nio correspondeu
ao espago que foi percorrido, registrado no hodémetro do carro.
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O deslocamento de um corpo em movimento linear corresponde a
variagdo acumulada da posi¢do deste corpo a uma taxa igual a velocidade
do corpo. No entanto, a varia¢éo total da posi¢ido pode ndo corresponder
ao espaco total percorrido pelo corpo. Supondo, para simplificar, que o
trajeto de Marcia entre casa e trabalho fosse linear, seu retorno a sua
casa correspondeu a deslocar-se em direcdo contrdria a inicial. Este
retorno é computado no valor do espago percorrido; mas nio o é no
valor de seu deslocamento ao final da viagem. Situa¢des como estas
devem ser modeladas adequadamente, e o fazemos através dos sinais
positivos e negativos que sdo associados a velocidade do objeto em
movimento.

Interprete a fun¢io y = v(¢), cujo grafico esta a seguir, como que repre-
sentando a velocidade de um corpo em movimento linear.

y
f(@)

(@)

()

Figura 4: grafico da velocidade de um corpo em movimento linear

Observe os intervalos [a,b]e[c,d | em que v(f) > 0. Nestes, esta repre-
sentado o movimento da particula movendo-se para a direita (conven-
cionado como o sentido positivo). Em [b,¢], v(¢) < 0. O significado &
o da particula mover-se em sentido contririo ao inicial, o que neste
exemplo corresponde a mover-se para a esquerda. Ao calcularmos o
deslocamento, que é a variagdo total da posi¢do da particula a taxa
y = v(t), estaremos:

+ computando positivamente a variagdo acumulada nos inter-
valos [a,b] e [c,d ], que corresponderam a movimento num
mesmo sentido positivo;

« e excluindo a variagdo acumulada referente a [b,c], que corres-
pondem a um retorno, em relag¢io a outra dire¢io, escolhida
como positiva.

Fazendo uso da interpretacio da variagdo acumulada em termos
de 4reas sob a curva que representa a fun¢io velocidade, podemos

escrever:
d

variagdo total = deslocamento = Jv(t)dt = A, — A4, + 4,

a

d
Espaco percorrido = ﬂv(t)‘dt =4 + A4, + 4,

a
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8) EXERCICIOS

3

8.1 (a) Determine o valor da Integral Definida J. (x — l)dx, esbo¢ando o
|

grafico de y = x — 1. Observe sua localizagdo em relagdo ao intervalo

[—1, 3], cujos extremos sdo os limites de integracio da Integral Definida.

(b) Se a proposta no item (a) fosse determinar a drea entre o grafico
dey=x—-1,0eixoxeasretasx =— 1 ex = 3, como vocé procederia?

8.2 (a) Em diciondrios especificos da area, o conceito de precipitacio
se refere a “libertacido de 4gua proveniente da atmosfera sobre a super-
ficie da Terra”. A forma mais comum de precipitacio é a chuva. Para
medir a precipitacdo total acumulada, em milimetros, durante um
periodo de tempo, que pode ser de dias, meses ou anos, faz-se uso de
instrumentos como o pluvidémetro, no qual se registram as alturas, em
milimetros (mm), do volume de 4gua acumulado durante as chuvas.

Um conceito importante é o de intensidade. Ele registra a “razio
entre altura no pluviémetro e dura¢io da chuva” medido em horas ou
minutos. Sua unidade de medida é mm/h ou mm/min. Ele representa,
portanto, a taxa de varia¢io da precipita¢do por unidade de tempo.?

A tabela a seguir registra a intensidade da chuva em uma certa regido

do pais.?
t (horas) 0 3 6 9 12 15
f@®
(mm/hora) 5 11 13 10 5 4

15

Avalie o valor de J f(x)dx utilizando a Soma a Esquerda, para a funcdo
0

v =f(x) com alguns de seus valores dados na tabela anterior.

O que este valor representa no contexto descrito pela tabela?

15

(b) Avalie J f(x)dx utilizando a Soma a Direita para a funcio
0

v =f(x), cujo gréfico estd representado na figura a seguir.

2 Consulta ao site <www.
cptec.inpe.br/~ensinop/
méd_prec.html>.

Figura 5: graficode y = f(x), 0<x <15
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(c) Calcule a area A limitada pela curva, o eixo x e asretasx = a e

d
x = b, ovalor de If(x)dx, e as integraisrf(x)dx e I:f(x)dx.

E AZLOZSW
a b\\<f d x
A, =3ua

Figura 6: calculo de integrais conhecidas as areas

(d) Calcule as integrais indicadas, a partir das informagdes nas figuras
a seguir

y y

A =2,05ua
A=O,5ua \ //E/'AZ ="Tua
a \ b\)/: d x a\%b c x
A, =15ua A =10ua

Figura 7: calcular I S(x)dx Figura 8: calcular j‘ f(x)dx
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O Teorema Fundamental do Calculo

OBJETIVO
Enunciar, demonstrar e utilizar o Teorema Fundamental do Célculo.

1) INTRODUCAO

Esta aula apresenta o Teorema Fundamental do Calculo retomando
os conceitos de Integral Definida e de Integral Indefinida, estudados em
nossa Aula 2, e introduz os conceitos de Integral Indefinida e de primi-
tiva de uma funcio.

Aqui, operacionalizamos os conceitos estudados e apresentaremos
duas versdes do Teorema Fundamental. Organizaremos uma primeira
tabela de primitivas e discutiremos regras e propriedades para o calculo
de integrais.

As préoximas aulas serdo dedicadas ao estudo de técnicas de integragio,
importantes para encontrarmos a primitiva das fun¢bes com que
viemos trabalhando.

2) O TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO
PARA INTEGRAIS DE DERIVADAS

b
Na Aula 2, introduzimos a nog¢ao de Integral Definida _[ f (t)dt. Na reso-

a
lucio de problemas especificos, a Integral Definida pode estar mode-
lando uma variagdo acumulada® A taxa f, que corresponde a medida de
uma area.

Aqui vamos enunciar o Teorema Fundamental do Célculo (parte 1), que
torna possivel o calculo de Integrais Definidas, e de variagées acumuladas,

de um modo alternativo ao célculo das Somas de Riemann. ! Bsta nocio é tema da Aula 1.
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Teorema Fundamental do Célculo (parte 1)

Sejay = f (f) continua paraf € [a,b],

b
Entdo Jf (t)dt =F (b) - F (a), em que F(f) é uma funcio tal

dF
que E = f(t)

Veja como utilizar o teorema, nos exemplos a seguir.

2.1 Exemplo: calculo da Integral Definida

A funcao F(x)=x’—2x é uma funcio cuja derivada é 3x” —2 (veri-
fique!). Usando este fato e o Teorema Fundamental do Célculo, somos

capazes de calcular a integral J3x2 —2dx.
0

Identificando F ( ) X =2x e f ( ) 3x> -2 no enunciado do

teorema, escrevemos:

j(3x2 ~2)dx=F(1)-F(0)=[(1) -2(1)] -[ (0) -2(0)] =[1-2]-[0] =-1

0

2.2 Notacdo e linguagem

Em resoluc¢des de exercicios como o 2.1, é usual represen-
tarmos

F (1)~ F(0)por[x -2,

F (1) por [x3 - Zx] e

=il

F(0)por[x'~2x]

o=

Esta notagio sera utilizada em exemplos e problemas que envolvam o
célculo de Integrais Definidas. Veja como fazé-lo.

1
2.3 Exemplo: reescrevendo a resolucao de I (3 ¥ 2) dx

1

‘([ 3x - x —2x] [x3 —2)c:|X:1 —[x3 —2)cj|x:0
=y =2)]-[ (0 =2(0)
[1-2]—[0]=~-1.
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2.4 Exemplo: calculo da variagdo acumulada a taxa y = f(¢)

o N 2
Em uma reacdo quimica, uma substancia reage a uma taxa y = t* mg /s,
no intervalo de tempo [0,1], medido em segundos. Em miligramas, a
variagdo acumulada ou concentracio da substincia neste intervalo de

1
tempo é dada pela Integral Definida Jtzdt. Uma funcéo cuja derivada é
3 0
£ pode ser t— Calculando a integral como no exemplo 2.3,

1 3! 3 3
Jtzdt: LN N N B :l.
) 3,13 3|, 3

t=1 t=0

2.5 Exemplo: calculo da area limitada por y = x?, pela reta x = 1
e pelo eixo x

Veja na Figura 1 o esbog¢o da regido que queremos medir.

y

Figura 1: 4rea limitada por y = x?, por x = 1 e pelo eixo x

1
Por defini¢do,? a medida da 4rea corresponde ao valor de J-tzdt. Entdo,

1 0

1
o valor da é&rea é Itzdt =3 na unidade de medida que estd sendo
0

utilizada.

2 Ver definicdo 6.1, na Aula 2.
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* Isso porque a taxa de
variacdo f'(¢) (que nio é
constante) esta sendo
considerada constante e

igual a.]"(f‘).
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2.6 Um esbogo da demonstracao do Teorema Fundamental do Calculo
(parte 1)

Preliminares:

b
Por definico, o valor de J f(¢)dt é determinado através do

a

lim Z f(t.).At.

Para calcularmos a expressio de 2 f(t,).At, dividimos o
i=1

intervalo[a,b] em n subintervalos, de comprimentos iguais
b-a
a At = ——. (Fag¢a um desenho!)
n

Seja a=t,,1t,1t,,..t,,t,.. uma subdivisio com as
propriedades descritas acima.

Nossa proposta é calcular o valor /im z f(t. ).At. Observe
—o =

que o enunciado do teorema relaciona este limite com a
expressdo de F, que é uma funcio cuja derivada é f. Por isso,
para determina-lo, nossa estratégia pressupde uma relei-

tura de cada uma das parcelas de Z f(t,). At em termos da
funcio F. &=l

Analisemos o primeiro intervalo da subdivisio, de extremos
t, = a e t.. A parcela correspondente a ele no somatério em
questdo, f(¢,).At, pode ser entendida como uma estimativa®
para a variagdo acumulada no intervalo considerado:

f(t,)).At = taxa de variagdo X intervalo de tempo = variagdo
acumulada em [l‘o s ]

Em termos da funcio F(f), a varia¢do acumulada em [to,tl] é

AF:(F(tl)_F(to =a))_

Assim, a relagio f(t,).At = AF =(F(t,)— F(t, = a)) escreve
a primeira parcela do somatério em termos da primitiva F(f).

Numa subdivisdo em que n é muito grande, o intervalo [to , tl]
terd um comprimento muito pequeno, e a estimativa para
AF pode ser muito boa. Em geral, essa estimativa ficara
mais préxima do valor real 3 medida que aumentarmos o n.
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Do mesmo modo, no segundo subintervalo, estimaremos:

f (t2 ).At = taxa de variagio X intervalo de tempo = variagdo

acumulada em [t,,1,],

ouseja, f(t,). At =~ AF = (F(t,)-F(t,)).
Num intervalo genéricot, .2},

f@t). At = AF = (F(,)-F(t,.,)).

Para o ultimo intervalo da particio [t,H b, = b],

Assim,

N £t A= f () A+ f(6,). At+.+ f(2,). At+.+ f(b). Al =
AF = (F(t1)_F(to :a))+(F(t2)_F(t1))+"'+

(F(e,)=F e )+t (F(, =b)-F,.,)

Cancelando os termos no segundo membro da igualdade
(observe as expressdes entre parénteses!), podemos escrever:

if(rl.).mz AF = F(b)-F(a).

A nocgio de limite justifica a afirmacio

[ £(t)di=tim Y f(1,).00=F (b)~F (a).

43
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De outro modo: partindo de F({), sua variagdo total no inter-

valo [a,b], F (b) —F (a) poderia ser obtida adicionando as
variagées acumuladas em cada subintervalo de sua partigéo:

AF = (F(tl)_F(to :a))+(F(t2)_F(t1))+-“+
(F()=F,)+.+ (F, =b)-F(r,.,))

(acumulando (variagio de) alturas! Investigue o desenho a

seguir).

y=ft1)

f@)

/

dt

fb)

dy =f'(1)dt
/

De fato, observe que, cancelando os termos no segundo
membro da igualdade (veja as expressdes entre parénteses!),

podemos escrever [a,b] = F(b) —F (a).

Podemos escrever de outra forma cada variacdo de altura:

(F(ti)_F(ti—l)) = f(¢;). At

Assim, acumulando as alturas,

AF = F(b)-F(a) = Y f(t,). At

Considerar n muito grande, ou seja, considerar /im Z f(t).At
t—0

nos garante a igualdade. E completa a ideia da demons-

tracdo.

i=1
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3) TABELA DE PRIMITIVAS

Os exemplos anteriores chamam nossa aten¢io para a importancia de
sabermos “desmanchar” a acdo da derivada. Antes de prosseguirmos
estudando meios para fazer isso, daremos uma definicdo que nomeia a
func¢io que desmancha a a¢io de uma derivada.

3.1 Definicao

Uma funcio F(¢) é chamada primitiva ou Integral Indefinida

dF
dey =f(f) caso— = f(t)
dt
Para F(?) e f(t) relacionadas deste modo, escrevemos:

If(t)dt =F(t)+C

O simbolo f f (t)dt, que denominamos a Integral Indefinida de f{(¢),
representa uma funcio cuja derivada em relagdo a ¢ é igual a f(¢).

Se vocé determinar uma fun¢io com esta propriedade, ou seja, uma
primitiva F(f) para a funcio f(#), entdo F(¢) + C, onde C é uma cons-
tante, também é uma primitiva porque

d (F (t) * C) - d (F (t)) + ac — M, uma vez que derivada de

dt dt dt dt

constante é igual a zero. Isso quer dizer que:

Se F(¢) é uma primitiva de f(¢), entdo F(f) + C também é
uma primitiva, para qualquer constante C.

Por outro lado, em consequéncia do Teorema do Valor Médio, estu-
dado na disciplina Introduc¢do ao Calculo Diferencial, sabemos que
duas func¢des que possuem a mesma derivada f(¢)diferem por cons-
tante.

Assim:

Se F(t) é uma primitiva de f(t), entdo qualquer outra primi-
tiva se escreve na forma F(f) + C, para alguma constante C.

45
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Por isso escreveremos sempre: Jf(t)dtz F(t)+ C, para F(¢) tal que
ac’[—f = (t) A expressio J-f (t)dt =F (t) + C representa todas as primi-

tivas da funcio (7).

Exercicios ao final das Aulas 1 e 2 e as expressdes das derivadas que ja
conhecemos permitem organizar uma primeira tabela de primitivas,
que podemos usar para resolver problemas como os dos exemplos:

Tabela 1

Primitivas, ou Integrais Indefinidas, de algumas funcdes elementares

Funcio Primitiva ou Integral Indefinida

J.cdx =cx+k

f (x) = C, C constante real

r+l

f(x) = x", r ntmero real qualquer J.xrdx = % +k,r+-1
f(x) = e* J.e"dxzex+k
f(x)zsenx J.senxdxz—cosx+k
f(x) =cosx jcos xdx = senx +k
f(x) = sec’ x Isecz xdx =tanx+k

f(x) = cosec’x Icos ec’xdx = —cotanx + k

dx = arctanx +k

2

/ (x) - 1 +lx2 '[

1+x

As fungdes na Tabela 1 tém a expressao de sua primitiva facilmente
determinada, a partir de regras de derivagdo conhecidas.

Mas, como proceder, no caso geral, com outras fun¢ées que estudamos?

Como comentamos, em consequéncia do Teorema do Valor Médio,
sabemos que se determinamos uma primitiva F para a funcio f, qual-
quer outra primitiva se escreverd como F' + k.

Resta saber quando podemos garantir que uma fun¢io tem uma primi-
tiva.

Nas aulas que se seguem, estudaremos métodos para determind-la em
casos menos evidentes — as técnicas de integragao.
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4) O TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO (PARTE 2)

O Teorema Fundamental do Calculo (parte 2) nos diz quando é possivel
determinarmos uma func¢io A(x) cuja derivada é f(x). Na verdade, o
teorema nos apresenta um modo geral de determina-la. Esse modo
tedrico, no entanto, ndo dispensa o estudo das técnicas de integragio,
que é o tema das préximas aulas.

4.1 Teorema Fundamental do Calculo (parte 2)

Sejay = f(t) continua parat € [a,b]. Entio, para qualquer x
do intervalo temos:

%j f(t)dt= f(x).

Antes de demonstrar o teorema, vamos utilizd-lo em um exemplo,
para derivar integrais.

X

4.2 Exemplo: derivar J‘(3 sent —t* )dt

1

d X
Para calcular a derivada —J (3S€nt —1 )dt usamos o teorema 4.1 com

dx
f(t) =3sent—t’ e a= 1, obtendo

%Jﬁ (3sent —1 ) dt= [3sent -t l:x = 3senx — x°.
1

4.3 Notacdo e linguagem

Observe que usamos a letra ¢ como variavel de integracio
porque a letra x estd sendo usada como limite superior de
integracao.

4.4 Demonstracao do Teorema Fundamental (parte 2)

Vamos nos restringir ao caso em que a fun¢io y = f(¢) é positiva, e o
valor x satisfaz x > a. Desse modo, a fun¢do

A(x)= jf (¢)dt
pode ser interpretada como a area da regido, no plano ¢y, delimitada

pelasretas t = a et = x, pelo eixo x e pelo gréifico da fun¢io y = f(?).
Veja a representac¢io de A(x) na Figura 2.
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4 Ver o texto “Introducido ao
Célculo Diferencial”.
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Z
©

Figura 2: A regido de area A(x)

A
Precisamos mostrar que —— é igual a altura f (¢), assinalada na Figura 2.

dx

Para derivar fun¢des como A(x), devemos usar a definicio de deri-

Alx+Ax)— A4
vada. Ou seja, devemos determinar /im (x ) (x) Vamos usar

Ax—0

o Teorema do Confronto para o calculo deste limite. Os argumentos
estdo construidos a seguir.

Primeiro, observe as representagdes das 4reas A4 ( x+ Ax) e
A(x+ Ax)— A(x) nas Figuras 3 e 4.

y y

A(x+Ax)-A(x)

//\//y#m /\Vym

1 1 | I 1
1 1 1 I 1
1 1 | I 1
| A(x+Ax) l | 1
| 78 : o
1 1 | I 1
i : 1 | :
a xtAx ! a x  xtAx !
Figura 3: regifo de 4rea A4 (x + Ax) Figura 4: regido de drea A (x+ Ax)— A(x)

Pelo Teorema dos Valores Extremos,* sabemos que existem valores m
e M, correspondentes ao minimo e méximo da fun¢io f em [x, X+ Ax],
que permitem afirmar

mAx<A(x+Ax)—A(x)<MAx.

Verifique o que estamos afirmando, nas Figuras 5 e 6.

A(x+Ax)— A(x)

Para Ax >0, podemos escrever que m < <M, divi-
dindo a ultima expressio por Ax.
A conclusio a seguir é fundamentalmente intuitiva:

explore as Figuras 5 e 6 e verifique que os valores m e M tendem para
um unico valor, f(x), quando Ax tende a zero. Isso porque, neste caso,
o intervalo entre x e x + Ax tende para o ponto ¢ = x.
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area=MAx

T

X xtAx !

Figura 5: retangulo de 4rea mAx Figura 6: retangulo de area M Ax

Usando o Teorema do Confronto, podemos afirmar que

aa _ im Alx+Ax)-A(x) = f(x), como queriamos demonstrar.
dx &0 Ax

5) INTEGRAL INDEFINIDA DE SOMAS EPRODUTO POR CONSTANTE

Como proceder para calcular a Integral Indefinida da soma de duas
func¢ées ou da multiplicagdo de fun¢des por uma constante? Iniciamos
a discussdo com exemplos.

5.1 Exemplo: a Integral Indefinida de uma soma de funcdes

Encontrar J.(ex+4x3)dx significa obter uma fun¢ido F(x) tal que

x 3 . ~ .
F '(x) =e¢" +4x". Retomando as regras de derivagido, a derivada de e*
é €', e a derivada de x* é 4x°’. Uma vez que a derivada de uma soma de
funcdes (que admitem derivadas) é a soma das derivadas, escrevemos:

d(e" +x4)
dx

Temos, entdo, .[ex +4x°dx=e"+x"+C.

=e" +4x".

Ou seja, a Integral Indefinida da soma de fungdes é a soma das Integrais
Indefinidas.

5.2 Exemplo: a Integral Indefinida do produto de uma funcao por
constante

A derivada do produto de uma fun¢io por uma constante é
igual 4 constante multiplicada pela derivada da func¢do. Ou seja,

d d
E[c.f(x):l = ca[f(x):l
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® Quando a proposta for

a de calcular a Integral
Indefinida da soma ou
diferenca de trés funcoes,
digamos, f, g, h, podemos
usar o fato de que a
expressdo f + g + hpode
ser reescrita, por exemplo,
como (f + g )+ h. Tal
propriedade associativa da
soma de fun¢des permite
a aplica¢do da proposi¢io
5.3 duas vezes, reduzindo
o célculo da Integral
Indefinida da soma de trés
fungoes ao caso admitido
em seu enunciado. Em
linguagem matematica,

[(f +g+mydx=

= [[(f +@)+h]dx=
= J.(f+g) £/X+J./1(/x =
= [ fdx + [ g+ [ hax.

Com essa mesma
estratégia, fazemos

uso da proposi¢do 5.3
para calcular a Integral
Indefinida da soma de
qualquer numero finito
de fun¢des que admitem
primitivas.

50
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Para desfazermos a a¢do da derivada em c.f(x), determinamos uma

primitiva F(x) para f(x), e escrevemos Ic.f(x)dx =c.F(x)+C.
2
3
Por exemplo, J.3xdx = 3jxdx =3  yc=2x+cC.
2 2
Resumindo, é possivel mostrarmos a proposi¢io a seguir:
5.3 Proposicao:

Sejam y = f(x) e y = g(x) com primitivas y = F(x) ey = G(x).
Entao,

a) J'[f(x)i g(x)]dx = If(x)dx + Ig(x) dx=F(x)£G(x)+C
b) J.c.f(x)dx = CJ. f(x)dx = C.F(X)+ C

Esta proposi¢do é vilida para a soma de qualquer numero finito de
funcoes.’

6) A INTEGRAL INDEFINIDA DE UMA
FUNCAO POLINOMIAL QUALQUER

Seja a fungido polinomial

-1 2 A
plx)=a,x" +a, x"" +..+a,x* +a,x+a, onde a/s sio ntimeros
reais.

Utilizando a proposi¢do 5.3a, temos:
Ip(x)a’x = janx”dx + J‘anflx”’ldx +..+ jazxzdx + jalxdx + jaodx.
Utilizando 5.3b, segue que:

'[p(x)dx = anjx"dx+ an_ljx"’ldx+...+ azszdx+ aljxdx+ aojdx.

Consultando a Tabela 1, afirmamos:
6.1 Proposicao
Se p(x)=a,x" +a, x"" +..+a,x* +a,x+a,éuma
funcio polinomial, entdo sua Integral Indefinida é
n+l n 3 2

x x X x
Jp(x)dxz a, +a, ,—+..ta,—+a,—+ayx+C.
n+l1 n 3 2
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6.2 Exemplo: a primitiva de p(x)=12x’ —3x> —8x+10
4 3 2

[12x" =35 ~8x+10) dx= 12."7—3.%—8.%“0.” C

=3x*—x*—4x* +10x+C*®

7) A INTEGRAL INDEFINIDADE Y = X!

n+l

x
A regra Ix"dx =—1+ C nio faz sentido para o caso n = —1. Como
n+

calcular, entdo, a Integral Indefinida dey = x'?

Retomando as regras de derivagédo, a fungdo y = /nx, com dominio x>0,

: 1 .
tem derivada y = —, para todo valor de x neste mesmo dominio.
x

1

Isso quer dizer que uma primitiva para y =—, ouy = x ', parax >0,
X

serd y =Inx.
Interessante agora é explorarmos a fungio y =/n (— x), x<0.

. d 1 d 1 1
Pela regra da cadeia, —| In(-x) | = —x—[—x]=—x-1=—.
s dx[ ( )] -x dx ] -X X
Isso quer dizer que y = In (—x) é uma primitivadey = x!, definida para
x<0.

Resumindo, y = [nx é uma primitivaparay = x ',sex<0;ey = ln(—x)
é uma primitiva paray = x ', se x < 0. Podemos entio escrever que /n |x‘
é uma primitiva paray = x ', parax # 0.

Em outras palavras, J.x"dlen‘xhc, para X # 0. Podemos acres-

centar essa Integral Indefinida a nossa Tabela 1.

8) EXERCICIOS

1) Calcule as seguintes Integrais Indefinidas:
(a) J.(e" + l)dx
(b) J.a’t

(c) J(x3 —4x+ senx)dx

(d) j%dx

(e)J 3

1+x?
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6 Para vocé verificar se os

calculos estdo corretos,
basta derivar a ultima
expressio a esquerda e
verificar que coincide
com a expressio interna
ao sinal de integral.
Quando vocé se sentir
suficientemente
familiarizado com

o procedimento de
encontrar Integrais
Indefinidas, nao sera
necessario escrever
todo o desenvolvimento
anterior. Escreva apenas
o primeiro e o ultimo
lado da igualdade do

desenvolvimento.
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2) Encontre as seguintes Integrais Definidas:

Va

@ | senxds
() [

© j(ﬁ —1)di
@ [4d

© [

3) Calcule a area limitadapory = 1 — x? e o eixo x. Faca um esboco.

4) Sabendo que %sen(xz) = 2xcos(x2 ) , calcule i2xcos(x2 )dx.
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Técnicas de Integracao
Integracao por Substituicao

OBJETIVO
Apresentar, discutir e utilizar o Método de Integragao por Substituicao.

1) INTRODUCAO

A Integrac¢io por Substitui¢io é uma técnica (ou método) para resolver
integral inspirada na Regra da Cadeia para derivadas. Por isso,
compreender suarelacido com a Regra da Cadeia torna mais significativa
a manipula¢io algébrica que fazemos ao resolver integrais por esse
método.

Iniciamos retomando a Regra da Cadeia (f o g)' (x)= f'(g(x)).g'(x).
Veja que essa expressio nos alerta para o fato de que desmanchar a
acdo da derivada em um produto de duas fun¢bes nio corresponderd
a desmanchar a acio da derivada em cada um dos fatores e fazer o
produto. Em outras palavras, a integral de um produto de fun¢ées ndo
é o produto das integrais (de cada um dos fatores). Esse fato contrasta
com a regra de integracdo para a soma de duas func¢ées. Em decor-
réncia da regra da derivada da soma de fun¢des, obtivemos a integral
de uma soma f+ g somando a integral de f'com a integral de g.

Nesta aula vamos discutir um primeiro método de integracdo que,
em alguns casos, nos permitird integrar o produto de duas fungdes. A
intencdo desta aula é também a de ajudar vocé a identificar se a técnica
da substituicio é adequada para a integral especifica que vocé precisa
resolver.

Iniciamos com um exemplo especial. Em seguida, enunciamos o
Método ou Técnica de Integragdo por Substituicio, finalizando com
resolucido e proposicdo de exercicios.
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! Leia o que esta sendo

feito, fazendo o seu

proprio registro com ldpis

e papel.

Ver Aula 2. A funcio que
estd sendo integrada
recebe o0 nome de
integrando.

Essa manipulacio recebe
o nome de mudanca de
varidveis. Observe que
reescrevemos em termos
de # uma integral cuja
variavel inicial é x. Veja
que esta dltima integral
voceé sabe calcular, ainda
que tenha que recorrer a
uma tabela.

o4
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2) EXEMPLO: CALCULO DA INTEGRAL [ 2cos(2x)dx

CJ

Para resolver esta integral, vamos reescrever a funcio integrando
2¢0s(2x), com o objetivo de tornar sua integral imediata, consultando
uma tabela de integrais.

A ideia central é a de enxergar uma func¢io composta, ou melhor,
a derivada de uma func¢ido composta, na expressio que queremos
integrar.

Para isso, retomamos a expressdo da regra (f ° g)’ (x) = f'(g(x)).g'(x)
e identificamos o integrando? 2cos (Zx) com a expressdo do lado direito
da igualdade.

Registrando a proposta:
f'(g(x)) = cos(2x)
g'=2.

Vocé concorda que, em ambas as expressdes, uma possibilidade para g
é g(x) = 2x?

Para prosseguirmos com mais agilidade, introduzimos uma nova
variavel, escrevendo

u = g(x).
Em nosso caso, a integral é [ 2cos(2x)dx ¢ u = g(x) = 2x.
Lembrando que
du = g'(x)dx =2dx,
podemos reescrever a integral na nova variavel u introduzida:*
I2cos(2x)dx = Icos(2x).2dx = Icos(u)du.

Recorrendo a uma tabela de integrais, se necessario, verifique que
podemos escrever:

Icos(u)du = sen(u)+C .

Reescrevendo a resposta em termos de x, que é a variavel original,
chegamos a

I2cos(2x)dx = sen(2x) +C.

O método que utilizamos para resolver este exemplo recebe o nome
de Integra¢do por Substitui¢do. Estuda-lo serd tutil para a resolu¢io de
muitas integrais como esta.
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3) A TECNICA DE INTEGRACAO POR SUBSTITUICAO

Reapresentamos aqui a ideia basica utilizada no exemplo anterior, mas
sem pensar em uma funcdo em particular.

Se F’ é uma primitiva de f, entdo jfl—Fdx = If(x)dx =F(x)+C.
X

Se H = F o g, entdo J.%(F(g(x)))dx =F(g(x))+C.

Para a segunda integral, retomamos a regra da cadeia e expressamos a
func¢io no integrando como:

(P (g(x))) = F'(2(x)¢'(x)= £ (2(x))-€ (x).

dx

Levando na dltima integral,

JL(F(2(x)dr =] £(2(x). &' (x)dx = F(g(x))+C .

dx
A integral que nos é apresentada sera da forma If(g(x)).g'(x)dx.
Nela devemos identificar a regra da cadeia de uma composi¢io de
funcées, e a primitiva F da funcio f.

Para isso, uma estratégia é a mudanca de varidveis na integral que se
quer calcular.

Fazendo y = g( x), temos du = g'( x)dx. Uma vez introduzida esta
variavel y = g ( x), a nova integral fica na forma

_[f(u)du.

Uma vez que F é primitiva da funcio f, escrevemos

J.f(u)du =F(u)+C.

Sintetizamos o método no quadro a seguir.

3.1 Técnica (ou Método) da Substituicao
Se F’ é uma primitiva de f, entio

ff(g(x)).g’(x)dx = F(g(x))+C. Tomando u = g(x) e
du = g'(x)dx, entio If(u)du= F(u)+C.

Vamos trabalhar este procedimento novamente, no préximo exemplo.

3.2 Exemplo: determinar J.2xcos(x2 )dx, por substituicao.

A proposta é enxergar a férmula da Regra da Cadeia

f(2(x))g'(x)
55
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na expressio do integrando. Neste exemplo, isso é possivel escrevendo:
f(g(x)) = cosx’
g'(x)=2x.
Observe que uma possibilidade para a funcio g é g(x) = X%
Por esse motivo, fazemos a mudanca de variaveis chamando u = x°.

Segue que du = 2xdx.

Fazendo a mudanca de varidveis na integral, percebemos mais facil-
mente a funcdo f que deve ser integrada:

I2xcos(x2)dx = J.cos(u)du = sen(u)+ C.

Finalizamos escrevendo a resposta em termos da varidvel x, ou seja,

2
fazendou = x":

I2xcos(x2 )dx = sen(x2 ) +C.
3.3 Notacao e linguagem
Veja que fazendo uso da notagdo de diferencial tornamos a
linguagem matematica concisa. Isso ajuda a automatizar a
técnica.

Fazendou = g(x), lembre-se que du = g’(x)dx.

Nesta nota¢do, a expressao J- f (g(x)).g'(x)dx se reescreve

If(u).du.

E nesta linguagem que vamos resolver os exercicios a seguir.

3.4 Exemplo: calcular [ cos(2x) dx.

Veja que essa integral é bem parecida com a do primeiro exemplo que
estudamos nesta aula.

Vocé percebe a diferenca entre elas? Apenas o fator 2, presente no
integrando da integral do primeiro exemplo, ndo aparece aqui.

Se vocé retomar o desenvolvimento daquele exemplo, verd que este
fator foi essencial para resolvermos a integral. No entanto, veja a
seguir como sua auséncia podera ser contornada.

Resolvendo j cos(2x) dx, fazemos
u=2x.
Segue que du = 2dx.
Uma vez que Icf (x)dx = C,[ £(x)dx, podemos escrever:
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J.cos(Zx)dx = J.l. cos(2x)dx = J.% 2cos(2x)dx =
= %J.cos(bc) L 2dx = %J.cosudu = %Senu +C.
Reescrevendo em termos da variavel x:

Icos(Zx) dx :%sen(Zx)+ C.

3.5 Exemplo: alternativa para determinar I cos(2x)dx.

Facau = 2x. Segue que du = 2dx.

Trabalhando com as diferenciais dx e du como se fossem quantidades
finitas (lembre-se de que ndo sio, mas que funciona dessa forma,
porque a notacio foi construida assim!), escrevemos

dx:@.
2

Fazendo uma mudanca de varidveis na integral, escrevemos:

cos(2x) dx = | cosu . @ = |cosu. l .du =l cosudu.
-[ ( ) -[ 2 2 2

Agora prosseguimos como foi desenvolvido no exemplo anterior.

4) RESOLVENDO INTEGRAIS

4.1 Exemplo: calcular J‘«/ 2x+1dx.

Facau =2x+1.

Segue que du = 2dXx, ou seja,

%zdx.
2 "
x du 1] | It 1w
E t > = e 2 — = — 2 = —
ntao J.\/2x+1dx J.\/; 5 J.u .2.du 2J.u du 2.%+1+C.
Assim,j«/2x+ldx=%.§+C=%x§.\/u_3+(7=§ (2x+1) +C
2

4.2 Exemplo: calcular Isen(3x)dx.

Fazendo u = 3x, temos du = 3dx. Ou seja, dx = % .
Entao,

jsen(3x)dx = Isenu. % = l]senudu = —lcosu +C= —lcos3x+ C.
3 3 3 3

o7
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4.3 Exemplo: calcular I (3x - 3)10a’x.

Faca u = 3x — 3. Entdo du = 3dx, ou seja, dx = ?u

Assim,

I(3x—3)mdx = Iulo.d—; :%J.umdu =

4.4 Exemplo: calcular _[ln—x dx.
X

Este exemplo ja é um pouco diferente dos demais. Que fun¢io chama-
remos de u ?

Veja que uma das possibilidades serd fazer u = Inx. E, neste caso,
1

du = —dbx.
X

Inx 1
Observe que j—dx = jln x.—dx.
x X
Ou seja, com essa mudanca de varidveis, a integral se escreve

J'InTxdx = J.lnx.idx = Iudu-

Alternativamente, vocé poderia também escrever: dx = xdu. E fazendo
o . Inx u
amudangca de varidveis na integral obtemos I—dx = I—. xdu = I udu.

x x
Chegamos a mesma integral, ndo?

ASSim,Im—xdx=Iudu =%+C=M+C.
x

2
Derive essa ultima expressio e veja se obtém mesmo a funcio inte-
Inx
grando —.
X

4.5 Exemplo: encontrar jtan xdx.

L senx .
Por defini¢io, tanx = .Uma vez que a derivada de cos x = —senx,

cos x

é razoavel tentarmos a mudanca:
u = cos x, com du = —senxdx.

Entao,

Senx —du  du

u u

Itanxdxzjl dx=J. =—ln‘u|+C=—ln‘cosx|+C.

CoS X
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4.6 Exemplo: resolver Jx‘/ (6—x?)dx.

du
Fazendou = 6 — x°, segue que du = —2xdx. De outro modo, dx =

—-2x

Reescrevendo a integral,
Jx.[(6—x2)dx= \/_ du 1 (u)%du =—l.£+C:—l(6 X ) +C.
2x 2 23 3
Antes de prosseguirmos, vale um comentério: o modo com que traba-
lhamos os exemplos nesta se¢io contém manipula¢bes “arriscadas”.
Para perceber o que isso quer dizer, observe a segunda expressio da
integral, no desenvolvimento acima. Ela mistura em sua férmula as
varidveis x e u. Para que a aplicacdo do método de substituicdo seja
possivel, é necessario poder “cancelar” qualquer expressio em x, e
escrever a integral exclusivamente em termos de u. Veja que neste
e nos outros exemplos deu tudo certo. Este serd o caso também do
exemplo a seguir.

4.7 Exemplo: calcular I(2x3 - 1)5. xdx.

Fazendou = 2x° —1, segue que du = 6x’dx. Ou seja, dx = el
X

Fazendo a mudanca de varidveis na integral,

.|.(2x3 —l)s.xzdx = J.(M)S.xz.gl—u = l wdu =
X

4.8 Exemplo: encontrar a primitiva de sen/x ,
X

Para usar a férmula Isenudu, fazemos a mudanca u = 4/ x. Segue que
1

du = Ex%dx, e entdo 2udu = dx.

Assim,

S€l’l\/7 senu
Jmh =]

2udu = 2J.S€nudu =-2cosu+C = —ZCOS\/; +C.
u

4.9 Exemplo: calcular I cos’x . senxdsx.

Veja que a forma do integrando sugere usarmos a integral de uma
poténcia. Para isso, fazemos u = cos x. Segue que du = —senxdx.

A integral se escreve

4 4
Jc0s3x.senxdxzju3.—du =—Iu3du :_”74_6*:_(002)‘) iC

Agora, verifique se vocé entendeu a Técnica de Integracdo por Substi-
tuicdo, resolvendo os exercicios a seguir.
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5) EXERCICIOS

1) Calcule as integrais, fazendo a substitui¢do indicada:

(a) Ixz (2x3 —l)dx; u=2x -1

(b) I()sz—f4dx;u=x2—4

)

1
¢) | ————dx; u=3x+2
© '|.(3x+2)3

(d) J.\/;COS\/XTCZX; u=x.

2) Calcule as Integrais Indefinidas:

(a) [VAx—3dx
(b) [(3x~10)'dx
(©) [3v* v ~7av
(d) j 3sendxdx

(e) J.sen(l + x)dx

3) Encontre uma func¢io que satisfaca as condi¢des indicadas:

(@) f'(x)=xvx>+5 e f(2)=12

(b)fl—y:\3/3x+2,ey:9 se x=2.
x

6) REFERENCIAS

STEWART, J. Cdlculo. 4. ed. Sdo Paulo: Pioneira, 2001. v. 1.

SWOKOWSKTI, E. Cdlculo com geometria analitica. Makron Books.
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Integracao por Partes

OBJETIVO
Apresentar, discutir e utilizar o Método de Integragao por Partes.

1) INTRODUCAO

7

A Integracdo por Partes é uma técnica (ou método) para resolver
integrais concebida a partir da regra para derivar o produto de duas
funcées. Compreender a relagdo entre a Técnica de Integracio por
Partes e a Regra do Produto para derivadas torna mais significativa
a manipula¢io algébrica que fazemos ao resolver integrais por este
método.

Por isso, retomamos aqui a regra ( f.g )' =f"g+ f.g" e a discussio
sobre o fato de que a “derivada de produtos nio é produto de deri-
vadas”. Implicitamente no enunciado da Regra do Produto, podemos
perceber que desmanchar a agdo da derivada em um produto de duas
fun¢des ndo corresponderd em geral a desmanchar a agdo da derivada
em cada um dos fatores, e fazer o produto, como aconteceu com a
soma de duas fun¢des. Em outras palavras: a integral de um produto
de func¢bes ndo é o produto das integrais (de cada um dos fatores).

Nesta aula vamos discutir um método para integrar produtos de
funcdes; e como muitas vezes ficamos sem saber qual a técnica de inte-
gracdo escolher para integrar uma fun¢io dada, a inten¢io desta aula é
também apoiar vocé na busca por esta técnica para calcular integrais.

Iniciamos com um exemplo especial, discutindo como o procedimento
de desmanchar a a¢do da derivada nas parcelas de um integrando pode
ser utilizado para integrar um produto de fun¢des.

Em seguida, enunciamos o Método de Integracio por Partes, que passa
entio a ser utilizado na resolu¢io de exercicios.
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Leia o que esté sendo
feito, fazendo o seu
proprio registro com ldpis
e papel.
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2) EXEMPLO: CALCULO DA INTEGRAL fxe"dx.

4

Veja como resolver esta integral reescrevendo adequadamente a fung¢do
xe* no integrando de modo a tornéi-la imediata, consultando uma
tabela de integrais.! Vocé verd que vamos transformar uma integral
que nido sabemos resolver — I xe*dx — em duas integrais que sabemos
calcular.

Para isso, retomamos a regra (f.g) = f'.g+ f.g' e identificamos a
funcdo xe” com fg'.

Em outras palavras: vamos identificar o integrando xe” com a tltima
parcela da expressdo do lado direito da igualdade ( f.g )' =flg+fg,
que é fg'.

Vamos chamar de g’ a uma parte do integrando xe”, que soubermos
integrar. Isso porque serd necessario encontrar a primitiva de g'. No

caso deste exemplo, conseguiriamos determinar g escolhendo x ou e
como g'. De fato, somos capazes de integrar ambas as fun¢ées!

Como uma primeira proposta, escolhemos:
f=x g'=¢€".
Neste caso especial, veja como é ficil obtermos as demais compo-

nentes da férmula (f.g)' =flg+fg"

,_dl)
/= dx =1

g:'[g'dx:'[exdx:ex +C.

Escolhendo a primitiva de g’ correspondente a C=0, temos:

=X
g=e
f=1
g'=e

Dai, segue que:
(:g) = xe*)
fleg=1le".

Colocando estes dados na ordem dada pela férmula

(f.g) =f"g+ [f.g obtemos:
(xe") =1l.e"+ xe".

Esta tltima expressio pode ser reescrita como xe” = (xex) -l.e".
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Observe que a expressio a direita do sinal desta dltima igualdade é
um outro modo de escrever a fun¢io xe”, que queremos integrar. Esta
reescrita serd a “chave” para integrarmos a fungéo.

Por meio dela, podemos reescrever a integral Ixexdx que queremos
calcular como:

[xetax = | [(xe’f)' —l.ex}a’x - | (xe*) dx - [1e%ax

As duas ultimas integrais sdo imediatas,? e correspondem a integral
que queremos calcular. De fato, um lado e o outro em uma igualdade,
naturalmente, sio iguais!

Assim, a solu¢io procurada é

Ixe"dx =xe' -e" +C.

A técnica que vamos estudar nesta aula tem como objetivo desenvolver
solugdes como esta.

3) A TECNICA DE INTEGRACAO POR PARTES

Para desenvolvermos uma estratégia visando integrar outras funcoes,

retomamos a expressao ( f g )' = f '.g + f g ' agora escrita na notacdo
de Leibniz:

d d
100809 = 2L (0] 1) L]
“Desmanchar” a agdo da derivada no lado esquerdo da igualdade é o

mesmo que desmanchd-la em seu lado direito.

Combinando a escrita da Regra do Produto para derivadas nas duas
notacgoes,

()2 (x)] = £(x)2(x) + £(x).g'()

d

J'a[f(x)g(x)]dx = j(f’(x).g(x)+f(x).g'(x))dx ou
f(x).g(x) = If'(x). g(x)dx + If(x).g'(x)dx.
Em sintese, podemos escrever:

If(x).g'(x)dx = f(x).g(x)—jf’(x)g(x)dx

Compare esta férmula com a que resolveu o exemplo anterior. Vocé
verd que é a mesma estratégia. Agora temos escolhas a fazer, para
a reescrita. Assim, no caso do exemplo resolvido tinhamos f =x e

g! — ex‘
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Observe que a primeira
integral é consequéncia
direta do Teorema
Fundamental do Calculo,
em sua primeira versao.
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Vamos refletir sobre como fazer tais escolhas, resolvendo outros
exemplos. Use ldpis e papel e anote os calculos ao estudar os exemplos
nesta aula, enquanto vocé faz a leitura da explicacio das decisées e dos
desenvolvimentos.

3.1 Exemplo: encontrando Ixcos xdx, por partes.

Como calcular J.x cos xdx?

Observe que sabemos integrar isoladamente ambas as fungdes x e
cos x, partes da expressio do integrando x cos x. Sendo assim, imite o
primeiro exemplo e escolha:

f(x)=xe g'(x)=cosx.

Calculando f(x) e g'(x), obtemos:

f'(x)=1eg(x)= Icosxdx =senx+C.

Selecione a primitiva correspondente a C=0, e, utilizando expressdo
desenvolvida a partir da Regra do Produto, escreva

Ixcos xdx = J(xsenx)' dx —jl. senxdx .

Veja que vocé transformou uma integral que ndo sabiamos resolver —
xcos xdx — em duas integrais que sabemos calcular.

Finalizando,

IXCOSXdX = xsenx —cosx+C .

Observe que, em ambos os exemplos, ao aplicarmos a técnica de inte-
gracdo por partes, optamos por tomar f = x. Se, ao invés, tivéssemos
feito g’ = x, também seriamos capazes de encontrar g. No entanto,
feita esta altima escolha, o expoente associado a x aumentaria ao calcu-
larmos g, e a expressio a ser integrada no final ficaria mais complexa.

Confira este fato, no desenvolvimento de J-xexdx .
Fazendo

f=eeg =x,
seguequef'=e'eg=

2
X
2
'
2

Entao, J.xexdxzj. e"_% dx—‘[%z.exdx.

Veja a dltima integral na expressio acima. Ela é a integral que efeti-
vamente deveriamos calcular, e é mais complexa do que a que foi
proposta.

Por esse motivo, sempre que for possivel, devemos escolher o fator
polinomial no integrando de modo a deriva-lo. Assim, fazemos recair o
seu grau na integral que efetivamente iremos calcular ap6s a reescrita.
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Essa op¢do s6 nio sera feita caso a integral do outro fator do produto
seja muito complexa, ou nio seja possivel de ser feita. Exemplos nesta
aula exploram essa situac¢io.

Antes de estudé-los, vamos introduzir uma notagdo que vai tornar a
linguagem matematica concisa e ajudar a automatizar a técnica que
estamos estudando nesta aula.

3.2 Notacao e linguagem

Fazendo u = f(x) e v = g(x), lembre-se que du = f '(x)dx e
dv = g'(x)dx.

Com essa notagio, a expressio

[ £(x)-g'(x)dx =1 (x).g(x) - (). (x)cx
pode ser reescrita como

Iudv =uy— Ivdu.

Vamos utilizar essa linguagem apresentando uma solu¢io
alternativa para o exemplo anterior.

3.3 Exemplo: reescrevendo o célculo de J xe'dx.

Retome a expressdo Iudv =uy— Ivdu e procure reescrever a integral

Ixexdx .

Para isso, identifique J.xexdx. com a expressio J. udv, do lado esquerdo

da igualdade. Temos que escolher, na expressdo xe"dx, quem chama-
remos de u, e quem chamaremos de dv.

Como ja discutimos, seria 6timo poder escolher u = x. Analise a outra
expressdo no integrando, porque vocé deverd integri-la.

Neste exemplo vimos que é conveniente e possivel escrevermos
dv=e'dx.

Assim, a expressdo u sera x.
A partir de agora, a resolu¢io da integral comeca propriamente.
Faca:
u=x edv=e'dx.Segue quedu = dx e quev = e
Utilizando a férmula
Iudv =yy— jvdu,
escrevemos:
~leexdx = xe' — ~"exdx.
65
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Segue que
J.xexdx =xe' -e" +C.

E com essa linguagem que vamos resolver os exemplos a seguir.

4) RESOLVENDO INTEGRAIS PELA TECNICA DE
INTEGRACAO POR PARTES

4.1 Exemplo: resolver Ilsecztdt.

Como comentamos, devemos escolher dv, em primeiro lugar.
Veja as possibilidades que temos:

l.dt, tdt, tsectdt, tsec* tdt, sec’ tdt e sectdt.

Dentre estas, escolha a expressio mais complexa, que vocé sabe
integrar.

. 2
Lembre-se de que sabemos integrar jsec tdt. Ao fazer essa escolha,
consulte a tabela de integrais, se achar necessario!

Entdo, faca:
u=t e dv=sectdt.
Segue quedu =dt;ev = jsecz tdt sera escolhida como v = tant.
Utilizando a férmula
judv =uyy— Ivdu,
escrevemos:

Itsecztdt - t.tant — j tant.dt.

A dltima integral ndo é tio imediata como as que foram propostas nos
dois primeiros exemplos, mas ja foi resolvida na Aula 3, no exemplo
4.5.

Segue que

J.tsecztdt = t.tant —In|cosx|71 +C.

4.2 Exemplo: calcular J.ln xdx.

A fungdo no integrando nio se apresenta como um produto de fun¢des,
como nos exemplos anteriores.

No entanto, qualquer fun¢io f(x) pode ser pensada como um produto
de duas outras, sendo uma delas ela prépria, quando for de nossa
conveniéncia: basta escrevermos f(x) = 1. f(x).
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Neste exemplo, faca:
1
u=Inx,eentio du =—dx
x
dv=1.dx,eentio v=ux

Isso porque, como ndo sabemos integrar /n x, que é exatamente a inte-
gral que devemos calcular, serd necessario propor a sua derivagdo.

Utilizando nossa férmula,

Ilnxdx = Il.lnxdx = xlnx - jxl dx.
Observe que *
J.xédx= Il.dx = J.a’x =x+C.

Dai,

J-lnxdx =xlnx - x+C.

Vale a pena aqui fazer um comentario, antes do préximo exemplo.

N&o hd como descrever uma regra geral para aplicacdo de regras de inte-
gracdo. No entanto, podemos fazer uma releitura como a que fizemos
de Inx como l./nx, para utilizar o Método de Integragio por Partes,
toda vez que ndo soubermos como integrar a funcio integrando, mas
soubermos deriva-la.

Este é o caso de y = [nx. Sua integral ndo esta relacionada na tabela de
integrais, mas conhecemos sua derivada. Usando o método de inte-
gracdo por partes, tentamos uma solugao.

Isso ndo quer dizer que sempre obteremos a solu¢do, mas é uma
tentativa.

Vamos resolver outra Integral Indefinida por meio desse mesmo proce-
dimento.

4.3 Exemplo: a Integral Indefinida de y = arctan x.

Como calcular Iarctan xdx? Aqui também sabemos derivar a funcio
integrando (se necessério, recorra a uma tabela de derivadas).

Como no exemplo anterior, interprete

arctanx =1.arctanx.

Faca:

u=arctanx e dv=1.dx.

Segue que u = dx, e entdo v = x.

+x?
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Usando a férmula, podemos escrever que

I arctanxdx = xarctanx — .[x. dx.

1+ x7

Para finalizar, sera necessario calcularmos

1 X
J.x. > dx =J. >-dx.
1+x 1+x

Esta ultima integral pode ser resolvida pela Técnica da Substituicéo,
estudada na Aula 3.

Para isso, faga ¢ =1+ x” e dt = 2xdx. Ou seja, xdx = 1 dr .

Diferentemente dalinguagem que utilizamos na aula anterior, estamos
usando a variavel ¢ porque u estd sendo usada com outro significado,
no Método de Integragio por Partes.

Assim,

1

[ = [Za= Lpdr 1 Inlt|+C.
1+x t 29t 2

Reescrevendo a expressio do lado esquerdo da igualdade na variavel x,

concluimos que

I1+x 2dx=ln(l+x2)% +C.
X

Retomando a integral J-arctan xdx que estavamos calculando,

1
Jarctanxdx = xarctanx - ln(1+x2)2 +C.

4.4 Exemplo: a Integral Indefinida de r>sent.

Para calcular jt *sentdt faca:
u =t e entdo du = 2tdt;
dv = sentdt; e entioy = Isentdt =—cost+C.
Segue que
Jtzsentdt = —tzcost—.[ —2tcostdt= —t*cost + 2Jtcos tdt.

Veja que a integral do lado esquerdo da igualdade que ainda temos que
resolver ndo é imediata! Observe, no entanto, que é uma questdo de
reutilizar o mesmo Método de Integracio por Partes para calcula-la.
E é isso que vamos fazer agora.

Para calcular J.tcos tdt, faga:
u =t; e entdo du = dr;
dv =costdt ; e entdo v = J.cos tdt =sent + C.

Utilizando nossa férmula obtemos

Itcos tdt = tsent — Isentdt =tsent+cost+C.
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E finalmente:

Itzsentdt =—t*cost+ 2(tsent + cost) +C.

H4 dois comentarios a fazer sobre este exemplo. O primeiro diz
respeito a utilizagdo repetida do Método de Integracio por Partes, para
solucionar essa integral. Isso pode funcionar, e neste caso, funcionou.

e[ N . 3 A e .
Verifique que, se vocé estivesse calculando J.t sentdt, vocé utilizaria

o método trés vezes! Tente resolver essa integral, como exercicio. Se
vocé obteve

J.t3sentdt =—tcost+3 [lzsent +2tcost — 2sent:| +C, vocé acertou!

O segundo comentario reforca a discussio ja iniciada nesta aula e diz
respeito a escolha das expressées polinomiais no integrando como a
variavel auxiliar u. Por exemplo, em J.tcos tdt é conveniente tomarmos
u = t. Isso porque, assim feito, derivaremos a expressdo, e seu grau
decaird na préxima integral que tivermos que calcular.

Estude o exemplo Ixzexdx a seguir, prestando atenc¢io na integral a

ser resolvida que resultara da escolha u = x%.

4.5 Exemplo: calcular szexdx :

Facau =x"e dv=e"dx.

Entdo, du = 2xdx;ev = I e"dx sera considerado como v = .
Assim, szexdx =x’e" —J2xe"dx.

Do exemplo 3.4, nesta aula, podemos escrever:

szexdx =x’e" —2(xex —ex)+ C.

4.6 Exemplo: calcular J'e" cos xdx .

Facau =cosxedv=e"dx.

Veja que, a principio, parece-nos que a escolha poderia muito bem ser
outra.’ E pode mesmo. Mas vamos tentar esta.

Entdo du = —senxdx; e v = J e"dx sera considerado como v = ¢&*.
Assim,

I e cosxdx =e" cosx— I —e'senxdx = e* cos x + J.exsenxdx.

Observe que a integral que devemos resolver tem a mesma complexi-
dade da que foi proposta.

~ A 7z . 3 2
Vamos propor sua resolugido por partes, e vocé verd que recairemos na POdemos também propor
integral I e cos xdx u=e e dv=cos xdx.
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* Tente ver o que acontece se
AL X
vocé fizer a escolhau = e
e dv = senxdx.
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Devemos manter dv = e"dx, que foi a mesma escolha feita no inicio.
Senao, nio funcional*

Resolvendo entio Ie"senxdx com dv =e"dx e u = senx, segue que

v = e*e du = cos xdx. Entio,

jex cos xdx =e" cos x + J'e'”senxdx =e" cosx+ e senx — J.e" cos xdx.
Veja que a dltima integral do lado esquerdo é a mesma integral que
queremos calcular, com sinal contréirio. Pense nela como uma fungéo,
e passe-a para o lado esquerdo da igualdade:

2J.e" cos xdx = e" cosx +e"senx = e* (cos x + senx).

Dai, escrevemos:

J.ex cos xdx = %ex (cosx + senx) +C.

4.7 Exemplo: encontrar J.sec3 xdx.

As opgdes para dv sio:

2 3
dx, secxdx , sec” xdx , sec’ xdx.

Dentre elas, a expressio mais complexa que sabemos integrar é

sec? xdv.
Entio, escrevemos jsec3 xdx = jsec x.(sec2 x) dx. Fazendo:

u = secx = du = sec xtan xdx

dv = sec” xdx = v =tanx.

Integrando por partes:

Isecs xdx = secxtanx — Isec xtan*xdx.

Utilizando a identidade 1 +tan® x = sec” x segue que:
3 2

Isec xdx = secxtanx — J.secx(sec X — l)dx =

3
= secxtanx—jsec xdx+J.secxdx.

Adicionando J sec’xdx a ambos os membros da igualdade, chegamos a

2J‘sec3 xdx = secxtan x + J sec xdx.

Aqui fazemos um parénteses no método que vem sendo utilizado e
calculamos a ultima integral, por Substituicio.

30/03/2011 07:43:37



AULA 5

4.8 Exemplo: calculo da integral Isec xdx.

Para calcular essa integral, usamos o artificio a seguir:

2
secx(secx+tanx) sec” x+secxtanx
secx = = .

secx+tanx secx+tanx

Assim reescrito o integrando, nossa integral fica:

sec’ x + secxtanx
J.S€C xdx = J. dx.

secx+tanx

Fazendou = secx+tanx = du = (secxtanx + sec’ x)dx.

Entao,

2
sec” x+secxtanx

jsecxdxzj dx=J‘ﬂ=Zn‘u|+C=ln‘secx+tanx‘+C.
u

secx+tanx

Agora, retome o exemplo anterior e termine o cilculo da integral

Isec3 xdx.

Os dois ultimos exemplos sdo exemplos classicos trabalhados quando
ensinamos técnicas de integracdo. Sempre estdo resolvidos nos livros
de Célculo e em nossas aulas, porque sio exemplos complexos. No
entanto, uma vez que vocé conhece sua solugdo, torna-se capaz de
reproduzi-la.

4.9 Exemplo: calcular I x* In xdx.

2
Fazer u = x” corresponde a tomar dv = In xdx.

Nés ja integramos o logaritmo, nesta mesma aula; no entanto, seria
bom se pudéssemos evitar estes cdlculos.

. 2
Por isso vamos escolher u = /nx e dv = x"dx, e ver o que acontece.

Veja aqui um exemplo em que contrariamos nossa orientac¢io de esco-
lher a expressdo polinomial, aqui no caso, x?, de modo a deriva-la.

3

1 X
Temos entiodu = —dxev = ?, e
X

3 3 3 3 3
Ixz Inxdx :x—lnx—jx—.ldx :x—lnx—lszdx :x—lnx—x—+C.
3 3 x 3 3 3 9
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5) EXERCICIOS

Calcule as seguintes Integrais Indefinidas:

@) J.xe’xdx

(b) j xe* dx

© j x” cos xdx
(@ | e*senxdx
) jx“ In xdlx
® JCOS\/;dx
@ j xarctan xdx

(h) sten4xdx .

6) REFERENCIAS

STEWART, J. Cdlculo. Sao Paulo: Pioneira, 2001. v. 1.

SWOKOWTSKI, E. Cdlculo com geometria analitica. Makron Books.
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Integracao de funcoes trigonométricas
Substituicao trigonométrica

OBJETIVO
Resolver integrais de fungdes trigonométricas. Apresentar, discutir e utilizar
0 método de substituicao trigonométrica.

1) INTRODUCAO

Integrais de fun¢des trigonométricas muitas vezes requerem aborda-
gens especiais que valem a pena ser estudadas separadamente. Nesta
aula vamos nos dedicar a alguns casos, dentre tais integrais.

Apés aprendermos como integrar tais fung¢des, passamos a estudar
substitui¢des que transformam integrandos em expressdes envol-
vendo fun¢des trigonométricas. Pelo que estudaremos nesta aula, ou
pela tabela de integrais, saberemos como resolvé-las.

Esta aula serd desenvolvida por meio de exemplos. Leia o que esta
sendo feito, fazendo seu préprio registro com lapis e papel.

2) INTEGRAIS DE FUNCOES TRIGONOMETRICAS

2.1 Exemplo: calcular j sen’xdx.

Para calcular esta integral vamos recorrer a identidade trigonométrica
que escreve o cosseno do arco duplo, cos2x, em termos das fungdes
trigonométricas cosx e senx, como a seguir:

2 2
CoS2x =cos” x—sen-x.
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! Este é o segundo
exercicio da lista ao final
desta Aula.
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Veja que podemos reescrever esta expressio obtendo
2 2
cos2x = (1—sen x)—sen X, ou

2
cos2x=1-2sen"x , ou

,  1—cos2x
sen'x =———
2

Veja que reescrevendo o integrando vamos calcular sua primitiva inte-
grando duas fung¢des, como a seguir:

jsenzxdx = J‘(#j dx = J%dx—%jcos 2xdx.

X
Uma primitiva para a primeira integral sera >

Ja a segunda integral J.cos 2xdx sera calculada pelo Método da Substi-
tui¢do, como na Aula 3.

Fazendo u = 2x, temos du = 2dx. Entio,

du 1
ICOS 2xdx = I(COS u) =y = EJCOS udu. Veja que agora, para esta tiltima

integral, podemos recorrer a tabela de integrais.
Assim,

Isenzxdx = Il dx—lJ.COSZxdx = i—l .sen2x+C.
2 2 2 4

. . P P < 2
Nosso primeiro exercicio proposto serd o calculo de J.cos xdx. Para

A ~ 2 2
resolvé-lo, vamos retomar a mesma expressio cos2x =cos” x —sen"x
utilizada neste primeiro exercicio.

. 2
Diferentemente, vamos escrever cos” x em termos de cos2x. Tente
fazer os calculos!

2.2 Exemplo: encontre j sen*xdx.

Observe a forma como vamos reescrever o integrando, de modo a
recair numa integral como a do exemplo 2.1:

2
sen4x = (senzx) =

l—cos2xj2 B 1—2cos2x +cos” 2x
2 4

Assim,
1—2cos2x+ cos* 2x
2 dx

Veja agora que todas as trés integrais vocé sabe calcular. A dltima

J‘sen“xdx = _[ = ijdx - %j cos 2xdx + %j cos” 2xdkx.

. . 2 . . , .
destas integrais, Icos 2xdx, como em nosso primeiro exercicio,’ vale

—x+ lsen4x +C.
2 8
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Assim,
J-sen“xdx = lJ.abc —lJ‘cos 2xdx + lJ.cos2 2xdx = X lsen2x + lx + Lsen4x +C.
4 2 4 4 4 8 32

Ou seja,

3x sen2x sendx

J.sen“xdx =—— + +C.
4 32

As integrais de poténcias pares de seno e cosseno podem
ser resolvidas como nos exemplos | e 2, isto é, utilizando
férmulas de arco duplo para sen’x e cos? x, e reduzindo os
expoentes do integrando ao meio, até a poténcia 1. E claro
que a situac¢io fica cada vez mais complexa, a medida que
a poténcia no integrando fica maior. Também é possivel
a dedu¢do de uma férmula para calcular essas primitivas,
utilizando um método chamado Inducio. Nio nos dedica-
remos a desenvolvé-la aqui nesta disciplina.

2.3 Exemplo: encontrando a primitiva de sen’xdx.

3 . .
Para calcularmos sen”xdx, vamos escrever o integrando como a seguir:
3 2 2
sen’x = (sen x). senx = (l —cos x)senx.
Veja que, assim reescrito, somos capazes de calcular a integral, porque
2 2
Isen3xdx = J.(l —cos x)senxdx = j(senx —cos” x. Senx)dx.
A primeira integral a ser calculada, Isen xdx, estd na tabela de integrais.

A segunda, J.cos2 xsenxdx, pode ser calculada por Substitui¢do.?

Facau = cos x, e entdo du = —senxdx .

3 3
. u sen’x
D:;u,_[cos2 xsenxdxzjuz.—du =—J.u2du =—?+C=— 3 +C.
Desse modo,
3
sen’x
Isen3xdx:j(senx—coszx.senx)dx:—cosx+ +C.

2 Veja a Aula 3.
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2.4 Notacao e linguagem

Vale observar mais uma vez o modo como operamos com a
constante de integracdo C. Nds ndo “trocamos” o seu sinal
quando substituimos essa constante na expressdo da tltima
integral. Isso pode ser considerado um abuso de linguagem,
pois a rigor deveriamos fazé-lo, ou mudar o nome da cons-
tante, colocando, por exemplo, — C = K. A opcio feita aqui,
aceita pelos matematicos, decorre do fato de que C é uma
constante genérica que assume todos os valores reais, do
mesmo modo que — C.

2.5 Exemplo: célculo de Isen5xdx.

5 2\
Escreva: sen™x = (sen x) . Senx.
5 2 \? 2 4
Segue que sen’x = (1 —cos x) .senx = [1 —2cos” x +cos x} senx.

Assim,
Isensxdx = j[l —2cos* x + cos” x] senxdx =

2 4
= .fsenxdx - ZICOS xsenxdx + Icos xsenxdx.

Veja que a primeira integral J.senxdx estd na tabela de integrais, e é
igual a —cos x.

A segunda e a terceira integrais sio calculadas pelo Método da Subs-
tituicdo.

a) A integral Icosz xsenxdx ja foi calculada em 2.3 e é igual a

sen3x

+C.

b) A integral J.cos“ xsenxdx sera calculada fazendo

U =cos x = du = —senxdx.

S€n5X

+C.

Assim, J.cos4 xsenxdx = —J.u“dM = _u? +C=-

Por fim, escrevemos:

sen3x sensx

+C

J.sensxdx = J.senxdx - ZI cos’ xsenxdx + J.cos4 xsenxdx = —cosx+2

As integrais de poténcias impares das fun¢des seno ou
cosseno podem ser resolvidas como nos exemplos 2.3 e
2.5. Em sintese, como o expoente n da poténcia é impar,
n —1 é par, o que permite utilizar a identidade trigonomé-
trica sen’x +cos” x =1 e reescrever o integrando de modo a
utilizar o Método da Substituicio.
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Observe que as duas ultimas integrais que calculamos sio expressdes
para os integrandos que envolvem produtos de poténcias das fun¢des
seno e cosseno. Os exemplos a seguir tratam dessa expressio do inte-
grando.

2.6 Exemplo: resolver J cos” xsen” xdx.

Reescrevendo o integrando:
3 4 2 4 2 4 4 6
coS” Xsen"X = cos X.cos” xsen"x = cos x(l —sen x)sen xX= (sen X —sen x)cosx

Qual a vantagem dessa reescrita do integrando? Veja que podemos
calcular a dltima integral por substituicdo! De fato, a integral

3 4 4 6
Icos xsen” xdx = I(sen X —sen x)cos xdx

pode ser calculada fazendo

u=senx = du=cosxdx

3 4 4 6
Icos xsen” xdx = I(sen X —sen x)cos xdx =

5

—j(u4 —uG)du —u——£+C— senSx__sen7x+C
5 7 5 7 '

Uma sintese de abordagens que funcionam para Isen”’x cos” xdx esta
no quadro a seguir:

1- Se m for um ndmero inteiro impar, escrevemos:

Isen’”x cos" xdx = J.sen'"’lx cos”" xsenxdx
Expressamos sen” 'x em termos de cosx por meio da
identidade sen’x =1-cos’ x. Calculamos a integral rees-
crita usando o Método da Substituicdo, fazendo u = cos x,

du = — senxdx.

2- Se n for um nimero inteiro impar, escrevemos:
=il

Isen'”x cos" xdx = Isen’"xcos" X cos xdx.

-1 g
Expressamos cos"” x em termos de senx por meio da
° . 2 2 :
identidade cos”x =1-sen”x. Calculamos a integral rees-
crita usando o Método da Substituicdo, fazendo u = senx,

du = cos xdx.

3- Se m e n sdo pares, utilizamos as férmulas de arco duplo

2 2 . A
para sen”x e cos” x, reduzindo os expoentes a metade.
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Restam comentarios sobre integrandos da forma tan” xsec” x.
Parecem complicados, ndo? Algumas dessas integrais nds ja calculamos.

Por exemplo, J sec’ xdx e I sec xtan xdx estio na tabela de integrais.

As integrais Itan xdx e J.sechdx foram calculadas em aulas anteriores,

como exemplos de aplicagdes do Método da Substitui¢io, no caso da
primeira, e Integracdo por Partes, no caso da segunda.

Um modo geral de integra-los pode ser descrito em uma sintese muito

semelhante 4 de integrandos da forma sen”xcos” x. Lembrando, é
~ 2 2

claro, a relagdo tan” x +1 = sec” x e que para

2
u=tanx = du=sec” xdx,e
u=secx = du=secxtanxdx.

Vamos resolver dois exemplos, explorando essas integrais.

2.7 Exemplo: calcular Itanz xsec* xdx.

Podemos escrever:

2 4 2 2 2 2 2 2
tan” xsec x =tan” xsec” xsec” x = tan x(l + tan x)sec X.
Escrevendou = tanx = du = sec’ xdx, temos
Itanz xsec* xdx = J.tan2 x(l +tan® )c)sec2 xdx =

3 5
uwoou

=Iu2(1+u2) du = J‘(u2 +u4)du =—+—+C.
3 5

3 5
tan" x tan  x

5

+C.

. 2 4
Ou seja, jtan xsec” xdx =

2.8 Exemplo: encontrar a primitiva de tan’ x sec® x.

3 5
Para calcular jtan xsec’ xdx, escrevemos
3 5 2 4 2 4
tan” xsec” x =tan” xsec x(secxtan x) = (sec X— l)sec x(secxtan x).

Fazendo u = sec x = du = sec xtan xdx, segue que
Itan3xsec5 xdx = J.(sec2 X — l)sec4 x(secxtan x)dx =
7 5
= j(uz —l)u4du EL e
7 5

Assim,
7 5
sec' x sec’ x

- +C.
5

ItanSx sec’ xdx =

3) SUBSTITUICAO TRIGONOMETRICA

Algumas integrais envolvem radicais de expressdes algébricas que sdo
simplificadas por meio de substituicio por fun¢io trigonométrica,
para efeito de calculo de integrais.
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Veja as expressdes e respectivas substitui¢des na tabela a seguir:

Tabela 1
Expressio no integrando Substituicdo sugerida
at—=x2 x = asen6
a’+x? x=atanb
2 —q? x=asecO

Essas substitui¢des sdo feitas de modo que arestricio de cada expressio
trigonométrica em seu dominio permita a defini¢do de sua inversa. Ela
serd necessaria para reescrevermos a expressao final da integracio, em
termos da variavel inicial da integracdo. Vamos discutir cada caso, nos
exemplos a seguir.

1
3.1 Exemplo: calcular J— dx.
x’N4—x’
Seguindo sugestdo da primeira substituicio na Tabela 1, vamos fazer
x = 2senf. Para que a fun¢io 2senf possa ser invertida, consideramos
. ) .7 zr
0 variando no intervalo fundamental, ou seja, 5 <O<—

Segue que

\/4-)(2 =\/4—4sen20 = 4(1—sen20) =2+/cos* 0 =2‘cosﬁ|.

. . . 1 pa T
Vejaaquiumaimportanciadointervalo fundamental—; <0< 5: neste

intervalo, cos @ > 0, e podemos escrever V4 — xt = 2‘cos 0‘ =2cos0.

Como neste exemplo a expressio indicada estd no denominador do

. . v T
integrando, devemos considerar 5 <0<—.

2

Para x = 2s5en@), temos dx = 2cos 0d 0. Fazendo a substituicio na inte-
gral, obtemos

2

.2cosed9=lj L 0.
47 sen-0

J- 1 dr = J~ 1

x2J4 — 2 4sen’0.2cos 0
Parece complicado, ndo? Mas, observando bem, esta é a integral de
csc® 0, que esta em nossa Tabela de Integrais.

Assim,‘[ —.d@z—%cot0+C.

;dlej. 1
4= 2 47 sen’0
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Para escrevermos a expressido na variavel x, usamos a Figura 1:

4-x

Figura 1: substitui¢do x = 2sent

A figura representa um tridngulo retingulo, onde posicionamos o
angulo 6, o cateto oposto x e a hipotenusa 2. Veja que esses dados

. ~ < 2
permitem escrever a expressdo do outro cateto, que é V4 —x".

Descrito este retangulo, observe que a expressdo para cot 8, que é defi-
nida como a razio entre o cateto adjacente ao dngulo 0 e cateto oposto
ao angulo 6, escreve-se como

V4-x )

X

cot@ =

_ 2
—lcot9+C=—l¥+C

1
——dx=
x’V4—x 4 4 x

Desse modo, I

3.2 Exemplo: encontre .[

1
—dx.
V16 + x* *

Da sugestio na Tabela 1, propomos a substituicio x = 4tan 6, no inter-

valo fundamental —% << %

\/16+x2 = \/l6+16tan2 0= «/16(1+tan2 0) =4+/sec’ 0 = 4‘sec€|.

. Vs Vg
No intervalo fundamental —— < 7 < —, temos sec8 > 0.

Assim, V16+x* = 4|secf|=4secl. Com a substituicio feita,

dx = 4sec’ 0d0-
Logo,

Asec’ 6dO = Jsec&d@ = ln‘sect9+tant9‘ +C.

1 1
I«/16+x2 dx:-[4seca
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Veja agora a Figura 2, que nos ajuda a escrever a expressio do resul-
tado final da integral. Uma vez que fizemos x = 4fan @, chamamos x ao
cateto oposto a 6, e 4, ao cateto adjacente. Desse modo a hipotenusa

do triangulo vale V16 + x ‘e

[ 2 [ 2
dlen‘sec@+tan9‘+C=ln$ i +C=lnw +C.

1
e

V16 +x?

Figura 2: substitui¢do x = 4tan @

’x2

_16dx.
X

3.3 Exemplo: calcule a primitiva de f

Da substitui¢do x = 4sec @, segue que dx = 4secOtan0d0, e entdo

Fle . 6wt d=s
J. X 16dx=.[ 16sec” 0 16.4secﬁtan0d0=J.\/m.tan9d9=4jtan29d9.

X dsect

A dltima integral nio é dificil de ser resolvida. Lembrando que
1+tan® @ = sec’ 0, segue:

ItanzﬁdﬁzJ.(Seczﬁ—l)dé?ztanﬁ—9+c.

s

X

Entio, dx =4 j tan® 0d0 = 4tand — 46+ C.

X
Vx?-16
(Z]
4

Figura 3: substitui¢do x = 4 sec
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4) EXERCICIOS

1) Calcule as seguintes Integrais Indefinidas:
(a) _[ cos’xdx

(b) Icos“ xdx

(o) J.cos3 xdx

(d) Icoss xdx

(e) J-serfxcos4 xdx

63} _[ M cos’ xdx

(2 I sen®xdx

(h) J. sen’xcos® xdx.

2) Resolva as integrais, por substitui¢io trigonomeétrica:

1
@ la=
—X
© [————d
‘ va2+25 :

]
@) [———d
I@6+xﬂ )

(e) Ix.\/xz +9

1
49 + x*

dx

dx

® |

dx.

1
L b

5) REFERENCIAS

STEWART, J. Cdlculo. 4. Ed. S4o Paulo: Pioneira, 2001. v. 1.

SWOKOWSKI, E. Cdlculo com geometria analitica. Makron Books.
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Integracao de funcoes racionais
O Método das Fracoes Parciais

OBJETIVO
Resolver integrais de fungdes racionais. Apresentar, discutir e utilizar o Mé-
todo das Fracoes Parciais.

1) INTRODUCAO

Nesta aula vamos discutir como integrar fun¢des racionais,’ (re)escre-
vendo-as como uma soma de fun¢des “mais simples”, que ja sabemos
integrar. Essa possibilidade de reescrever as fun¢des racionais é garan-
tida pelo Método das Frac¢bes Parciais.

Iniciamos com exemplos, seguidos pela discussdo geral do método.
Discutiremos as quatro situa¢ées que podem acontecer quando ele é
aplicado, indicando, em cada um dos casos, como integrar a funcio
que esté sendo decomposta.

Esta aula serd desenvolvida por meio de exemplos. Leia o que estd ! Lembre-se de que

sendo feito, fazendo seu préprio registro com lapis e papel. fungées racionais
sdo expressas como
quocientes de
polinémios. Ou seja,

. 3x sio fun¢des da forma
2) EXEMPLO: CALCULO DA INTEGRAL _[2— dx. v P(%) ond
x'—x-2 y=.f(x)=7q(x)’°“e
Antes de calcular a integral, veja o que acontece ao adicionarmos as p(x)eq(x)=0sdo
2 polinémios.
fun¢des racionais e .
x+1 x-2

Ap6s reduzi-las a um denominador comum, temos:

L2 (x-2).1 . (x+1).2
x+1 x-2 (x—2)(x+1) (x+1)(x—2)
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Para a integral _[ dx,
faca u=x+1; *

segue que du=dx e

J..\‘ l+ 1 dx= J.% du=

= 1/7|1,/‘ +C= /n|x‘ +C.

A mesma estratégia

resolve a integral

2

I dx; neste caso,
x=2

fazendou =x-2.

84
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Segue que

L, 2 (x=2)+2(x+1)  3x
x+1 x-2 (x—2)(x+l) X' —x-2
No célculo da integral

_[237)6 dx,
X' —x-2
podemos usar o fato de que a func¢io _ 33X  sasomade_l e
¥ -x-2 x+1

2 eescrever:

x-2
2
.[3— dx = .[— dx + dx.
X' =x-2 xX—
Estas duas ultimas integrais nés sabemos calcular:?
2
I—dx ln|x|+C e I dx=2ln|x—2|+C.
x-2
Segue que:
3

Izixdx = ln|x| + 21n|x—2|+ C.

X' —x-2

. , . P(x)
O exemplo acima nos di uma ideia para calcular IQ ( )dx: se for
x
) . P(x) )
possivel, escreva a fungédo racional y = Q( como soma de fung¢des
x
mais simples.
 P(x)

A proposta é a de decompor a “fragdo em uma soma de “fracdes

O(x
irredutiveis”, como no caso de fra¢bes numéricas. O Método das
Fracdes Parciais nos afirma que, teoricamente, podemos decompor

Px)
O(x)

“irredutiveis”, de modo semelhante ao caso do primeiro exemplo.

uma fungéo racional y = qualquer em soma de fun¢bes racionais

X

3) EXEMPLO: CALCULO DA INTEGRAL | (%d
F

No exemplo anterior, nosso ponto de partida foram duas fungoes
. . €« 2. L2 . .
racionais “irredutiveis” que adicionamos, obtendo como resultado a

3x

x—x2 2

Aqui, vamos tomar a fungdo W como ponto de partida, e pensar
b

funcio

em como decompd-la em fungdes racionais “mais simples”.
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Veja que, para este caso particular, por inspe¢do, podemos escrever:
2 1 -1

(¥ =1) (x=1) (x+1)

A expressio a direita que escreve a fung¢io m como soma de duas

x -1

expressdes “mais simples” é denominada decomposi¢do de (27 em
x-1)

fragoes parciais.

2
Para calcularmos _[(—1
x —

5 )dx, escrevemos:

1 -1
+

2
JEm i (e ey

dx .

e [
X‘I(x—l)d I(x+1)

As duas integrais a direita do sinal de igualdade podem ser resolvidas
como no exemplo anterior. A soma de seu resultado corresponde a
integral que queremos calcular.

Mas, como proceder em um caso geral, em que a decomposi¢cdo em
fracdes parciais nio é tio visivel? E para isso que estudamos o método
a seguir.

4) O METODO DAS FRACOES PARCIAIS

O método conhecido como Método das Fra¢bes Parciais é uma técnica
P(x)
()

como soma de fun¢des racionais mais simples, como nos dois exem-
plos anteriores.
P(x)

O(x

desenvolvida para expressar uma fungio racional qualquer y =

Seja, entdo, y = uma funcio racional qualquer.

Para reescrevé-la por meio do Método das Fragdes Parciais, em primeiro
lugar comparamos os graus dos polinémios P e Q, verificando se o grau
do polinémio no numerador é menor do que o grau do polinémio no
denominador.?

Caso isso nio aconteca, dividimos os dois polinémios e escrevemos
P(x) R(x)
=——==S(x)+——=
O(x) O(x)

, onde o grau de R é menor que o grau de 0.*

Introd_calc_Integral_2011.indd 85

* Quando o grau do

polinémio P(x) é menor do
que o grau do polinémio
0O(x), dizemos que a fungéo

X)
é uma
O(x)

racional

funcio racional prépria.

X +x
x-1’

vamos dividir o polinémio

Por exemplo, se ¥ =

x3+x porx— 1, obtendo

= AL :(,\“ +x+2)+é

»
’ x—1 x—1

85
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> A segunda integral, neste
caso particular, sabemos
integrar:

.[( 2 l)a’,\‘f 2111‘.\‘*1“(,"
x—1)

¢ O Método das Fracées
Parciais s6 se aplica a
essas fun¢des racionais,
mas elas sio suficientes
para dar conta do caso
geral.

86
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~ +
4.1 Exemplo: reescrevendo a funcao y = Sl
Apés efetuarmos a divisdo do polinémio P (x) =X’ + x no numerador
pelo denominador Q(x) = x —1, podemos escrever
3
X +Xx N 2
= =(x"+x+2)+—-
4 x—1 ( ) x—1

Veja que a funcio racional da expressdo a direita satisfaz a condi¢do
“grau do polinémio no numerador é menor do que o grau do polinémio
no denominador”.

Observe também que, reescrevendo a fun¢io inicial desse modo, para

P(x)

O(x

encontrar a integral de , integramos a fun¢io polinomial S(x),

R(x)
o(+)

que sabemos como fazer, ficando a questdo sobre como integrar

onde o grau de R é menor que o grau de Q.

Retomamos o exemplo anterior:

2

(x-1)

dx =

IX3 +1x dxzj (x2+x+2)+
x—

dx.

I(x2+x+2)dx+.|. 2_

(x=1)

Uma funcdo polinomial qualquer sempre podera ser reescrita

P(x)
assim.® (x

E por esse motivo que dizemos que, sem perda de generalidade, o método

P(x)
0(x)

que vamos desenvolver se aplica a fun¢des racionais proprias

, ou

seja, aquelas em que o grau de R é menor que o grau de Q.°

4.2 Teorema: Decomposicao em Fracdes Parciais

P
Seja uma fungédo y = Q(x), com grau de P menor que o grau de Q.
X
. P(x) . ) .
Entio, o pode ser escrito como uma soma de fun¢des racionais de
X
modo que:

a) se (x — r) é um fator de Q(x), uma das parcelas serd da forma

o
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b) se (x - r)” é um fator de Q(x), as parcelas correspondentes
A A A
+ — b
(X—F) (x—r) (x—r)
C) se (ax >4 bx+ C), com discriminante negativo, é fator de Q(x),
Ax+ B

2

serdo da forma

entdo uma das parcelas sera

(ax +bx+c)'

d) se (ax2 +bx+ c)n, com discriminante negativo, é fator de

0O(x), entdo uma das parcelas serd
Ax+B, Ax+B, Ax+B,
+ +...+

(ax2 +bx+c) (ax2 +bx+c)2 (ax2 +bx+c)n .

5) EXEMPLOS

1
5.1 Calcular I— dx.
(x — l)(x + 2)

1
Veja que em ( o grau do polinémio do numerador é menor

X— 1)(x + 2)
do que o grau do polinémio no denominador. Podemos entéo aplicar
o Método das Fra¢oes Parciais. Veja que o polindmio no denominador
ja estd decomposto, e que as parcelas da decomposi¢do sio (x — 1) e
(x + 2). Pelo teorema 4.1, item a), podemos determinar constantes 4
e B tais que

1 A B

(- D(x+2) (1) (x+2)

Para isso, vamos efetuar a soma das duas fun¢des racionais do lado
direito da igualdade, escrevendo:

1 _ A(x+2) B(x—l) =A(x+2)+B(x—1)
(x—l)(x+2) (x—l)(x+2) (x+2)(x—l) (x—l)(x+2)
o Self’ _ Ax+2A+Bx-B

(x—l)(x+2) - (x—l)(x+2)

Igualando os polinémios nos numeradores das duas fra¢des racionais,
temos

Ax+ Bx =0.x,0useja,(4+B).x=0.x
21-B =1

Este é um sistema de duas equagdes e duas incégnitas 4 e B. Como a
primeira equacdo deve valer para todo x, podemos escrever

87
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A+B=0= A=-B.

Substituindo na segunda equacio,

2(-B)-B=1= -2B=1 = 8:7.

Segue que 4 = % .

Entao,

1 1 B
-2 4 2 e

(x—l)(x+2) (x—l) (x+2)

! = % X+ _71
I(x—l)(x+2)dx_j(x—l)d I(x+z)
1 1 1 1
=215 d"‘EI(Hz) dx

dx =

=lln‘x—l‘—lln‘x+2|+c
2 2

Usando propriedades de logaritmos,

dx zln‘x—lF —ln‘x+2|% +C

1
-[(x—l)(x+2)

1
2

=In x-1 +C
x+2
5.2 Encontre Im dx.

(x2 +1)(x—2)

menor do que o grau do polinémio no denominador, e que o polinémio
no denominador ja estd decomposto. As parcelas da decomposi¢io sido
(x2 + 1) e (x - 2). Pelo Teorema 4.1, itens a) e b), podemos determinar
constantes 4, B e C tais que

x _Ax+B  C  (Ax+B)(x-2) C(x2+1)

(x2+l)(x—2) (x2+1) (x—2) (x2+1)(x—2)+(x—2)(x2+1)
_ A’ -2A4x+Bx-2B+Cx* +C

(x2 +1)(x—2)

Agrupando termos de mesmo grau,

Veja que em o grau do polinémio do numerador é

A +Cx* =0.x* (1)

—2Ax+Bx=1.x (2)

30/03/2011 07:43:48



AULA7

-2B+C=1 3)

1) = A4+C=0=>4=-C

2) > 24+B=1=B=1+24
Levando (1) em (2), segue que
B=1-2C.

De (3), C=1+2B.

Ou seja, C=l+2(1—2C)
=5C=3

= C:g

3 3 -1
S A=—-—=eB=1-2.—=—.
egue que 5 e 5= s

Assim, a decomposicio em fra¢des parciais de

s _3-i, 3
(x2+1)(x—2) (x2+1) (x=2)
A integral

X -3 X 1 1 3 1
e R G e

= _—3.lln‘x2 +l‘ —larctanx+§ln|x—2|+ C.
52 5 5

3x-1

5.3 Decompor
x4

em fracdes parciais.

xext =2 (x2 + 1). Pelo teorema 4.1 itens b) e ¢), temos

3x-1 A4 B _Cx+D

— = .Segue que
xz(x2+1) x x* x*+1 ghed

-1 A(x(+1)) B(x+1) (Cx+D)x?

xz(x2+l) xz(x2+1) +x2(x2+1)+ xz(x2+l)

_ Ax® + Ax + Bx* + B+ Cx* + Dx*
xz(x2 +1)
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Dai,
(A+ C)x3 =0.x°

(B+D).x2= 0. x?

A.x=3x

6) EXERCICIOS

Calcule as seguintes Integrais Indefinidas:

x+2 x—21
()I )™ ® [
(b)J' 6x l)l)dx (h)jmdx

37-11x @ [——dx
RSl ey ey e /

25x 33 ~ (2x+10x
()'[ x+1 ) o ()J‘(x2+1)2
® j#d 0 f%dx

7) REFERENCIAS

X (x —1)

SIMMONS, G. Cdlculo com geometria analitica. Sdo Paulo: McGraw Hill

Ltda.

STEWART, J. Cdlculo. 4. ed. Sdo Paulo: Pioneira, 2001. v. 1.
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Area entre curvas
Retomando os conceitos de Integral Definida e area

Objetivo
Calcular areas entre curvas usando o conceito de Integral Definida. Apresen-
tar propriedades das Integrais Definidas e utilizé-las.

1) INTRODUCAO

Estamos concluindo o que planejamos discutir neste curso. Para este
final, reservamos temas que achamos especialmente importantes e
interessantes.

Nesta aula, e na préxima, retomamos os conceitos de Integral Definida
e Area e variacdo acumulada, estudados em nossas primeiras aulas.
Vamos utilizar as técnicas de integracdo que desenvolvemos até aqui
para resolver problemas na matemadtica e em outras ciéncias, apli-
cando estes conceitos.

Finalizando o curso, estendemos na dltima aula a noc¢io de Integral
Definida. A proposta de extensio possibilita cdlculos de areas ou de
varia¢des acumuladas por fun¢bes que possuem assintotas verticais
no intervalo em que estamos trabalhando, possibilitando até mesmo
trabalhar com intervalos de comprimento infinito.

Nio ha impedimento algum em antecipar estas trés ultimas aulas
durante o curso — desde que se evitem exercicios ou questdes cuja
técnica para resolugio ainda nio tenha sido estudada. Optamos por
deixé-las para o final, para que pudéssemos apreciar ideias e modelos,
e com eles finalizar nosso curso, livres de preocupagdes com técnicas
e procedimentos.

Iniciamos, entdo, esta aula, discutindo como calcular a drea entre duas
curvas usando a Integral Definida.
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Esta aula serd desenvolvida por meio de diversos exemplos. Leia o que
esta sendo feito, fazendo seu préprio registro com lapis e papel.

2) AREA

Veja um resultado da Aula 2:

Para y = f(x), positiva em [a,b], o valor da integral defi-
b

nida I f(x)dx representa a medida da rea abaixo da curva
a

grafico de y = f{(x), acima do eixo x, e entre as retasx = a e

x=>b.
Vale lembrar que como a medida de area é positiva, uma definicdo

b
como esta foi possivel porque J f (x)dx, neste caso, é positiva. Em

a

outras palavras:

2.1 Propriedade
b

Para f(x)>0, x €[a,b], entio Jf(x)dx > 0.

a

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, uma integral como esta é
calculada assim:

b
I f(x)dx = F(b)— F(a), onde F é uma primitiva de f.

a

Observe uma regido como as que estamos discutindo, na Figura 1.

y

Figura 1: regido entre y = f{(x), o eixo x e as retas x = a e x = b, onde a<b

30/03/2011 07:43:50



AULA 8

Analise agora a Figura 2. Como calcular a area da regido que tem como
fronteiras as curvas representadas no esbo¢o?

Usando a defini¢do 6.1, uma proposta pode ser: calcular a 4rea entre,
vy =f(x),0eixox easretasx =aex = b, e a drea entre y = g (x), o
eixo x e as retas x = a e x = b, subtraindo esta dltima da primeira. Em
linguagem matematica, a proposta se escreve

Azjf(x)dx—j.g(x) dx=(F(b)—F(a))—(G(b)—G(a)), onde F e

G sdo primitivas de f'e g, respectivamente.

Figura 2: drea com fronteiras y = f(x) ey = g(x)

2.2 Exemplo: drea da regido com fronteiras y = x>, y=x, x=1lex=2.

Veja o esbogo desta regido, na Figura 3.

Figura 3: regido com fronteirasy =x%,y =x,x =l ex =2

Pela proposta feita, para determinarmos a drea da regido, calculamos®

; h 21 2T (8 1) (4 1) 7 3 5
A:Ixzdx—jxdx: —| - — :(———)—(—__j:___:_
1 1 31 21 3 3 2 2 3 2 6
unidades de area.

! Lembre-se de que a
notagdo que utilizaremos
ja foi introduzida.

93
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2.3 Exemplo: regido com fronteiras y = x> e y = /x.

Observe a Figura 4. Para obtermos a drea da regido com fronteiras
¥ = x* e y =+/x, serd necessario identificarmos as interse¢des das
curvas graficodey =x*ede y = +/x.

Figura 4: regifo com fronteirasy =x? e y = vx

. ~ 2
Para isso resolvemos a equa¢io x~ = v/ x. Elevando ambos os membros
4
ao quadrado, temos x* = x, ou

x4—x=0c>x(x3—l)=0c>x=0,x3=1.

Entdo, as intersec¢des entre as duas curvas acontecem nos pontos de
abscissasx =0 ex = 1. Assim,

1 1 %‘ el
Azj&dx—szdxz L I zg—lzlunidades de area.
0 0 3 3, 3 3 3

2

Agora, retome a expressao que escrevemos na pagina anterior:

b b

A =If(x)dx—jg(x)dxz(F(b)—F(a))—(G(b)—G(a)), onde Fe G

a

sdo primitivas de f'e g, respectivamente.

Veja que o segundo membro da igualdade pode ser reescrito como
(F(5)-F(a))-(G(2)-G(a))=(F(b)-G(2))~(F(a)-G(a)) =

=(F-G)(b)~(F-G)(a)

Uma vez que F' — G é a primitiva de f — g, o ultimo membro da ultima

igualdade vale
b

(F=G)(b)~(F~G)(a)=[(/ ~g)(x)dx.

a

Veja que esta expressio foi obtida comparando membros de igualdades

b b
que sdo todos iguais a 4 = If(x)dx— Ig(x)dx.
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Dai segue a propriedade:
2.4 Propriedade

Sejam f'e g duas fun¢des continuas em [a,b].
b

Ento, I(fig)(x)dx = jjf(x)dxirz[g(x)dx.

a

2.5 Exemplo: utilizando a propriedade 2.4

Usando a propriedade 2.4 podemos reescrever as expressdes das dreas
nos exemplos 2.1 e 2.2, respectivamente, como

A:J;(x2 —x)dxe A:_([(\/;—xz)dx.

Essa nova forma de escrever é mais concisa, e ajuda na discussio que
faremos a seguir.

y g W=g)+d
y
3 L@=fx)+d
1 |
a X ‘a l; X
P
Figura 5: area limitada por fe g Figura 6: area limitadaporf+deg +d

Observe as Figuras 5 e 6. A area hachurada é a mesma em ambas as
figuras, pois suas fronteiras sdo idénticas: as curvas na Figura 6 sdo
graficos de fungées f, e g, que correspondem a translagées de f'e g por
um mesmo fator constante d > 0. Em linguagem matematica,

A (x) =f (x) +d
g (x) = g(x) +d.
Veja que ndo podemos abordar a questio de calculo da drea com fron-
teiras f'e g como nos exemplos 2.1 e 2.2. Essas fun¢ées, representadas

na Figura 5, ndo sio positivas, e entdo nio podemos utilizar a defi-
nicdo 6.1.

No entanto, podemos utilizar a defini¢do 6.1 no segundo caso, represen-
tado na Figura 6, em que as fronteiras da regido sdo as fun¢des f, e g.

Podemos escrever:
b

A:Tﬂ(x)dx—igl(x)dx:I(fl(x)—gl(x))dx:

:j[(f(x)er)—(g(x)de)]dx:i[f(x)—g(x)]dx_

95
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Essa discussdo se resume no seguinte teorema:

2.6 Teorema

Se f'e g sdo continuas, e f(x) > g(x) para todo x € [a,b],
entdo a drea A4 da regido com fronteiras fe g, x =aex =b é

.

3) EXEMPLOS

Para calcular a drea 4 de uma regiio R, é sempre bom fazer um esbogo,
em primeiro lugar. Um esbo¢o de R nos ajuda a confirmar que a fun¢io
f descreve a fronteira superior da regido e que a fun¢io g descreve

a fronteira inferior. Ou seja, é util para confirmar a desigualdade
f(x) > g(x) para todo x € [a,b]. Feita essa anélise, usamos a férmula

A= ()- e(w)]ax.

3.1 Exemplo: drea da regido R com fronteiras y +x>-9=0 ey + 2x— 6=0.

A Figura 7 representa a regido R deste exemplo. Veja que a fronteira
superior esta definida sobre o grafico de y + x> — 9 = 0, ou seja, de
v =9 —x% que funcionard como a nossa funcio f, neste caso. Ja a fron-
teira inferior é o graficode y = 6 — 2x.

Feito isso, vamos calcular a intersecdo das duas curvas, determinando
assim os limites de integracdo. Para tal, fazemos

6-2x=9—-x% ou
x>*—=2x-3=0.

As raizes desta equagdo sdo as abscissas x = — 1 e x = 3 dos pontos de
interse¢io das curvas.

(0,9)

y+tx2-9=0

N x
y+2x-6=0

Figura 7: regido R com fronteirasy + x>~ 9=0ey+2x—-6=0
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Entdo a area da regido R serd dada por

j.[(9—x2)—(6—2x)] dx

J}.[3+2x—x2de= ?))H—xz—x?3 =

-1 -1

A resposta sera A(R) = 22 unidades de area.

3.2 Notacao e linguagem

Naio é usual, dentre os matematicos, apresentar o resultado
de uma Integral Definida com uma referéncia a unidades de
medida que eventualmente ela pode estar representando.
Embora em casos concretos de modelagem matematica
as unidades possam ser explicitas ao final, referéncias a
unidades de medida sdo, em geral, excluidas dos desen-
volvimentos e manipula¢bes algébricas. Decisdes como
estas agilizam as manipula¢des simbdlicas; e este é um dos
motivos pelos quais a eficiéncia fica garantida. Por outro
lado, tais decisées distanciam o conhecimento matematico
da sua referéncia ao mundo, contribuindo, assim, para que
seus usudrios percebam-na como muito abstrata.

Nos exemplos a seguir, vamos excluir referéncias a unidades
de medida. Afinal, a demanda é também por introduzir e
conhecer a cultura dos matematicos. A reflexdo anterior
tem a intenc¢do de contribuir para que esta introdugéo acon-
teca de forma critica.

3.3+32—g -~ 3.—1+(-1)2_ﬂ

3.3 Exemplo: drea da regiao R com fronteiras y —x =2, y —x* =0,

Veja o esbogo da regido, na Figura 8. Nele j4 estio situadas as coorde-
nadas dos pontos de interse¢io das curvas, que sdo (—1,1), (0,0) e (2,4).

y+x=0

y
) y-x=2

Figura 8: regido R com fronteiras y —x =2, y—x" =0, y+x=0
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Veja que para x no intervalo [-1,0] as fronteiras da regido R, sio
y—-x=2,y+x=0ex=0.

Para x no intervalo [0,2], as fronteiras da regido R, sdo y—x =2,
y—x"=0ex=0.

Se medirmos as areas de R, e de R, separadamente, podemos utilizar a
Integral Definida.

Por fim, a area da regiio R com fronteiras y—x =2, y—x’ =0,
v+ x = 0 serd obtida adicionando as dreas de R, e R,.

AR)= j[(2+x)—(—x)]dx= x+ x|, =0-(2.~1+(-1))=1

-1

A(Rz)zj[(erx)—(xz)]dx:{2x+§—’ﬂ2 =(2.2+z—2—3j _16

. 2 3

16 20

Por fim, A(R)= A(R,)+ A(R,)=1+— = 3

Este exemplo ilustra a necessidade de subdividir a regido R em sub-
regides. Isso acontece quando as fronteiras superior e/ou inferior da
regido ndo se descrevem por meio de uma tnica fung¢io. Veja que neste
exemplo a fronteira inferior foi constituida por y + x = 0 para x em

[-1,0]e y —x? = 0 parax em[0,2]

3.4 Exemplo: regido com fronteiras /'(x) = senx e g(x) = cosx,
parax em[0,27 ]

Veja a regido na Figura 9. Embora as fronteiras sejam descritas por
duas funcées, as fronteiras superior e inferior sio distintas, a partir
do segundo ponto de interse¢do. Para determinar a area da regido R,
vamos determinar este ponto de intersecdo e subdividir a regido em
trés sub-regides R , R, e R,.

Para x em [0,27], as fung¢ées f(x)=senx e g(x)=cosx sdo iguais
quando

Vs . .
CoOSX=senx <> x=—e x= e Localize os pontos com esta abscissa

7
4
na figura a seguir.
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y
y=cosx
l{l 1 SLT !
'\ R, 4 R, |
s : x
4 U
y=senx

Figura 9: regido com fronteiras f (x) = senx, g(x)=cosx, para x em [0,27], x=0 e x=27

S
=
1]
—

(cosx —senx)dx =[senx + cosx]f = sen%Jr cos%—(sen0+ cos0) = J2-1

(senx - cosx)dx = [—COS)C - senx]

b
—_
=
LS}
N—
Il
b e—f 2

s

= —coss—”—sens—ﬂ— —cosZ —sen” | = 22
4 4 4 4

I
Ny &

=Y
=
Il

(cosx —senx)dx = [senx +cosx]., = sen2z +cos 27z — (senST” + cosSTﬁj —1+2

N

Assim, R=R, +R, + R, =12 +2J2 +1+2 =2+22.

O procedimento de subdividir o intervalo de integracdo [— 1,2] em dois
intervalos para o célculo da area da regido R, que é intuitivamente
valido no caso de areas, vale também em geral. Confira como pode ser
verificado:

b
Pelo Teorema Fundamental do Célculo,j f (x)dx =F (b)— F (a), onde

F é uma primitiva de f. Se ¢ é um ponto qualquer no intervalo (a,b),
podemos escrever:

[)iv= Flo)-Fla) e [ r(3)dem ()~ F(),

Agora, adicione ambos os segundos membros das duas expressdes
acima:

F(c)-F(a)+ F(b)-F(c)=F(b)-F(a)= J.f(x)dx.
Este resultado pode ser resumido na proposicio a seguir.
3.5 Proposicao

Seja f continua em [a,b] ece (a,b). Entao,

if (x)dx = J' £(x)dx + j £(x)dx.
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4) EXERCICIOS

4.1 Usando Integral Definida, calcule as dreas das regiées hachuradas

em cada uma das figuras a seguir.

Y y=x-x y
1 2
y=x'-x-2
2 3
X
Areal Area?2
el e y
Y= y=2x"-4x+6
N y=-x2+2x+1
1 2 ! R X
Area 3 Aread
y=2x+4

y=i2+2x+3

Area s

Area 6
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y=e-1 y=x'—4x

Area 7 Area 8

4.2 Facaum esboco das regites delimitadas pelas curvas dadas a seguir.
Em cada caso, calcule o valor da drea da regio.

@y=x,y=—x"+2

(b) y=e’, yzsenx,xzo,ng
@Qy=x"—x, y=—x"+1

(d) y=cosx, y=2-cosx, 0<x<2x
(e) y=x3, y:%/;

® y=x+1,y=i

3
dx como a

2
4.3 Seria possivel interpretar o valor da integral J

' x? -4
2x°

2
X

area entre a curva y = e 0 eixo x, entre asretas x =1 ex =27

Justifique sua resposta. Se ela for positiva, calcule o valor da area
mencionada. Caso seja negativa, dé as indicagdes necessarias para que
seja obtida a 4rea mencionada.

5) REFERENCIAS

STEWART, J. Cdlculo. 4. ed. Sao Paulo: Pioneira, 2001. v. 1.

SWOKOWSKI, E. Cdlculo com geometria analitica. Makron Books.
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Aplicacoes de Integracao

OBJETIVO
Utilizar o conceito de integral e os métodos desenvolvidos para solucionar
questdes postas pela matematica e em outras dreas do conhecimento.

1) INTRODUCAO

Encerrando o estudo do Calculo de Integrais, utilizamos o instru-
mento desenvolvido para modelar matematicamente fenémenos ou
grandezas que desejamos conhecer. Iniciamos com o calculo da preci-
pitagdo total de uma substancia em uma rea¢do quimica, seguida de
discussdes sobre o calculo de massa e de vazio.

Encerramos a aula descrevendo dois métodos que nos permitem
calcular o volume de sélidos de revolugio. Retomamos assim ao final
uma das questdes que permearam o desenvolvimento da area de
conhecimento que hoje identificamos como Calculo: a obtengdo de
volumes de sélidos, de um modo geral.

2) CALCULO DA PRECIPITACAO TOTAL

Numa rea¢io quimica, uma certa substancia esta sendo precipitada a
uma taxa de y gramas por segundo, onde y = y(f); ou seja, y varia com
o tempo .

Suponha que a reagdo esteja sendo observada num intervalo de tempo
de 10 segundos.

Como calcular a precipitagio total da substincia, neste intervalo de
tempo?

Para usar a matematica, iniciamos denominando o intervalo de tempo
de ] = [O,l O], e observando que a taxa de precipitagdo y = y(f) é uma
funcdoy: I > IR.
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1 Por exemplo, para
y=y(t)=0",e
estipulando como “valor
médio” ¢, = y(6) =36gr/seg,
estimamos a precipitacdo
como 36x10=360gr. Nao
se esqueca de que este é
um valor aproximado para
a precipitac¢ao!

104
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Se y = y(f) fosse uma func¢io constante, por exemplo, y = cgr/seg, a
precipitacgdo total no intervalo de tempo / seria calculada pelo produto
da taxa de precipita¢io cgr/seg pelo tempo de observagido, que é 10 seg.
Ou seja, pelo comprimento do intervalo /. Temos entio:

cgr/segx 10 seg=10c gr.

Mas, no caso descrito, a taxa de precipitacdo nio é constante no inter-
valo em que a experiéncia estd sendo observada! Como proceder?

Ideia:

Podemos pensar num valor “médio” ¢, para y = y(¢) em /, e estimar a
precipitacdo total' como aproximadamente c, gr/segx 10 seg=10c gr.

Buscando melhorar a estimativa, uma proposta pode ser a de dividir o
intervalo / em dois subintervalos /, = [0,5] el, = [5,1 0] , estimando a
precipita¢io total como (c1 X 5) + (02 X 5), onde

C, é um valor “médio” da taxa de precipitacdo em / ,

C, é um valor “médio” da taxa de precipitagdo em /..

Procedendo assim, a estimativa para a precipita¢ido total provavel-
mente estard melhor.

Para melhorar ainda mais o processo, podemos dividir o intervalo / em

. . o 10 g .
n intervalos, de comprimentos iguais a ——. Veja a figura a seguir:

n
Ci
r t t [ . ] t -I t x=
ST T
O n n n n n 1

Figura 1: decomposicio de / = [0,10] em 7 subintervalos

A precipitagio total pode ser estimada como valendo

( 10} ( 10} ( 10) ( 10]
CX— |+ X— |+ + e, X— |+ +|C, X— |,
n n n n

onde

:|, etc... e, em geral,

|

C, é um valor “médio” da precipitagdo em /, = [O,

“« ”» 1
C,éum valor “médio” da precipitacdoem /, = [; ,

—_

i—

3

]
S |~

C é um valor “médio” da precipitacio em I, =
i 1
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Lembrando que y = y(f) é a taxa de precipitacio, podemos escrever
G=Yy (ti )

Na nota¢io de somatorio, a precipitacdo total vale, aproximadamente,?

10 10 10 10 " 10 = 10
oX— |+ X— |+ +H |, X— |+ +|c, X— | = C;X— | = t)x—|.
S N G R e CEry I Y EOE)

Se o resultado das somatdrias estabilizarem em algum valor numérico
P para valores de n cada vez maiores, fica razoavel dizermos que P é a
precipitacgdo total.

10
Em linguagem matematica, dizemos que P = lim Z( )><— | caso
n—o
este limite exista. i=1 n

10

Ainda, escrevendo — = Af¢ e retomando a definicio de Soma de
n

Riemann e Integral Definida, temos

Pt 3 5(0)<2 |- i 3o 0 e (o

n—>0

2.1 Exemplo: reado quimica com taxa de precipitacio v = (¢ —1)° gr/seg

Numa rea¢ido quimica, uma certa substincia estd sendo precipitada a

6 . .
uma taxa de y gramas por segundo, onde y = (t - 1) ; ou seja, y varia
com o tempo 7.

No caso de a reagio estar sendo observada num intervalo de tempo de
cinco segundos, como calcular a precipitagéo total da substincia, neste

intervalo de tempo? S

Da discusséo anterior, o valor da precipitagio total P é I(t - 1)6 dt.

Fazendou = ( - 1), temosdu =dte ’

7 7
j(r—l)édtzjuédu=”—+C=ﬂ+c.
7 7

Pelo Teorema Fundamental do Célculo,

o :[(t—l)édt _ (t—71)7 T (- (-1 4 ol

0 7 7 7 2 Lembre-se de que, mesmo
que X seja um numero
muito grande, o valor
calculado com essa soma
finita serd sempre um

valor aproximado para a

3) CALCULO DE MASSA DE UMA HASTE

Suponha que uma haste® de comprimento L tenha densidade variavel 0. precipitacdo total.

. . . ® Pense nessa haste
Num ponto qualquer x da haste, a densidade linear é d(x) gramas por ‘dentificada com o

centimetro. intervalo [O.L] da reta.

Faca um esboco!
Como calcular a massa total da haste?
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Se a densidade O fosse constante, a massa M, em gramas, seria

valor da densidade (gramas por centimetro) X comprimento da haste (centimetro)

Em linguagem matematica,

M=06xL.

Mas, no caso em estudo, a densidade é variavel ao longo da haste!
Ideia:

Procedendo como no exemplo anterior, podemos decompor o inter-
valo [0, L] em pequenos subintervalos de comprimento Ax. A proposta
é considerar y =0 (x) constante em cada subintervalo /, da decompo-
si¢do. Tomamos essa constante como O (Cl- ), parac, € I, e escrevemos*

AM, =6(c;)Ax.
A massa M da haste é estimada como

M= ZAM = ané(c,.)Ax.
i=1 i=1

Argumentos como os do exercicio anterior nos levam a expressar
n n
M =limY AM, = lim > 5(c;)Ax.
Ax—0

n—»00 7 .
i=1 i=1

Da defini¢do de integral, escrevemos

M = j.é'(x)dx.

0

3.1 Exemplo: haste com densidade linear 5(x) = ¢ e comprimento 1

Seo (x) = e~" e a haste tem comprimento 1, ent4o sua massa M pode
1

ser encontrada resolvendo a Integral Definida J.e%xdx.
Calculando I e dx: ’

Facau = —3x. Segue que du = —3dx e
[erdr=[e(-3)du=-3¢"+C =3¢ +C.

Dai, a Integral Definida é calculada como
1

Je_3xdx = (— 36_3’“) ; =3¢’ +3.

0

* AM, é chamado elemento . B 3 .
Assim, a massa M é 3(1 —e ) unidades de massa.

de massa da decomposicio.
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4) CALCULO DE VAZAO TOTAL

Como calcular a vazio total de um escoamento de dgua através de um
tubo, a uma taxa variavel?

"

A t

g

t=a t=b

Figura 2: vazdo de d4gua em um tubo cilindrico

Veja a Figura 2. Este tubo é representado como um cilindro, e um
ponto A4 estd assinalado no desenho. A vazio (taxa de escoamento)
neste ponto 4, no instante ¢, esta representada por y = f(¢).

A intencio aqui é a de estudar como obter a vazdo total, ou seja, o
volume total de fluido passando por 4, do instante t = a até t = b.

Se a taxa de escoamento fosse constante, digamos, cml/seg, a vazio
total seria:

Taxa de escoamento em m//seg x tempo de escoamento em seg.
Em linguagem matematica,
cml/seg x (b—a) seg.

Mas, na situa¢io descrita, em que a taxa de escoamento é y = f{(?),
uma ideia que pode funcionar serd a de escrevermos a expressio do
elemento de vazdo AV, relacionada a uma decomposicio do intervalo
de tempo [a,b]

AV, = f(ci)(ti _ti—l)'
Como nos dois exemplos anteriores, temos que, em termos do conceito
de integral, a vazio se escreve:

V=if(z)dt.

4.1 Exemplo: taxa de escoamento linearmente crescente

Num escoamento de dgua através de um tubo, a dgua flui a uma taxa
linearmente crescente. Observou-se que esta é de 10 m*/seg as 8 horas,
e 12 m*/seg as 14 horas. Quanta dgua passou pelo ponto de observacdo
neste intervalo de tempo?

Faca um esbogo representando a vazdo. Verifique que a integral que
representa o volume que vocé quer calcular corresponde a soma da
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area de um retangulo e um tridngulo. Estes tltimos valores vocé pode
calcular usando férmulas que sio suas conhecidas.

5) CALCULO DE VOLUMES DE REVOLUCAO

5.1 O método dos discos

Veja o desenho na Figura 3 e considere o giro da regido R limitada pelo
grafico da fungio f, pelo eixo x e pelas retas x = a ex = b. A Figura 4
representa o sélido resultante da rota¢io da regido.

Figura 3: regido R Figura 4: sélido gerado pela rotagdo de R

Para calcular o volume deste sélido, decompomos a regido R em retan-
gulos R_de largura Ax e altura f'(c)), onde ¢, é um ponto na base de R..

Confira o que queremos dizer, na Figura 5. Confira, também, na Figura
6, que a rotagdo deste retangulo R, ao redor do eixo x descreve um
cilindro circular reto com raio da base f'(c) e altura Ax.

y
Ax
¥
ACH)
X
f()
a ):I Cc X b x
Figura 5: decomposigao em retangulos R, Figura 6: rotagao do retangulo R,
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O volume AV, deste cilindro sera

AV[=7r[f(c[)]2Ax=7rf2(ci)Ax.

O volume desejado do sélido de revolucio pode ser aproximado por

V= ZH:AVI = ’Zlﬂfz (¢,)Ax.
i=1 i=1

Para o célculo do volume V, uma proposta pode ser fazer a quantidade
de cilindros da decomposi¢do tender ao infinito, ou, em outras pala-
vras, fazer a base dos cilindros da decomposi¢io tender a zero, anali-

sando se os valores de Zﬂf ?(¢,)Ax se estabilizam. Em linguagem

i=1

matematica, este processo corresponde a verificar se existe o limite
n
- 2
lim ZEf (¢,)Ax.
n—>0 i1

Relembrando a defini¢io de Soma de Riemann, escrevemos

y =lim (e Ax = [ (vl

5.1.1 Exemplo: o volume da bola de raio »

Podemos pensar em uma bola como a rotagio de um arco de circulo em
torno de um eixo, como na Figura 7.

y
C
y =\ - x2
Iy (09 r)
L
(-1, 0) (r,0) *
Figura 7: arco C do circulo de raio Figura 8: o grifico de y =\r’ —x’

Para escrevermos o problema em matemadtica, e usarmos a Integral
Definida, tomamos um sistema de coordenadas no plano e identifi-
camos sua origem com o centro da bola, e o eixo x, com o eixo de revo-
lugdo do arco.

Neste sistema de coordenadas, o arco corresponde ao grafico de

2 2 .
y=~Nr"—Xx", como na Figura 8.
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Assim, o volume da bola serd dado por
2
V= I ( P —x ) dx .

Resolvendo,
3|

V= I ( P —x ) dx=j7z(r2—x2)dx=7r rzx—x? =

Assim, V = %72’7”

5.1.2 Exemplo: o volume do sélido gerado pela rotacao de y = x* em
torno do eixo x

A Figura 9 representa a regido R limitada pory = x,x =0ey =1
Na Figura 10, o sélido gerado pela sua rotagdo em torno do eixo x.

y y=x y
y=1

x -

Figura 10: sélido gerado pela rotagio de R

Figura 9: regido R limitada por y = x*, x = 0

ey=1

Observe que podemos calcular seu volume como a diferenca entre o
volume V| do cilindro de raio da base igual a 1 e altura I, e o volume V,
do sélido gerado pela rotagio da regido da Figura 9 em torno do eixo x.

Veja os sélidos de volume V| e V, nas Figuras 11 e 12, respectivamente.

y y=1 y
1 : |
i 1

I [ S

-1

Figura 11: sélido de volume V| Figura 12: s¢lido de volume V,
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Para calcular V,

Vi =7Z'.(1)2.1=7Z'.

use a férmula de volume de cilindro, ji conhecida:

Para V, escrevemos
1 7!
2 X 1
V,=|z(x) de=n"— =7—.
’ ! () 7 7

0

6
O volume procurado serd V =V, -V, =7 — % = 772- .

5.1.3 Exemplo: o volume do sélido gerado pela rotacao de y =x3 em
torno do eixo y

A proposta aqui é a de rotacionar a mesma regido do exemplo 5.1.2 em
torno do eixo y. Observe a regido e sua rota¢io, na Figura 13.

y
Y 3
X = \E paray =c,
y= ¥ e
X X
Figura 13: rotacdo de y = x* em torno do eixo y Figura 14: decomposi¢do do sélido em

elementos de volume

A Figura 14 sugere a decomposicdo do sé6lido em elementos de volume
que podem ser escritos como

2
AV, = ﬂ(i/g) dy. Isso nos leva a definir

1
V= J.ﬂ' y%dy .
Calculando a integral,

5.2 O método das cascas
A Figura 15 representa uma regido R a ser rotacionada em torno do
eixo y. A proposta é subdividi-la em retangulos R, como no desenho,

e obter seu volume J' como soma dos elementos de volume AV, como
descrito na Figura 16.
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1 (b)

S(a)

Figura 15 Figura 16
Formalizando um pouco mais a proposta, a ideia é a de dividir o inter-
valo [a,b] em subintervalos [x,-,X;], correspondentes a uma particio
da forma

a =Xy, |,X, =b.

Para um retangulo de base [X,»_l ,x,-] e altura f'(c)), onde ¢, ¢ um ponto
em [xi_l,x,], sua revolucdo gera uma arruela de raio externo x, e raio
interno x,_, altura e espessura Ax; = x; — x,_,. Veja na Figura 17.

Y x

-

ACH

. T

alturaf'(c) e espessura Ax; = X, — X,

Figura 17: arruela de raio externo x, e raio interno x

i1

Se consideramos ¢, como o ponto médio entre x, ,ex,, obtemos para
volume da arruela

AV, = ﬁxizf(ci)—ﬂx,-,lzf(ci) = ”f(ci)(xiz _xi—lz)
= ﬂ'f(ci)(xi +xi—1)(xi _xi—l)

‘+xz>1)

= ﬂf(ci)2(xlT.Ax

=271 (¢, )cAx

n
A soma total dos volumes das arruelas sera 2272' f(¢,)e,Ax. O volume
=1

do sélido de revolu¢io serd dado pelo limite desta soma, quando
n — +0 (ou quando Ax — 0). Escrevendo em termos de integrais,

V= }27rxf(x)dx.
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5.2.1 Exemplo: calcular volume pelo método das cascas

Calcule o volume do sélido gerado pela rotacio da regido y = —x* + 5x,
y=2xey=0, em torno do eixo y.

A Figura 18 representa a regido a ser rotacionada.

y

Figura 18: rotacio da regifioy = —x*>+ 5x,y = 2x ey = 0, em torno do eixo

Veja que vamos ter que dividir o volume /" em dois volumes, V', e V.
Isso porque os elementos de volume sdo gerados pela expressio

AV =27xx.2xdx , para x € [1%} e

AV = 27zx.(—x2 + Sx)dx ,para x € |:§5:|

o

5

Assim, V = j.4ﬂx2dx + 27r(—x3 +5x7 )dx.
0

s

2
Resolvendo,

3\ 4 3
V=|dnZ-| +| 22| 452
3 ), 4 73

4 225 225 ( 225 225]
=—n+27| - + - -+ .
3 4 3 4 46

5

5
2
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6) EXERCICIOS

6.1 Calcule o volume do sélido gerado pela rotagio da regido limitada
por y=2x"—x,x=0, x=2e y =0, em torno do eixo y.

6.2 Calcule o volume do sélido gerado por y = Jx,x=1le y =0, em
torno do eixo x.

6.3 Calcule o volume do sélido de revolugio gerado pela rotacio em
torno do eixo x da regido delimitadapor y=e™", y=0, x=0, x=1.

6.4 A regido limitada pelo grafico de y = senx f(x) = sen(x), x € [071'] e
pelo eixo x é girada ao redor do eixo y. Calcule o volume do sélido assim

obtido.

6.5 Deduza a férmula para o volume de um cone circular reto, rotacio-
nando o segmento de reta de (O,b) a (a,h) em torno do eixo x. (Faca
um esboco.)

6.6 A razdo ou taxa de variagdo segundo a qual qualquer unidade
usando eletricidade consome energia é em geral chamada poténcia P,
normalmente medida em watts ou kilowatts.

Para uma dada unidade, supor conhecida a fun¢io P = P(f), onde ¢ é o
tempo.

Tipicamente P(f) “salta” cada vez que um interruptor é acionado;
P(f) pode ser pensada como continua em determinados intervalos de
tempo. Num pequeno intervalo de tempo (e de continuidade de P), a
energia consumida é aproximadamente P(c), onde

t<c<te=t—Lt

(a) Justifique brevemente como vocé poderd obter a energia total
consumida por meio de integracio, num intervalo de tempo a <t < b.

(b) Supondo que o gréfico a seguir represente a razdo de consumo de
energia de um motor em um determinado dia, qual é a energia consu-
mida? Justifique brevemente.

6.7 Através de um tubo flui 4gua a uma taxa linearmente crescente,
que se observou ser de 10 m*/seg as 8 horas e de 12 m?*/seg as 14 horas
do mesmo dia. Quanta dgua passou pelo ponto de observa¢io neste
intervalo de tempo? Faca um esbogo!
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Integrais Improprias

OBJETIVOS
Estender o conceito de Integral Definida, apresentando, caracterizando e
calculando Integrais Improprias.

1) INTRODUCAO

Nas duas ultimas aulas utilizamos o conceito de integral para calcular
areas entre curvas e volumes, resolvendo problemas postos pela mate-
matica e por outras ciéncias. Saber utilizar um conceito matematico
em contextos diversos é parte indissocidvel de seu aprendizado.

Nesta aula, que encerra nosso curso, vamos estender um conceito
estudado, que é nosso conhecido, para contemplar situa¢ées que ndo
estavam previstas inicialmente em sua defini¢do. Este é um processo
comum na constru¢io do conhecimento matematico.

Aqui, vamos romper com algumas limita¢ées impostas na defini¢io de
Integral Definida, definindo as Integrais Impréprias.

Dizemos que uma Integral Definida é Impropria quando o intervalo
de integracdo é ilimitado e/ou o integrando é uma funcéo ilimitada
no intervalo de integragdo (por exemplo, quando o seu gréifico possui
uma assintota vertical em um ponto interior ou extremo do intervalo
de integracio).

A notagio utilizada para representar uma Integral Imprépria é a padrio.
No primeiro caso, isto é, quando o intervalo de integrac¢do ¢é ilimitado,
ela é naturalmente clara, como mostram as seguintes situagdes:

Tf (x)dx, i f(x)dx, T f(x)dkx.
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No segundo caso, ou seja, quando o integrando f(x) se torna ilimitado

b
no intervalo (a,b), ainda denotamos a Integral Impropria por J' f(x)dx.

a

Assim, neste caso, nio é claro a partir da notagdo se a integral é impré-
priaounio. A “impropriedade” daintegral, isto é, o(s) ponto(s) do inter-
valo (a,b) em que f(x) se torna ilimitada nao aparece(m) na notacio. E
necessario que tenhamos o conhecimento prévio do comportamento
de f(x) nesse intervalo para que classifiquemos a integral como impré-
pria.

Obviamente, uma integral pode ser imprépria por se enquadrar em
ambos os casos: intervalo de integracio e integrando infinitos.

Antes de discutirmos como calcular Integrais Improprias, vejamos
alguns exemplos de tais integrais.

1.1 Exemplo

As seguintes integrais sdo improprias, porque seus intervalos de inte-

© -1 ©
gracao sido infinitos: .[e_de , dex e Ie “dx
X
2 —o0 —0
y

X

o
Figura 1: a integral J e dx é impropria porque o intervalo de integracio, (—°0,%), é ilimitado

o

1.2 Exemplo

Ja as integrais j—zdx e Iln (x—1)dx sio impréprias porque os inte-
x
-3 1
grandos se tornam ilimitados no intervalo de integracio (mesmo que
tais intervalos sejam limitados).

1

De fato, a fun¢do —; ¢é ilimitada quando x se aproxima de 0 pela
X

esquerda desse ponto, pois lim — = .

x—=0" X

30/03/2011
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1
2

< ¢ ilimitada quando x — 0~

0
1
Figura 2: a integral J.—Z dx é imprépria porque
X
-3

y
In(x-1)

(=)
Rt EEEEEE
NS
o8}

N
=

4
Figura 3: a integral Jln (x—1)dx é imprépria porque /n(x —1) é ilimitada quando X —> 1
1

O mesmo fato ocorre com a fungdo ln(x - l) quando x se aproxima de
1", pois lim ln(x - 1) =—00.

x—1"

1.3 Exemplo
. 7l K T3 P .
As integrais I—dx, Iln|x|dxe Ix dx sio improprias pelos dois
Ox -2 1

motivos: seusintervalos deintegracdo sioilimitados e seusintegrandos

o iTe s . . 1
sdo ilimitados nos respectivos intervalos. Observe que [im — = oo,
x>0+ x

limln|x|=0 e limx’ =o. Além disso, o integrando da segunda

X—>0 X—>0

integral se torna ilimitado no ponto x = 0 que pertence ao interior

do intervalo de integracio (—2,00). De fato, temos limIn|x|=-x e
x—0"

limin|x|=-o.

x—>0"

117
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In(x)

igura 4: a integra. n|x|dx é imprépria porque /n | x| é ilimitada quando x - 0" e x — ois
Figura 4: a integral |/ dx é imprépria porque / 6 ilimitada quand 0 0" (p

lim In| x| = lim In| x| —0) e porque o intervalo de integracio [—2, OO) é ilimitado
x>0 x—0"

2) O CALCULO DA INTEGRAL IMPROPRIA

O processo utilizado para se calcular uma Integral Impropria esta asso-
ciado a forma de sua(s) impropriedade(s) e emprega o conceito de
limite de uma funcio. A seguir apresentamos, caso a caso, tal processo,
descrevendo-o e ilustrando-o.

2.1 Intervalo de integracdo ilimitado

Neste caso, temos trés possibilidades para Integrais Improprias. Elas
estdo listadas a seguir, cada qual com a forma utilizada (por defini¢io)
para o seu célculo:

(@) T S (x)dx :=lim j f(x)dx
(b) j S(x)dx = lim j F(x)dx

(c) Tf(x)dx.’z jf(x)dx+Tf(x)dx, em que ¢ é qualquer

numero real fixado.

Se algum dos limites acima n&o existir ou for ilimitado (isto é, seu
resultado for £ ), entdo dizemos que a Integral Imprépria correspon-
dente é divergente. Caso contrario, dizemos que a Integral Impropria é
convergente, e o seu valor é o limite nos itens (a) e (b) e o resultado da
soma dos limites no item (c).

No caso (a), em que o intervalo de integragdo é [—2,00), calculamos,

b
primeiramente, a integral I f(x)dx, em que b é qualquer numero tal

a

que b > a. Dessa forma, obtemos uma funcéo de b, da qual extraimos

30/03/2011 07:44:03
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o limite quando b — . Se o limite nio existir ou o seu resultado for
— o0 ou %, entdo escrevemos simplesmente que a Integral Imprépria
diverge. Caso contréario, a Integral Impropria serd convergente, e o seu
valor serd o valor calculado do limite.

2
A titulo de ilustra¢do para o caso (a), calculemos a integral Ixe “dx t

b —x2 b

—x2 . —x? .
xe “dx =lim|xe " dx=Ilim
b b

—>00 —>0

D — 8

o0

- 2 7 7
Concluimos deste célculo que Ixe “"dx é convergente, e o seu valor é

-4
e 2

4

O processo é andlogo no caso (b), em que o intervalo de integracdo
b

é [~0,b). Primeiro, calculamos a integral I f(x)dx, em que a é qual-

a
quer ntumero tal que a < b. A expressio resultante deste célculo é uma
funcio da variavel a, cujo limite, quando @ — —x, é o valor que atri-
b

buimos a Integral Imprépria j J(x)dx, caso este limite exista (seja um

—0
numero real). Nessa situagio, a Integral Imprépria é convergente. Se o
limite nio existir ou for infinito (entenda-se —o0 ou %), a integral sera
divergente.

2
2
Para exemplificar o caso (b), calculemos a integral J xe " dxt

—00

2 2 . _e [ —et o e
—x2 . - . \
Ixe “dx=lim |xe" dx=lim| —— |=lim + =
a—>—x a—»—o a—>—x 2 2 2
—o0 a a

2

. . . 2 2
Assim, também concluimos que I xe ™~ dx é convergente. O seu valor

4
, € -
é——0.
4
O caso (c), em que o intervalo de integracdo é (—o0,00), é uma combi-

nacdo dos casos anteriores. Escolhemos um valor ¢ qualquer e calcu-

lamos a Integral Imprépria I f(x)dx, escrevendo-a como a soma de

—00

duas integrais: | f(x)dx = | f(x)dx+ | f(x)dx. Observe que isso
2 q

significa calcular duas Integrais Imprdprias, uma relativa ao caso (b), e
a outra, ao caso (a).

E possivel verificar que o resultado desse procedimento é sempre o
mesmo, qualquer que seja a escolha de c.
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1

Observe que, utilizando a
substituicio u = —x%,
temos du =—-2xdx e

e e
I,\"(’ “dx :J‘
2

du
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Aproveitando os dois exemplos anteriores, podemos dizer que

® 2 o -4 -4

2 2 2 e e
Ixexdxzjxexdx+jxexdx: 5 + B3 =0,
—o0 —0 2

0

2 . . . P
e que, portanto, I xe ™~ dx é convergente (pois esta integral é a soma

o0
de duas integrais convergentes). Podemos enfatizar essas conclusdes
dizendo que a integral converge para 0.

A fim de ilustrarmos que o resultado ndo depende da escolha do ponto
intermedidrio ¢, vamos escolher outro valor para este ponto. Por

exemplo, para ¢ =-3 temos
© -3 © -3 b
—x2 -x2 —x2 . —x2 . —x2
Ixexdxzjxexdx+jxexdx= lim | xe™“dx |+| lim | xe”“dx
3 a—>—o b—o f
—o0 —0 — a —

Calculando a primeira Integral Imprépria, obtemos

-3 2|3 9 —a -9 -9
. _ . —e . —e e —e 0 e
lim | xe dx = lim = lim + = [ +—] =——,

a—>—x a—>—»o a—»—o 2 2
a a

Agora, calculando a segunda integral, encontramos

® b _x2|? _b2 9 9 9

_ . 2 .| —e [ —e e 0 e e
Ixe 2dx = lim | xe™ dx = lim le}’l’l( +—j:(—+—j:—.
-3

b b—w 2 b—w
-3

-3

P @ -9 9
Assim, J. xe dx = J‘ xe dx + J‘xe’xzdx = [—%] + (%J =0,

—o0 —o0 -3

conforme esperavamos.

Nota: Uma Integral Imprdpria do tipo I f(x)dx nio deve ser calcu-

—00

a
lada por meio do limite: lim J. f(x)dx Este procedimento somente
a—o
—a

funciona em situac¢bes especiais, como a do ultimo exemplo, em que

o integrando é uma funcio impar e as Integrais Impréprias J. f(x)dx

o0
—00

e | f(x)dx existem (isto é, os limites correspondentes sio numeros

c

reais) qualquer que seja ¢. Numa situa¢io destas, temos | f(x)dx =0

para qualquer valor de a, exatamente devido a propriedade de f(x) ser
impar.
Entretanto, nem sempreisso funciona. Por exemplo, se calculdssemos a

120

Introd_calc_Integral_2011.indd 120 30/03/2011 07:44:05



AULA10

0

o]

integral J. xdx por esse processo (incorreto), encontrariamos J. xdx =0,
—0 —o0

uma vez que f(x)=x é uma fun¢do impar. Porém, dex é diver-

0

gente. De fato, escolhendo ¢ = 0 como ponto intermedidrio, temos

) 0

I xdx = j xdx + J xdx. Como pelo menos uma das Integrais Imprdprias
-0 —0 0

0 o0

I xdx e J.xdx é divergente,” 0 mesmo ocorre com a integral I xdx.

o 0 —0

Exemplo 2.1.1

Neste exemplo vamos analisar a convergéncia da integral J.—pdx em

1
relagdo ao parémetro p.Parap =1, aintegral é divergente, pois

I dx—llm

b—>oo b—x

dx = lim(In(b)—In(1)) = limIn(b) = 0.

b—x

Agora, se p # 1, temos

w0 1 b 1 —p+l b
j—pdleim —dx=1Iim
X b—o 1 X b—o0 _p+1]

I-p
Sy (A 1
b—>w l_p l—p —  Se

pois limb'" = w0 p<1.
b 0 se p>1

Concluimos que a integral J.—pdx é divergente se p <1, e convergente
X
1

(para o valor

ll)sep>1.

2.2 Integrando ilimitado

Neste caso, calculamos a Integral Imprépria por um processo limite
determinado pelo(s) ponto(s) onde o integrando se torna ilimitado.
Por exemplo, se f{x) se torna ilimitada quando x — a" e é continua no
intervalo (a,b), entdo definimos

jaf(x)dx = (imif(x)dx

e, caso o limite exista (como um namero real), dizemos que a integral

Introd_calc_Integral_2011.indd 121

p>1

o se p<l

’

2 Na realidade, ambas

sdo dlvergentes

J- xdx = /1/71j xdx = /1/11
L 2

0 0

b )
2 2 2
. b
= /1/71[ ‘ =[lim—=o
bovn D
(2 ) 2
e, analogamente,
0

J xdx = —©

121
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b b

J. S (x)dx é convergente, e seu valor é o valor do limite /im 'f f (x)dx.
c—a

a c

Caso contrario, se o limite nio existir ou for ilimitado, isto é,

b b

lim J.f (x)dx =—o0 ou lim J.f(X)dx = o0, entdo dizemos que a integral
b

J f(x)dx é divergente (ou que diverge).

Em outra situacdo, se f{x) se torna ilimitada quando x > b e é
continua no intervalo [a,b), definimos

c—>b”

.b[f(x)dx = lim jf(x)dx

b
e dizemos que a integral I f(x)dx é convergente se o limite existir
a
(como um numero real), e que é divergente em caso contrario (isto é,
se o limite ndo existir ou for * o).

ln(x)

X

1
A titulo de ilustracdo, calculemos J. dx. Antes, notemos
0

ln(x)

que a fungio f(x)=

é continua no intervalo (0,1] e que

X
. Con(x) (1Y, ~ ~
ty 1 0)= g ==t )y ) =)=
y
o /1 5 =
In(x)
X

Figura 5: o grafico de f(x)= M para x no intervalo [0,1]
x
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Portanto, a integral é imprépria e

tIn(x) - pin(x) i’ (x)]
j dx = lim j d = lim| — =

0 X c—0" X c—0" .
2 2 2
_ lim (M_I”_(C)J:_MM:_OO k
0" 2 2 c—0" 2

Assim, concluimos que a Integral Impropria é divergente. (Podemos
dizer que esta integral diverge para —o0.) Observando o grifico do

ln(x)

X

integrando f(x): , interpretamos que a Integral Impropria

jzn(x )

dx = —A(D), em que A(D) é a drea da regido D compreendida
X

0

entre o grafico de In (x) e o eixo das abscissas para 0 < x <1. Conclu-
X
imos que essa area é infinita.

Por fim, ainda temos a situagdo na qual o integrando f' (x) se torna
infinito em um ponto c interior ao intervalo de integra¢io[a,b]. Nesse
caso, definimos

b c b
j F(x)dx = j F(x)dx + j F(x)dx
b
e dizemos que a Integral Impropria J f(x)dx é:

. convergente, se ambas as Integrais Impriprias J. f(x)dx e
b a
I f(x)dx sdo convergentes; e

c

- divergente, se alguma das Integrais Improprias I f(x)dx e

a

b
I f(x)dx e divergente.

Calculemos como exemplo dessa situagdo a Integral Impropria j \/—

.1
Essa integral é imprépria porque /im ﬂ =
x—0" X

= [im —
x—>0" |x|

Introd_calc_Integral_2011.indd 123

® Note que fazendo

u = In(x) obtemos

du = lc/.\' e, dai,
X

J [”(X) dx = J.uc/u

x )
u>  In*(x)

2 2
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1

Vil

Figura 6: o gréfico de f(x) = % para x €[—4,0) U (0,9]
X

dx +

9
Assim, I dx e, calculando separadamente
24

I

b4)= lim (245 +244) = 4 ¢

NER W

essas integrais, encontramos

b 1
lim (—x)_E dx = lim (—2\/;

b—0" b—0"
—4

b—0"

9 1
lim | x*dx = lim (2\/;

a—0" a—0"
a

Z)zlim(2\/§—2x/2)=6.

a—0"

9
1

Logo, a Integral Impropria J.ﬂdx é convergente, e seu valor é
Zaal1X

(1

[-=dx=4+6=10.

“hd

A interpretacio geométrica, neste exemplo, é que a 4rea abaixo

1

do grafico de f (x) =——= e acima do eixo das abscissas, para
JH

x €[-4,0) U (0,9], é 10. Além disso, para x no intervalo[—4,0), a drea é

4, e para x no intervalo (0,9], a 4rea é 6.

2.3 Intervalo de integracdo e integrando ilimitados

Nesse caso, a Integral Impropria é uma combina¢io dos casos tratados

nos dois itens anteriores. Por exemplo, se f(x) se torna ilimitada
+ 7 s . ~ .« .

quando x — a e é continua no intervalo (a,), entdo definimos

Tf(x)dx = jf(x)dx+]gf(x)dx = Zinzif(x)dx+£i_1)13jf(x)dx
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para qualquer b > a fixado. A integral J. f(x)dx sera divergente se
b oo ’

alguma das integrais J. f(x)dx ou I f(x)dx for divergente. Por outro
a b

o0
lado, se ambas forem convergentes, entdo J‘ f (x)dx sera convergente,

a

b 0
e seu valor serd a soma dos valores J. f(x)dxe J f(x)dx, independen-
a b

temente do valor b escolhido para o calculo.

Outras situa¢des sdo possiveis para uma Integral Impropria, cujo inte-
grando e o intervalo de integra¢io sio infinitos. Explicitar tais outras
situa¢bes apresentando as correspondentes formas de se calcular a
Integral Impropria e indicando as defini¢bes de convergéncia e diver-
géncia é um exercicio que deixamos para o leitor.

3) EXERCICIOS

1) Calcule a area A(D) da regido D limitada abaixo pela reta x = 0, a
esquerda pela reta y = 0 e acima pelo graficoy =e ™.

1 -3 1 _3
2)Estécorretooseguintecalculo: J'% de=>_ (-2) __32
X

1
= ——+4 =
3 3

-2 -2

Justifique.

©l

3) Calcule a integral I sz)dx e indique se ela é divergente ou conver-
1

gente.

1 ln(x)

4) Calcule a integral J NP dx e indique se ela é divergente ou conver-
o Vx

gente.

o0

5) Mostre que I

—0

dx=r.

1+ x?
6) Encontre os valores do pardmetro p para os quais a integral

o1
I—pdx converge.
1 x(ln x)
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