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Definicdo e Exemplos

Introducao

Por que estudar formas bilineares?
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Definicdo e Exemplos

Introducao

Por que estudar formas bilineares?

» Reconhecimento de cdnicas e superficies em R? e R3,
respectivamente.
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Definicdo e Exemplos

Introducao

Por que estudar formas bilineares?

» Reconhecimento de cdnicas e superficies em R? e R3,
respectivamente.

» Possuem aplicagdes importantes em otimizacao e
programacao linear.
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Definicdo e Exemplos

Definicao

Seja V um espago vetorial sobre R. Uma forma bilinear sobre V é
uma fungdo f: V x V — R que satisfaz:
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Definicdo e Exemplos

Definicao

Seja V um espago vetorial sobre R. Uma forma bilinear sobre V é
uma fungdo f: V x V — R que satisfaz:

1. f(ug + w2, v) = f(ug,v) + f(up,v)

2. f(a-u,v)=a-f(u,v)
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Definicdo e Exemplos

Definicao

Seja V um espago vetorial sobre R. Uma forma bilinear sobre V é
uma fungdo f: V x V — R que satisfaz:

1.

f(ur + ua,v) = f(ur,v)+ f(uz, v)

2. f(a-u,v)=a-f(u,v)
3.
4. f(u,a-v)=a-f(u,v)

f(u,vi +w) ="f(u,v1)+ fu,va)
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Definicdo e Exemplos

Definicao

Definicao
Seja V um espaco vetorial sobre R. Uma forma bilinear sobre V é
uma fungdo f: V x V — R que satisfaz:

1. f(ur 4+ w2, v) = f(u1,v) + f(u2,v)

2. f(a-u,v)=a-f(u,v)

3. fu,vi+ wo) = f(u,vi) + f(u, v)

4. f(u,a-v)=a-f(u,v)

para todo u, uy, up, v, v, v» € V e para todo a € R.
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Definicdo e Exemplos

Definicao

Notacdo: Denotaremos por B(V) o conjunto de todas as formas
bilineares de V' x V em R.
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Definicdo e Exemplos

Definicao

Notagdo: Denotaremos por B(V) o conjunto de todas as formas
bilineares de V' x V em R.

Observacao: B(V) é um espaco vetorial quando munido da soma
usual de funcdes

(f +g)(u,v):=f(u,v)+ g(u,v),
e pela multiplicacdo natural por escalar

(a-f)(u,v):=a-f(u,v)
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Definicdo e Exemplos

Exemplos
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Definicdo e Exemplos

Exemplos

1. Seja (,): V x V — R um produto interno sobre V. Entdo
(,) é uma forma bilinear.
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Definicdo e Exemplos

Exemplos

1. Seja (,): V x V — R um produto interno sobre V. Entio (,)
é uma forma bilinear. Em particular, o produto interno usual

sobre o R", ((x1,...,X%n), (Vis---s¥n)) =X1-y1+ -+ Xn* Yn,
é uma forma bilinear sobre o R".
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Definicdo e Exemplos

Exemplos

1. Seja (,): V x V — R um produto interno sobre V. Entio (,)
é uma forma bilinear. Em particular, o produto interno usual
sobre o R", ((x1,...,X%n), (Vis---s¥n)) =X1-y1+ -+ Xn* Yn,
€ uma forma bilinear sobre o R".

2. A funcdo f: R? x R?> — R dada por

f((x1,x2), (y1,¥2)) = 2x1y1 — 3x1y2 + x2)2

é uma forma bilinear.
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Definicdo e Exemplos

Exemplos

1. Seja (,): V x V — R um produto interno sobre V. Entio (,)
é uma forma bilinear. Em particular, o produto interno usual
sobre o R", ((x1,...,X%n), (Vis---s¥n)) =X1-y1+ -+ Xn* Yn,
€ uma forma bilinear sobre o R".

2. A funcdo f: R? x R?> — R dada por

f((x1,x2), (y1,¥2)) = 2x1y1 — 3x1y2 + x2)2

€ uma forma bilinear.

3. Sejam g1,8>: V — R duas transformagdes lineares. Entdo a
fungdo f: V x V — R definida por f(u,v) := gi(u) - g2(v),
para todos u,v € V, é uma forma bilinear.

Prof. Francisco Medeiros — IFRN Introducao a Algebra Linear — Formas Bilineares



Definicdo e Exemplos

Exemplos

4. Sejam V' um espaco euclidianoe T: V — V um operador
linear. Entdo a funcdo f: V x V — R definida por
f(u,v) :=(T(u),v), € uma forma bilinear.
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Definicdo e Exemplos

Exemplos

4. Sejam V' um espaco euclidianoe T: V — V um operador
linear. Entdo a funcdo f: V x V — R definida por
f(u,v) :=(T(u),v), € uma forma bilinear.

5. Sejam V = M4 n(R) e A € M, m(R). Entdo a funcdo
fa: V x V — R dada por fa(X,Y) = tr(X*AY') é uma forma
bilinear sobre V .
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Definicdo e Exemplos

Exemplos

4. Sejam V' um espaco euclidianoe T: V — V um operador
linear. Entdo a funcdo f: V x V — R definida por
f(u,v) :=(T(u),v), € uma forma bilinear.

5. Sejam V = M4 n(R) e A € M, m(R). Entdo a funcdo
fa: V x V — R dada por fa(X,Y) = tr(X*AY') é uma forma
bilinear sobre V .

6. A funcdo f: R? x R> — R dada por f(u,v) = 1, para todos
u,v € R?, ndo é uma forma bilinear.
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Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanca de Bases

Matriz de uma Forma Bilinear

Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita;

Prof. Francisco Medeiros — IFRN Introducao a Algebra Linear — Formas Bilineares



Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanca de Bases

Matriz de uma Forma Bilinear

Sejam V um espaco vetorial de dimens3o finita;
B ={vi,va,..., vy} uma base ordenada de V

Prof. Francisco Medeiros — IFRN Introducao a Algebra Linear — Formas



Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanca de Bases

Matriz de uma Forma Bilinear

Sejam V um espaco vetorial de dimens3o finita;
B = {vi,v,..., vy} uma base ordenada de V, f € B(V);
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Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanca de Bases

Matriz de uma Forma Bilinear

Sejam V um espaco vetorial de dimens3o finita;
B ={vi,v,...,v,} uma base ordenada de V, f € B(V);
u=avi+---+apvpev=>byv+---+ b,v, vetores de V.
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Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanca de Bases

Matriz de uma Forma Bilinear

Sejam V um espaco vetorial de dimens3o finita;
B ={vi,va,..., vy} uma base ordenada de V, f € B(V);
uUu=avi+---+apvyev=>byvi+---+ bpv, vetores de V. Entao

f(u,v)="f zn:a;v,-,i bjvi | = zn:zn:aibjf(vi, vj)
i=1 j=1

i=1 j=1
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Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanca de Bases

Matriz de uma Forma Bilinear

Sejam V um espaco vetorial de dimens3o finita;
B ={v1,v,...,Vv,} uma base ordenada de V, f € B(V);
Uu=avi+---+apvpev=>byvi+---+ byv, vetores de V. Entdo

flu,v)=f zn:a,-v,-,zn: bjvj | = znjznzaibjf(vi, vj)
i=1 j=1

i=1 j=1

Definicao

Sejam V e B como acima. Para cada f € B(V') definimos a
matriz de f em relacao a base ordenada B como sendo a
matriz (f)g = (ajj)ij € Mn(R) cujos elementos sdo dados por
aj = f(vi, vj).
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Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanca de Bases

Exemplo

Seja f: R? x R2 — R a forma bilinear dada por

f((x1,x2), (y1,¥2)) = 2x1y1 — 3x1y2 + X2)2
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Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanca de Bases

Exemplo

Seja f: R?> x R? — R a forma bilinear dada por

f((x1,%2), (y1,¥2)) = 2x1y1 — 3x1y2 + xo)2

Se C é a base candnica do R?, teremos entdo que:
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Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanca de Bases

Exemplo

Seja f: R?> x R? — R a forma bilinear dada por

f((x1,x2), (y1,¥2)) = 2x1y1 — 3x1y2 + xo)2

Se C é a base candnica do R?, teremos entdo que:

(f)c=(§ _13>,
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Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanca de Bases

Exemplo

Seja f: R? x R2 — R a forma bilinear dada por

f((x1,x2), (y1,¥2)) = 2x1y1 — 3x1y2 + xo)2

Se C é a base candnica do R?, teremos ent3o que:
2 -3
(f)c — < 0 1 ) )

f((l,O), (170)) =2 f((1’0)> (07 1)) =-3
f((0,1),(1,0)) =0 £((0,1),(0,1)) =1

pois
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Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanca de Bases

Proposicao

Seja V' um espaco vetorial de dimensio finita n. Entdo o espaco
B(V) é isomorfo ao espaco M,(R).
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Matriz de Mudanga de Bases

Matriz de uma Forma Bilinear

Proposicao
Seja V' um espaco vetorial de dimensio finita n. Entdo o espaco
B(V) é isomorfo ao espago M,(R).

Ideia da Prova.
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Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanca de Bases

Proposicao

Seja V' um espaco vetorial de dimensio finita n. Entdo o espaco
B(V) é isomorfo ao espaco M,(R).

Ideia da Prova. Seja B uma base de V' e considere a funcdo
T: B(V) — M,(R) dada por T(f) = (f)s.
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Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanca de Bases

Proposicao
Seja V. um espaco vetorial de dimensdo finita n. Entdo o espaco

B(V) € isomorfo ao espaco M,(R).

Ideia da Prova. Seja B uma base de V e considere a funcdo
T: B(V) — M,(R) dada por T(f) = (f)g. Entdo T é uma
transformacdo linear e injetora.
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Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanca de Bases

Proposicao

Seja V. um espaco vetorial de dimensdo finita n. Entdo o espaco
B(V) é isomorfo ao espaco M,(R).

Ideia da Prova. Seja B uma base de V e considere a funcdo
T: B(V) — M,(R) dada por T(f) = (f)g. Entdo T é uma
transformagdo linear e injetora. Agora, para cada A € M,(R),
podemos definir fa(u, v) = (u)5 - A- (v)s.

Prof. Francisco Medeiros — IFRN Introducao a Algebra Linear — Formas Bilineares



Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanca de Bases

Proposicao

Seja V' um espaco vetorial de dimensio finita n. Entdo o espaco
B(V) é isomorfo ao espaco M,(R).

Ideia da Prova. Seja B uma base de V e considere a fungio
T: B(V) — M,(R) dada por T(f) = (f)g. Entdo T é uma
transformag3o linear e injetora. Agora, para cada A € M,(R),
podemos definir f4(u,v) = (u)s - A- (v)g. E facil ver que fa é
uma forma bilinear e que T(fa) = (fa)g = A e, portanto, T é
sobrejetora.
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Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanca de Bases

Proposicao

Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita n. Entdo o espaco
B(V) € isomorfo ao espaco M,(R).

Ideia da Prova. Seja B uma base de V' e considere a fungdo
T:B(V)— M,(R) dada por T(f) = (f)g. Entdo T é uma
transformagdo linear e injetora. Agora, para cada A € M,(R),
podemos definir fa(u,v) = (u)g-A-(v)s. E facil ver que 4 é
uma forma bilinear e que T(fa) = (fa)g = A e, portanto, T é
sobrejetora.

Corolario
Se dim V = n, entdo dim B(V) = n?.
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Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanga de Bases

Matrizes Congruentes
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Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanga de Bases

Matrizes Congruentes

Duas matrizes X e Y de M,(R) sdo ditas congruentes se existe
P € M,(R), invertivel, de modo que Y = P*- X - P.
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Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanga de Bases

Matrizes Congruentes

Definicao
Duas matrizes X e Y de M,(R) sdo ditas congruentes se existe
P € M,(R), invertivel, de modo que Y = Pt- X - P.

Notacado: X ~ Y
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Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanga de Bases

Matrizes Congruentes

Definicao
Duas matrizes X e Y de M,(R) sdo ditas congruentes se existe
P € M,(R), invertivel, de modo que Y = P*- X - P.

Notacdo: X =~ Y

Exemplo

As matrizes X = ( 5 1 ) eY = ( 6 4 ) sdo congruentes

[y

o

S
N
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Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanga de Bases

Matrizes Congruentes

Definicao

Duas matrizes X e Y de M,(R) sdo ditas congruentes se existe
P € M,(R), invertivel, de modo que Y = P*- X - P.

Notacao: X ~ Y

Exemplo

. 10 ~
As matrizes X = ( 5 1 ) eY = ( 6 4 > sdo congruentes,

~
N

Y
. . 2 1
pois Y = P*XP, onde P = 01/
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Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanga de Bases

Matrizes Congruentes

Sejam X, Y,Z € M,(R).
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Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanga de Bases

Matrizes Congruentes

Sejam X, Y,Z € M,(R). Entao:
» X =~ X;
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Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanga de Bases

Matrizes Congruentes

Sejam X, Y,Z € M,(R). Entao:
» X ~ X; (reflexividade)
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Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanga de Bases

Matrizes Congruentes

Sejam X, Y,Z € M,(R). Entao:
» X ~ X; (reflexividade)
» XY= Y=X;
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Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanga de Bases

Matrizes Congruentes

Sejam X, Y,Z € M,(R). Entao:
» X ~ X; (reflexividade)
» X~ Y = Y =~ X; (simetria)
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Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanga de Bases

Matrizes Congruentes

Sejam X, Y,Z € M,(R). Entao:
» X ~ X; (reflexividade)
» X~ Y = Y =~ X; (simetria)
» XxYeYrxZ= X~xZ
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Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanga de Bases

Matrizes Congruentes

Sejam X, Y,Z € M,(R). Entdo:
» X =~ X; (reflexividade)
» X =Y =Y = X, (simetria)
» X~ YeYrZ=— X~ Z (transitividade)
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Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanga de Bases

Matrizes Congruentes

Propriedades

Sejam X, Y,Z € M,(R). Ent3o:
» X =~ X; (reflexividade)
» X~ Y =Y = X, (simetria)
» X~ YeYrZ= X~ Z (transitividade)

Nota: “ ~ " é uma relagdo de equivaléncia sobre M,(R).
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Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanga de Bases

Matrizes Congruentes
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Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanga de Bases

Matrizes Congruentes

» V um espaco vetorial de dimens3o finita n;
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Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanga de Bases

Matrizes Congruentes

» V um espaco vetorial de dimens3o finita n;

» B e C duas bases para V;
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Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanga de Bases

Matrizes Congruentes

» V um espaco vetorial de dimens3o finita n;
» B e C duas bases para V;
» f e B(V);
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Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanga de Bases

Matrizes Congruentes

» V um espaco vetorial de dimensdo finita n;
» B e C duas bases para V;
» e B(V);

Existe alguma relagdo entre as matrizes (f)g e (f)c ?
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Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanga de Bases

Matrizes Congruentes

» V um espaco vetorial de dimensdo finita n;
» B e C duas bases para V;
» feB(V),

Pergunta

Existe alguma relagdo entre as matrizes (f)g e (f)c ?

Nas mesmas condi¢ées acima, (f)c = Pt - (f)g - P, onde P é a
matriz de mudanca da base B para a base C.
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Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanga de Bases

Matrizes Congruentes

Seja f: R? x R2 — R a forma bilinear dada por

f((x1,x2), (Y1, ¥2)) = 2x1y1 — 3x1y2 + Xoy2.
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Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanga de Bases

Matrizes Congruentes

Exemplo
Seja f: R? x R?2 — R a forma bilinear dada por
fF((x1,x2), (v1, ¥2)) = 2x1y1 — 3xay2 + xoyo.

Considere as bases B = {(1,0),(0,1)} e C = {(1,1),(0,2)} do
R?.

Prof. Francisco Medeiros — IFRN Introducao a Algebra Linear — Formas Bilineares



Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanga de Bases

Matrizes Congruentes

Exemplo

Seja f: R? x R?2 — R a forma bilinear dada por

f((x1,x2), (y1,¥2)) = 2x1y1 — 3x1y2 + X2)2.

Considere as bases B = {(1,0),(0,1)} e C = {(1,1),(0,2)} do
R?. Ent3o teremos que:
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Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanga de Bases

Matrizes Congruentes

Seja f: R?> x R?2 — R a forma bilinear dada por

f((x1,x2), (y1,¥2)) = 2x1y1 — 3x1y2 + X0)0.

Considere as bases B = {(1,0),(0,1)} e C = {(1,1),(0,2)} do
R2. Entdo teremos que:
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Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanga de Bases

Matrizes Congruentes

Exemplo

Seja f: R?> x R?2 — R a forma bilinear dada por
f((x1,x2), (y1,¥2)) = 2x1y1 — 3x1y2 + xo)2.

Considere as bases B = {(1,0),(0,1)} e C = {(1,1),(0,2)} do
R2. Entdo teremos que:

(1) (3 7)
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Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanga de Bases

Matrizes Congruentes

Exemplo

Seja f: R?> x R?2 — R a forma bilinear dada por
f((x1,x2), (y1,¥2)) = 2x1y1 — 3x1y2 + xo)2.

Considere as bases B = {(1,0),(0,1)} e C = {(1,1),(0,2)} do
R2. Entdo teremos que:

(1) coe=(3 ) (8 7)
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Matriz de uma Forma Bilinear Matriz de Mudanga de Bases

Matrizes Congruentes

Seja f: R?> x R? — R a forma bilinear dada por

f((x1,x2), (y1,¥2)) = 2x1y1 — 3x1)2 + X2)0.

Considere as bases B = {(1,0),(0,1)} e C ={(1,1),(0,2)} do
R2. Entdo teremos que:

P:(i g) ; (f)B:<§ _13> ; (f)c=<g _44> ;
)-(2 )
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Formas Simétricas x Matrizes Simétricas

. PP Diagonalizacdo de Formas Simétricas
Formas Bilineares Simétricas

Formas Bilineares Simétricas
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Formas Simétricas x Matrizes Simétricas
Diagonalizacdo de Formas Simétricas

Formas Bilineares Simétricas

Formas Bilineares Simétricas

Objetivo

Da mesma forma como fizemos em operadores lineares, estamos
interessados em conseguir um base B de V tal que (f)g seja
diagonal.
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Formas Simétricas x Matrizes Simétricas

PP Diagonalizacdo de Formas Simétricas
Formas Bilineares Simétricas

Definicao e Exemplos
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Formas Simétricas x Matrizes Simétricas

e P Diagonalizagdo de Formas Simétricas
Formas Bilineares Simétricas - ’

Definicao e Exemplos

Sejam V' um espaco vetorial e f € B(V).
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Formas Simétricas x Matrizes Simétricas
Diagonalizacdo de Formas Simétricas

Formas Bilineares Simétricas

Definicao e Exemplos

Sejam V' um espaco vetorial e f € B(V). Dizemos que f é
simétrica se f(u,v) = f(v, u), para todos u,v € V.
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Formas Simétricas x Matrizes Simétricas

. PP alizacdo de Formas Simétricas
Formas Bilineares Simétricas

Definicao e Exemplos

Definicao

Sejam V um espago vetorial e f € B(V). Dizemos que f é
simétrica se f(u, v) = f(v, u), para todos u,v € V.

1. Seja V um espaco euclidiano. Entdo f: V x V — R dada por
f(u,v) = (u,v) é uma forma bilinear simétrica sobre V.
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Formas Simétricas x Matrizes Simétricas

. PP Diagonalizacdo de Formas Simétricas
Formas Bilineares Simétricas

Definicao e Exemplos

Definicao

Sejam V um espago vetorial e f € B(V). Dizemos que f é
simétrica se f(u, v) = f(v, u), para todos u,v € V.

1. Seja V um espaco euclidiano. Entdo f: V x V — R dada por
f(u,v) = (u,v) é uma forma bilinear simétrica sobre V.

2. f: R? x R?> = R dada por f((x1, 1), (x2,¥2)) = x1y2 + y1x2 €
uma forma bilinear simétrica.
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Formas Simétricas x Matrizes Simétricas

. PP Diagonalizacdo de Formas Simétricas
Formas Bilineares Simétricas

Definicao e Exemplos

Sejam V um espago vetorial e f € B(V). Dizemos que f é
simétrica se f(u, v) = f(v, u), para todos u,v € V.

1. Seja V um espaco euclidiano. Entdo f: V x V — R dada por
f(u,v) = (u,v) é uma forma bilinear simétrica sobre V.

2. f: R? x R?> = R dada por f((x1, 1), (x2,¥2)) = x1y2 + y1x2 €
uma forma bilinear simétrica.

3. g: R? x R? = R dada por g((x1, 1), (x2,¥2)) = x1y2 — y1%
nao € uma forma bilinear simétrica.
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Formas Simétricas x Matrizes Simétricas

Diagonalizacdo de Formas Simétricas

Formas Bilineares Simétricas
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Formas Simétricas x Matrizes Simétricas

Diagonalizacdo de Formas Simétricas

Formas Bilineares Simétricas

Lembrete: Uma matriz A € M,(R) é dita simétrica se A" = A,
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Formas Simétricas x Matrizes Simétricas

Diagonalizacdo de Formas Simétricas

Formas Bilineares Simétricas

Lembrete: Uma matriz A € M,(R) é dita simétrica se A" = A,

Teorema

Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita.
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Formas Simétricas x Matrizes Simétricas
Diagonalizacdo de Formas Simétricas

Formas Bilineares Simétricas

Lembrete: Uma matriz A € M,(R) é dita simétrica se A" = A.

Teorema

Seja V' um espago vetorial de dimenséo finita. Entdo f € B(V) é
simétrica se e s se (f)g € uma matriz simétrica para alguma
base ordenada B de V.
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Formas Simétricas x Matrizes Simétricas

Diagonalizacdo de Formas Simétricas

Formas Bilineares Simétricas

Lembrete: Uma matriz A € M,(R) é dita simétrica se A" = A,

Teorema

Seja V' um espago vetorial de dimens3o finita. Entdo f € B(V) é
simétrica se e s se (f)g € uma matriz simétrica para alguma
base ordenada B de V.

Nota importante: Da relacido Y = P'. X - P, para matrizes
congruentes, segue que X é simétrica se e s6 se Y é simétrica.
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Formas Simétricas x Matrizes Simétricas
Diagonalizacdo de Formas Simétricas

Formas Bilineares Simétricas

Lembrete: Uma matriz A € M,(R) é dita simétrica se A* = A,

Teorema

Seja V' um espaco vetorial de dimenséo finita. Entdo f € B(V) é
simétrica se e s6 se (f)g € uma matriz simétrica para alguma
base ordenada B de V.

Nota importante: Da relacido Y = P!- X - P, para matrizes
congruentes, segue que X é simétrica se e s6 se Y é simétrica. Em
particular, f € B(V) é simétrica se e sé se sua representacdo
matricial for simétrica para qualquer que seja a base considerada.

Prof. Francisco Medeiros — IFRN Introducao a Algebra Linear — Formas Bilineares



Formas Simétricas x Matrizes Simétricas

Diagonalizacao de Formas Simétricas

Formas Bilineares Simétricas

V' um espaco vetorial de dimens3o finita e f € B(V).
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Formas Simétricas x Matrizes Simétricas

Diagonalizacao de Formas Simétricas

Formas Bilineares Simétricas

V' um espaco vetorial de dimens3o finita e f € B(V).

> Se existe uma base B de V tal que (f)pg é uma matriz
diagonal, ent3o sabemos que f é simétrica.
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Formas Simétricas x Matrizes Simétricas

Diagonalizacao de Formas Simétricas

Formas Bilineares Simétricas

V' um espaco vetorial de dimens3o finita e f € B(V).

> Se existe uma base B de V tal que (f)pg é uma matriz
diagonal, ent3o sabemos que f é simétrica.

» Vale a reciproca?
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Formas Simétricas x Matrizes Simétricas
Diagonalizacao de Formas Simétricas

Formas Bilineares Simétricas

V um espaco vetorial de dimens3o finita e f € B(V).

> Se existe uma base B de V tal que (f)g é uma matriz
diagonal, ent3o sabemos que f é simétrica.

» Vale a reciproca?

Teorema

Seja f: V x V. — R uma forma bilinear simétrica. Entdo existe
uma base de V' em relagcdo a qual a matriz de f € diagonal.
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Formas Simétricas x Matrizes Simétricas

o L Diagonalizacao de Formas Simétricas
Formas Bilineares Simétricas 8 i

Prova do Teorema

Exemplo:
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Formas Simétricas x Matrizes Simétricas

o L Diagonalizacao de Formas Simétricas
Formas Bilineares Simétricas 8 i

Prova do Teorema

Exemplo: Seja 7: R? x R? — R dada por

F((x1, 1), (X2, ¥2)) = x1x2 + 2y1x2 + 2x12 — 2y1 Y2
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Formas Simétricas x Matrizes Simétricas

o L Diagonalizacao de Formas Simétricas
Formas Bilineares Simétricas 8 i

Prova do Teorema

Exemplo: Seja f: R? x R?> — R dada por

f((x1,y1), (X2, y2)) = x1x2 + 2y1x0 + 2x1y2 — 2y1Y2

Seja T:R? — R? dado por T(x,y) = (x + 2y,2x — 2y). Entdo

(T)can = ( ; _22 )
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Formas Simétricas x Matrizes Simétricas

o L Diagonalizacao de Formas Simétricas
Formas Bilineares Simétricas 8 i

Prova do Teorema

Exemplo: Seja f: R? x R? — R dada por

f((x1,y1), (X2, ¥2)) = x1x2 + 2y1x0 + 2x1y2 — 2y1Y2

Seja T:R? — R? dado por T(x,y) = (x + 2y,2x — 2y). Entio

(T)can = ( ; _22 >

e f((x1, 1), (2, y2)) = (T(xa, 1), (2, y2)).-
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Formas Simétricas x Matrizes Simétricas

o L Diagonalizacao de Formas Simétricas
Formas Bilineares Simétricas 8 i

Prova do Teorema

Exemplo: Seja f: R? x R? — R dada por

f((x1, 1), (32, y2)) = x1x2 + 2y1x0 + 2x1y2 — 2y1Y2
Seja T: R? — R? dado por T(x,y) = (x + 2y,2x — 2y). Entdo

(Tcan = ( ; 32 >

e f((x, )/1) (x2,¥2)) = (T (x1, 1), (x2, y2)). Além disso,

B= {( 72) ( 25, %)} é base ortonormal do R? tal que

(e=Ms=( 5 3)-
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Formas Simétricas x Matrizes Simétricas

o L Diagonalizacao de Formas Simétricas
Formas Bilineares Simétricas 8 i

Prova do Teorema

Exemplo: Seja f: R? x R? — R dada por

f((x1, 1), (32, y2)) = x1x2 + 2y1x0 + 2x1y2 — 2y1Y2
Seja T: R? — R? dado por T(x,y) = (x + 2y,2x — 2y). Entdo

(Tcan = ( ; 32 >

e f((x, )/1) (x2,¥2)) = (T (x1, 1), (x2, y2)). Além disso,

B= {( 72) ( 25, %)} é base ortonormal do R? tal que

(e=Ms=( 5 3)-

» CasodimV = 2.
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Formas Simétricas x Matrizes Simétricas

Diagonalizacao de Formas Simétricas

Formas Bilineares Simétricas

Corolario

Para toda matriz simétrica A existe uma matriz invertivel P de
modo que P*AP é uma matriz diagonal.
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Formas Simétricas x Matrizes Simétricas
Diagonalizacao de Formas Simétricas

Formas Bilineares Simétricas

Coroldrio

Para toda matriz simétrica A existe uma matriz invertivel P de
modo que P*AP é uma matriz diagonal.

Definicao

Uma forma bilinear f: V x V — R se diz anti-simétrica se
f(u,v) = —f(v,u), para todos u,v € V.
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Formas Simétricas x Matrizes Simétricas

o L Diagonalizacao de Formas Simétricas
Formas Bilineares Simétricas 8 i

Corolario

Para toda matriz simétrica A existe uma matriz invertivel P de
modo que P*AP é uma matriz diagonal.

Definicao

Uma forma bilinear f: V x V — R se diz anti-simétrica se
f(u,v) = —f(v,u), para todos u,v € V.

Exemplo

A funcio g: R? x R?> — R dada por

g((XlaY1)v (Xz,)/2)) = X1Y2 — Y1X2

é uma forma bilinear anti-simétrica.
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