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O objetivo principal dessa atividade é mostrar que num espago vetorial, finitamente
gerado, duas bases quaisquer tém o mesmo ntimero de elementos. Esse resultado é conhecido
como Teorema da Invaridncia. A demonstracao deste resultado serd divida em quatro
etapas, onde trés dessas etapas sdo compostas por lemas. Aqui, V denotara sempre um
espago vetorial finitamente gerado.

Lema 1. Seja B = {uy,us,...,u,} uma base do espago V. Se uw € V' é tal que

(1) u=aul + -+ au o+ apun
com «; # 0, entao o conjunto C = {uy, ..., uj—1,U, Ujit1,...,Up} também € uma base do
espago V.

Ideia da Prova: Para facilitar as contas suponha ¢ = 1, ou seja, ag # 0 em (1).

e Use (1) para escrever u; como combinagao linear dos vetores u, ug, . . ., Up;

e Dado v € V| escreva ele como combinagao linear do vetores da base B e use o item
anterior para mostrar que v é combinagao linear dos vetores wu, us, .. ., Uy;

e Conclua que V é gerado por C' = {u, ug, ..., uy};

e Suponha que exista uma combini¢ao linear nula dos elementos de C. Use (1) e
a hipotese ay # 0, para concluir que os escalares da combinagao linear nula dos
elementos de C' tém que ser todos iguais a zero;

e Conclua que C é uma base do espago V. ]

O préximo lema nos diz que qualquer subconjunto L.I. de V' com o mesmo niimero de

vetores de uma dada base de V, gera V, ou seja, também é uma base de V.

Lema 2. Suponhamos que exista uma base de V com n wvetores. Neste caso, se B =

{u1,...,un} CV éL.IL e possui n vetores, entao B também é uma base de V.
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Ideia da Prova: Seja C' = {v1,...,v,} uma base de V.

Escreva 1 como combinagao linear dos elementos de C;
Verifique que existe algum escalar nao nulo no item anterior.
Suponha que o escalar ndao nulo obtido no item anterior é o coeficiente de v1. Use
o Lema 1 para concluir que {uj,vs,...,v,} é uma base de V;
Entao ug é combinagao linear dos vetores uy, va, .. ., Un, isto é, existem B1, Bo, . .., Bn
em R tais que

ug = Bruy + Pava + - + Bpon.

Verifique que nao podemos ter fs = --- = 8, = 0;

Suponha que 2 # 0 na conclusao do item anterior e use o Lema 1, novamente, para
mostrar que {ui,ug,vs,...,v,} é também uma base para o espago V;

Conclua. O

O proximo lema nos garante que nenhum subconjunto L.I. de um espago vetorial, fini-

tamente gerado, pode ter mais vetores que uma base desse espago.

Lema 3. Suponhamos que exista uma base de V com n vetores. Entao todo subconjunto de

V' que seja L.I. tem no mdximo n vetores.

Ideia da Prova: Suponha que exista S = {uy, ..., up, Upt1,...,u} CV que tenha t > n

vetores e que seja L.I.

Use o fato de subconjunto de conjunto L.I. ser também L.I. e o Lema 2 para

concluir que B = {uq,...,u,} é base de V;

Conclua que existem aq,...,a, em R tais que up+1 = @1ug + - -+ + Qplin;

Do item anterior conclua que o conjunto B’ = {u1, ..., up, ups+1} € L.D.;
Finalmente, conclua que S é L.D. e que assim temos um absurdo. g

Teorema da Invariancia. Duas bases quaisquer do mesmo espaco vetorial finitamente

gerado tém o mesmo numero de vetores.

Ideia da Prova: Sejam B = {uy,...,u,} e C = {v1,...,v,} duas bases quaisquer de V.

e Aplique o Lema 3 a base B e ao conjunto C, que é L.I., para concluir que m < n;

e Aplique o Lema 3 a base C e ao conjunto B, que é L.I., para concluir que n < m;

e Conclua que n = m. O



