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1 INTRODUGAO

O objetivo deste trabalho é descrever e mostrar como usar os Ossos de
Napier. E um meio pratico, semimecanico, para fazer as operagdes de multiplicagao,
divisdo e extragdo de raiz quadrada; dispensa o conhecimento da tabuada, a
multiplicagéo se reduz a uma adicéo. Essa ferramenta foi muito utilizada nos séculos
XVII e XVIII principalmente pelos mercadores; 0 conhecimento da tabuada nao era
comum nesses séculos.

Os Ossos de Napier foram aperfeicoados no final do século XIX com a
criacdao das Réguas de Genaille-Lucas; sao réguas que permitem a multiplicagao e
a divisdo sem as somas em diagonal feitas nos Ossos de Napier.

Ossos de Napier fez parte do contelido da disciplina MTM 5721 Laboratdrio
de Matematica Il (1°sem.1999), ministrada pelo Prof. Dr. Paul James Otterson.

A bibliografia referente a esse tema € escassa e incompleta.




2 NAPIER E SUA EPOCA

Na segunda parte do século XVI e inicio do XVII, a Europa estava em plena
expansdo comercial e maritima. Portugal havia descoberto o caminho maritimo para
as indias e a América do Sul, e a Espanha conquistado os metais preciosos das
culturas asteca e inca na América Central e no Peru.

Os negécios portugueses na costa africana eram feitos com mercadorias nao
produzidas em Portugal. O ouro e os escravos eram trocados por téxteis importados
da Inglaterra, Franga e Flandres(ao norte da Franca); artigos de la e vidro da
Alemanha, Flandres e ltalia; trigo da Europa setentrional e do Marrocos. O ouro
africano era transformado pelos portugueses em moedas (cruzados) para pagarem
as manufaturas importadas, beneficiando paises como Inglaterra, Holanda e
Alemanha, que ainda néo participavam das navegagoes ultramarinas. Os espanhdis
dedicavam-se a explorar a América. No inicio do século XVII, a Holanda, Inglaterra e
Franca entravam no comércio ultramarino. Experientes em contrabando no Caribe,
em ataques a carregamentos e portos espanhois, e muitas vezes no desvio de
navios mercantes portugueses, comegavam a fixar coldénias nas Américas e a
desenvolver transagdes comerciais no Oriente. (FOLHA DE SAO PAULO. Atlas da
Histéria do Mundo, 1995. p.154-156)

Os governos eram monarquicos, mas as chamadas assembléias compostas
pelo clero, nobreza e burguesia eram eventualmente consultadas pelos soberanos.
Rebelides internas, principalmente por motivos religiosos, € guerras eram gquase
permanentes. A transicao da filosofia escolastica para a razao, na era moderna, a
Igreja Catoélica espiritualmente falida mas avida por bens materiais, faziam com que
as crengas proliferassem. A fome era periodica e com ela as epidemias,
principalmente na Italia.

A desvalorizacdo de moedas, as guerras, as rebeliées internas e as faléncias
faziam com que até governos recorressem ao crédito. O papel moeda era utilizado
nos centros financeiros e uma bolsa de mercadorias funcionava nas pracas de
comeércio. Em toda a Europa a escrita contabil usada era a das “partidas dobradas”,
de Luca Pacioli (1494). Cada pais tinha suas moedas, seus pesos € medidas, como
podemos observar no Anexo A. O valor da moeda dependia da porcentagem e tipo

de metal na liga. O trabalho de fazer as contas ficava muito demorado e dificil na
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troca de mercadorias e nos acertos financeiros. Era grande a dificuldade na
multiplicagdo e divisdo de numeros com muitos algarismos. O homem tentava
descobrir um meio mais pratico, um método mecanico mais rapido e eficiente do
que o abaco e a gelosia, para fazer as contas. Um simples problema de conversao
de moeda ou peso dificultava a transacdo, atrasando as viagens. Num manual
pratico para mercadores escrito pelo florentino Ghaligai em 1521 ha o seguinte
problema relativo a lucros e perdas(EVES, 1997. p.322).

Um homem comprou varios fardos de I& em Londres, cada um com 200
libras inglesas, ao custo de 24 florins o fardo. Ele enviou a |a para Florenga,
gastando entre taxas e outras despesas 10 florins por fardo. Sua intencéo
¢ vender a |4 em Florenga a um prego tal que seu lucro corresponda a 20%
do investimento. Se 100 libras inglesas equivalem a 133 libras florentinas,
por quanto deve vender cada 100 libras florentinas de Ia ?

As ciéncias desenvolviam-se em todos os paises. Gragas a imprensa, as
obras gregas e arabes estavam disseminadas em todos os centros culturais e
repercutiam em varios campos como na cartografia, na arte, na otica, na
contabilidade, na mecanica.

Na algebra a matematica européia registrava notaveis avangos no inicio da
era moderna: solugao das equagdes de 3° e 4° graus, aceitacdo dos numeros
negativos, simbologia para notagdes algébricas, progresso na teoria das equagées,
aprimoramento e sistematiza¢ao da trigonometria, construgdo de excelentes tabuas
das seis fungdes trigonométricas, notagdo atual das fragdes decimais, padronizagao
dos calculos com numerais indo-arabicos. A aplicacdo de todos estes
conhecimentos aos campos nos quais os calculos numéricos eram importantes
como a astronomia, a navegagéo, o comércio, a engenharia e a guerra, serviam para
incentivar os cientistas a construir uma teoria matematica mais critica do que os
modelos classicos.

Nesta etapa do Renascimento, Napier ocupou um lugar importante na
matematica moderna.



FIGURA 1 - John Napier

John Napier nasceu em Edimburgo, Escécia, em 1550. Seu pai, Archibald
Napier, Barao de Merchiston, era um rico proprietario de Edimburgo e sua mae,
Janet Bothwell, era irma de Adam Bothwell - primeiro bispo de Orkney (Escocia) e
amigo do rei Jaime VI. A familia Napier possuia grande influéncia politica e
financeira na Escécia, era uma das vinte maiores fortunas da Europa.

Napier foi educado até os treze anos em casa, como era comum entre 0s
nobres, com os melhores mestres da Escocia. Desde pequeno Napier mostrava-se
diferente dos demais jovens da sua classe social. Em vez de se dedicar acacaea
guerra, preferia as atividades intelectuais: revelava-se brilhante estudioso, péssimo
cacador e desajeitado guerreiro. Em 1563 ingressou na Universidade de Saint
Andrews e foi recebido com honras como convinha ao filho de um nobre; ali estudou
teologia e ao deixar a Universidade de Saint Andrews viajou pela Europa e estudou
na Universidade de Paris, na Italia e na Holanda. Em 1571 regressou a Escocia, era
entido um tedlogo reconhecido e um dos homens mais ricos da Escécia. Em 1572
mandou construir um castelo nas terras de Gartness, no qual em 1574 ele e sua
esposa passaram a viver.

Napier se dedicava entdo a cuidar de suas propriedades e transformou seu
castelo em uma residéncia para cientistas e artistas; usava sua grande fortuna para
manter a sua volta inventores, matematicos, astrénomos, poetas, pintores, literatos.
Ele mesmo era um grande inventor e conseguia varios resultados no campo da
agricultura, os quais aplicava diretamente em suas terras; criava fertilizantes e
substancias que ajudavam a controlar as pragas e melhorar as colheitas.

Napier tomava parte nas disputas religiosas da época, se definia a si mesmo
como um fervente protestante e publicou em 1593, defendendo o protestantismo
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como um Anticristo. Apds a publicacdo desta obra na Inglaterra, traduzida para o
holandés, francés e alemao, passou a dedicar-se ao estudo cientifico, especialmente
a matematica e aos instrumentos bélicos. Ele estudava matematica como um
simples passatempo e seus livros e publicacdes sobre o tema eram sempre
precedidas de uma desculpa por serem pouco profundos seus argumentos porque
nunca tinha tempo suficiente para dedicar-se plenamente a esta disciplina, ja que as
questoes politicas e religiosas consumiam suas principais horas. Passou para a
histéria como um célebre matematico pela inven¢ao dos logaritmos e por varias
contribuicdes em diferentes ramos da matematica: na geometria, na trigonometria,
na algebra e no que se chamava naquela época “matematicas comerciais”.

No estudo dos logaritmos, que durou 20 anos, desenvolveu duas obras: no
tratado Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio (Uma Descricao da
Maravilhosa Regra dos Logaritmos) 1614, descrevia o sistema e seu modo de
emprega-lo, e na obra Mirifici Logarithmorum Canonis Constructio, publicado
apos sua morte em 1619, explanava os procedimentos para a construgao das
tabuas logaritmicas. A descoberta dos logaritmos aconteceu quando Napier
procurava uma relagao de correspondéncia entre duas sucessdes de numeros, uma
progressao aritmética e uma progressao geométrica; essa relacao era representada
por meio de uma relacao entre expoentes. Devemos salientar que o alemao Michael
Stifel, em sua obra Aritmetica Integra, 1544, primeira parte, salientava as
vantagens de se associar uma progressao aritmética a uma geométrica. (EVES,
1997. p.301). A palavra "logaritmo" que €& composta por duas palavras gregas
(Logos-razao, Arthmos-numeros) e significa "razdo entre os nimeros"; foi criada por
John Napier. Publicou em 1614 sua obra sobre logaritmos, a qual teve sucesso
imediato, e entre seus admiradores e seguidores do sistema de logaritmos estava
Henry Briggs (1556-1630), professor de matematica em Oxford. Em 1615 Briggs
visitou Napier no seu castelo na Escocia e os dois discutiram possiveis modificagdes
no sistema dos logaritmos de Napier. Mas foi Briggs quem construiu as primeiras
tabuas de logaritmos na base 10, publicadas em 1617. O nome de "logaritmo
neperiano" deriva do nome afrancesado de Napier, Néper. (EVES, 1997. p.341-347;
BOYER,1974. p.228-230).

Napier tornou-se conhecido em toda a Escécia no ano de 1585, quando

criava varias maquinas destinadas a guerra, a pedido do rei. Seus engenhos
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Napier tornou-se conhecido em toda a Escécia no ano de 1585, quando
criava varias maquinas destinadas a guerra, a pedido do rei. Seus engenhos
militares eram capazes de arremessar bolas de ferro com precisao muito boa para a
tecnologia da época.

Era grande a dificuldade para fazer as contas com nimeros grandes e nesse
sentido John Napier escrevia em 1617 Rabdologiae - Seu Numerationis per
Virgulas (Dois Livros sobre as Operagées dos Numeros com a Ajuda de Virgulas).
O ponto maximo do seu “Rabdologiae” (Gr. ra’bdos + logy), “O método ou a arte de
executar operagdes aritméticas por meio dos ossos de Napier”, (DICIONARIO
WERBSTERS, 1913), era a descrigcao do uso das barras por ele criadas para fazer
multiplicacdes, que ficavam conhecidas como “Ossos de Napier”. Colocado em
pratica, se convertia na precursora das modernas calculadoras de bolso de hoje. Na
época em que Napier inventava os bastées, dentre os muitos métodos criados para
efetuar a multiplicacdo até entdo usados, talvez o mais popular tenha sido o
chamado gelosia ou método da grade, e para dividir o chamado méfodo da galera
ou método das riscas.(EVES, 1997. p.323).

|RABDOLOGI.!E ‘
SEV NVMERATIONIS
PER VIRGULAS
LIBRI DVO: |
. Cum Apvinsics de expeditifc
| fimp MyrLTIPLICATIONIS
PFPROMPIVYARTIO. ‘

Quibus acceflit & AxitymsTica
Locatrts Lipen vnvs,

l uﬂb’md"f'ﬂlﬂ‘?{) Ioamns |
NzrEno, Barswe s Mex-
CuisToNr: , &,

| Scoro.

RDINBVRGT,
Excudebag eowdvar Flart, 1617, |

FIGURA 2 - Capa do Livro Rabdologiae
Seu Numerationis per Virgulas

Napier morreu em Edimburgo em 4 de abril de 1617, de ataque cardiaco, aos
67 anos de idade.



3 OSSOS DE NAPIER

3.1 DESCRIGCAO DOS 0SSOS DE NAPIER

Sao barras retangulares contendo inscrigées de nimeros que, dispostas lado
a lado e seguindo determinadas regras, tornam possivel fazer multiplicagées,
divisdes e extracoes de raizes quadradas de modo semimecanico. Utilizando estas
barras a multiplicagao se reduz a uma adigao.

Cada barra é dividida em 10 quadrados, nos quais, exceto no primeiro, &
tracada uma diagonal do canto superior direito para o inferior esquerdo. No primeiro
quadrado superior é colocado um dos nimeros de 0 a 9. Do segundo quadrado em
diante sao inscritos em sequéncia os mdltiplos do nimero colocado no primeiro
quadrado; no tridangulo inferior de cada quadrado é colocado o algarismo que
representa as unidades e no triangulo superior o algarismo representando as
dezenas. Cada barra nada mais é que a tabuada do nimero do 1° quadrado.

Para facilitar a identificagao da barra a qual estamos nos referindo, doravante
neste trabalho chamaremos de “pbarra n”, 0 < n < 9, a barra em cujo fopo ha o
numero n; por exemplo, a barra encabecada pelo numero 7 chamaremos de “barra
T

Vamos olhar a barra 7, a seguir:

7x1= 7 |%
7x2=14 |'/4
7x3=21 |24
7x4=28 |24
7x5=35 (34
7x6=42 |4/
7x7=49 |%,
7x8=56 |34
7x9=63 |54
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No 2° quadrado, correspondente ao 1° mdltiplo do 7, o algarismo 7 esta
representando as unidades do resultado da multiplicacado 7 x 1 =7 e 0 0 as
dezenas: observe, o 7 esta no triangulo inferior e o 0 no tridngulo superior

. No 3° quadrado, referente ao 2° multiplo do 7 o algarismo 4 corresponde as
unidades e 0 1 as dezenas de 7 x 2 =14

- Seguindo a sequéncia, no 10° quadrado temos inscrito o numero 63, o0 3
representando as unidades e o 6 as dezenas de 7 x 9 = 63.

O que acabamos de descrever é na verdade a tabuada do 7.

Vamos observar agora a barra 3. Os resultados da tabuada do 3 sao os
mesmos valores inscritos na barra 3.

3

0

Ix1= 3 3
0

3x2= 6 6
0

3x3= 9 g
3x4=12 12
3x5=15 | /&
3x6=18 | /%
3x7=21 |
3x8=24 24
3x9=27 |24

3x1=3 No 22 quadrado da barra, referente a linha do 12 multiplo, temos 03;
o 3 correspondendo as unidades esta inscrito abaixo da diagonal e o 0 relativo as
dezenas acima da diagonal

3 x 2 = 6 No 3° quadrado da barra, linha do 2° miiltiplo, temos 06, o 6
representando as unidades e o 0 as dezenas

... 3% 9 =27 No 10° quadrado temos 27, 2 dezenas + 7 unidades.

E costume usar uma barra auxiliar, colocada & esquerda das demais, para
facilitar a localizag@o das linhas dos n-é€simos maltiplos dos nimeros que estao no

topo das barras, 1<n<9:
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1

2
3
4
B
B
7
8
9

E dividida em 10 quadrados, tendo inscritos em seqiiéncia os numeros de 1a
9, do 22 quadrado em diante.

Se olharmos o conjunto das barras a seguir, teremos na barra 1 a tabuada do
1, na barra 2 a tabuada do 2 e assim sucessivamente até a barra 9; teremos entao a
tabuada de todos os nimeros de um algarismo. Note que o conjunto das dez barras
é a tabuada completa de 0 a 9, com os algarismos que representam as unidades
inscritos abaixo das diagonais e os das dezenas acima das diagonais.

=
o
L=
o
(=]
o
o
=]
=2
o

Ol ||~ |W]|N
o
o
=
==
h
A
w
w
=
S

Este conjunto de barras é conhecido como Ossos de Napier (Napier's
Bones). No dicionario Webster's, Folha de Sao Paulo (1996), a tradugéo de “bones”
consta como: 0sso, esqueleto, espinha de peixe; no minidicionario Michaelis (2000),
osso, chifre, espinha, marfim; no Oxford (1995): any of the hard parts that form
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n

the SKELETON of an animal’s body (qualquer uma das partes duras que formam
o esqueleto do corpo de um animal).

Conforme a regido da Europa e o poder aquisitivo das pessoas que usavam
essas barras para fazerem as contas (mercadores, cambistas, cobradores de
impostos), a forma dos conjuntos e os materiais usados para fabrica-los variavam:
eram feitos de osso, madeira, metal ou papel grosseiro. Para fazer as contas era
costume ter mais de um conjunto para os algarismos repetidos. Um exemplar de um
desses conjuntos tinha, em lugar de barras simples, paralelepipedos com base
quadrada e cada face lateral correspondia a uma barra simples. A distribuicdo dos
numeros que encabecava as faces laterais deste modelo era feita de modo que a
soma dos nameros de topo de faces opostas € nove, da seguinte maneira: 0 19 8,
0297,0396,0495,1287,1386,1485,2376,2475,3456. Cada
conjunto deste modelo correspondia a quatro jogos completos de barras.

ClE o S<iance & AUt 28 -

FIGURA 3 - Ossos de Napier, em madeira,
na forma de barras.
(Science Museum - London)
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FIGURA 5 - Estojo com Ossos de Napier, em madei
na forma de paralelepipedos.
(Unique Canes & Replicas)

ra

Vejamos agora, através de exemplos, como usar esta ferramenta para efetuar
as operagoes de multiplicacdo, divisdo e extracdo de raiz quadrada.

Nos exemplos que apresentaremos neste trabalho usaremos nimeros inteiros
porque acreditamos que as pessoas que usavam Ossos de Napier, como o0s
mercadores nos séculos XVII e XVIII, ndo tinham conhecimento dos numeros
decimais.

Stevin (1548-1620) publicou em 1585 De Thiente (O décimo), com o qual
pretendia ensinar a todos como efetuar todas as contas por meio de inteiros sem
fragGes, mas sua notagdo ainda ndo era a mais apropriada.

O uso da virgula ou do ponto como separador decimal foi sugestao de Napier
no inicio do século XVII em seu livro Rabdologiae — Seu Numerationis per
Virgulas Libri Duo (Dois Livros sobre as Operagdes dos Numeros com a Ajuda de
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Virgulas) em substituicdo a complicada notagcao de Stevin. Por muito tempo os
numeros decimais foram empregados apenas para calculos astrondmicos em virtude
da precisao proporcionada; passaram a ser usados com mais énfase apos a criagao
do sistema métrico decimal.

Stevin recomendou a adogéo de um sistema decimal de pesos e medidas, o
que ocorreu em 1795 na Franga (primeiro pais a criar e adotar o sistema, durante a
Revolugao Francesa) e no final do século XIX em quase todos os outros paises.

3.2 MULTIPLICACAQO USANDO OS OSSOS DE NAPIER

Exemplo 1 -7246 x 8

Primeiramente vamos fazer a multiplicagdo usando o algoritmo normal; para
efetua-la é preciso usar uma tabuada ou sabé-la de cor; esse conhecimento nao era
comum na época de Napier.

I 3 4

7246
x 8
57968

. 8x6=48 — O 6 esta na posi¢do das unidades no multiplicando, temos entao 48
unidades = 4 dezenas mais 8 unidades, anotamos as 8 unidades abaixo do
trago e as 4 dezenas acima do algarismo que representa as dezenas no
multiplicando
8 x 4 = 32 - O 4 no multiplicando esta na posicdo das dezenas, temos 8 x 4
dezenas = 32 dezenas, somando as 4 dezenas do passo anterior temos 32 + 4 =
36 dezenas = 3 centenas + 6 dezenas. Escrevemos as 6 dezenas abaixo do
traco na posicdo correspondente e anotamos as 3 centenas acima do algarismo
2 do multiplicando como fazemos usualmente

. 8x2=16 — O 2 esta representando as centenas no multiplicando, temos entdo
16 centenas + as 3 centenas da etapa anterior = 19 centenas = 1 milhar + 9
centenas. Escrevemos as 9 centenas abaixo do trago em sua posicao relativa e o
milhar acima do algarismo do milhar no multiplicando
8 x7 =56 — O 7 esta na posicdo dos milhares no multiplicando, temos 8 x 7
milhares = 56 milhares + 1 milhar da etapa anterior = 57 milhares. Colocamos o
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algarismo 7 na casa dos milhares e o algarismo 5 na casa das dezenas de
milhares embaixo do trago.

Se houvesse mais algarismos no multiplicando, continuariamos de forma

iterativa, como fazemos normalmente hoje. Voltamos a lembrar: devemos ter uma

tabuada ou sabé-la de cor; nos séculos XVII e XVIIl s6 os intelectuais detinham esse

conhecimento.

Vamos efetuar a multiplicagdo colocando todos os resultados parciais,
anotando os algarismos nas colunas obedecendo a sua posicao para podermos
comparar as colunas desta multiplicagédo com as diagonais dos Ossos de Napier.

7 2 4 E
l.
5 ? 968
‘ ‘ L‘ » unidades 8

» dezenas 4+2=6

—» centenas 3+6=9

— » milhares 1+6=7

—» dezenas de milhares 5

Note que quando multiplicamos:

. 8x6=48 — Temos 4 dezenas e 8 unidades

. 8 x4 = 32 — Estamos na verdade multiplicando 8 x 40 = 320 porque o 4 esta
representando as dezenas no multiplicando; temos 3 centenas + 2 dezenas

. 8x2=16 — O 2 esta na posigéo das centenas no multiplicando, temos entao 8
x 2 centenas = 8 x 200 = 1600 = 16 centenas = 1 milhar + 6 centenas

. 8x7=56— O 7representa os milhares no multiplicando; temos 8 x 7000 =
56000 = 56 milhares = 5 dezenas de milhares + 6 milhares.

7246
X 8
48

32

“!{Zf

56

57968

C



Observe as colunas da direita para a esquerda;

Na coluna que representa:
- as unidades temos 8
- asdezenastemos4+2=6
- ascentenastemos3+6=9
- os milhares temos 1 +6=7

- as dezenas de milhares temos 5.

Somando as colunas teremos 57968 (50000 + 7000 + 900 + 60 + 8).
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Vamos agora efetuar a mesma multiplicagéo, 7246 x 8, usando os Ossos de

Napier.

As barras dos algarismos do multiplicando 7, 2, 4 e 6 s@o colocadas uma ao

lado da outra na mesma ordem que formam o numero 7246. Queremos fazer a

multiplicacéo deste namero por 8, entdo vamos a linha 8: temos em cada barra o 8°

multiplo, ou seja, 8 vezes o algarismo que a encabeca.
Observe a linha 8 das barras a seguir,

|?245
1 194

_3_{4482
3 12 oL 4]
4
5
6
7
(=]
9

74 2 2 724 4 P

VVamos ler os nimeros comegando da direita para a esquerda:
. barra 6 — lemos 48, temos 4 dezenas + 8 unidades
. barra 4 — lemos 32, mas a barra 4 esta na posi¢ao das dezenas,
temos na verdade 32 dezenas = 3 centenas + 2 dezenas
. barra 2 — esta escrito 16, mas a barra 2 esta correspondendo as

centenas, sdo 16 centenas = 1 milhar + 6 centenas



barra 7 — lemos 56, mas a barra esta na posicao do milhar,

temos 56 milhares = 5 dezenas de milhares + 6 milhares.

Olhando a linha 8 a seguir podemos observar que diagonais estao separando
os algarismos. Somando os algarismos ao longo de linhas paralelas as diagonais,
comegando da direita para a esquerda, vamos obter a soma de cada posigao.

Para simplificar a linguagem e notacdo doravante escreveremos “somando
em diagonal” em substituicdo a frase “somando os algarismos ao longo de linhas
paralelas as diagonais”.

../ “ L L

DAL

./ ./ ./ ./ ./

Comparando com a multiplicagdo efetuada hoje, descrita no inicio deste
exemplo, veremos que os algarismos de cada linha paralela as diagonais das
barras sdao os mesmos da coluna referente a uma posicao (unidades, dezenas,
etc.). Olhando da direita para a esquerda temos:

- Na 12linha diagonal 8 unidades

- Na 22 linha diagonal 2 + 4 = 6 dezenas

- Na 3?linha diagonal 6 + 3 = 9 centenas

- Na 42linha diagonal 6 + 1 = 7 milhares

- Na 5%linha diagonal 5 dezenas de milhares

Usando a notagdo posicional escrevemos o resultado 57968.

Utilizando as barras a multiplicagdo ficou acessivel as pessoas que nao
tinham o conhecimento da tabuada e precisavam fazer esta operagéao no comercio.
Os Ossos de Napier foram amplamente difundidos e usados em toda a Europa nos
séculos XVII e XVIII.

Exemplo 2 - 368 x 9
Vamos seguir as mesmas etapas do exemplo 1:

- As barras 3, 6 e 8 sao dispostas lado a lado obedecendo suas posigées no
numero 368

- Selecionamos a linha 9
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Somamos em diagonal da direita para a esquerda:

< L L7

2 |5 |
vz
v
2 " 2

i
2 1

- Na soma das unidades temos 2 = 2 unidades

- Na soma das dezenas temos 11 = 1 centena + 1 dezena
- Na soma das centenas temos 12 = 1 milhar + 2 centenas
- Na soma dos milhares temos 2 = 2 milhares

Quando a soma de uma linha paralela as diagonais tiver dois algarismos, o da
esquerda, que sera necessariamente 1, é transposto para a primeira diagonal a
esquerda, pois corresponde a esta posi¢ao.

A A A
+1 +1
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Como podemos novamente observar neste exemplo, usando os Ossos de
Napier, a tabuada é dispensavel, a multiplicagdo € substituida pela soma em
diagonal. O resultado da multiplicagao & 3312.

Exemplo 3 - 846 x 5

Vamos sequir os passos dos exemplos 1 e 2:
- As barras 8, 4 e 6 sdo dispostas lado a lado na posi¢ao que estdo os algarismos
no numero 846
- Selecionamos a linha 5

—
(=]
o
o

3 P A2

Q| | ~N|®HmIO] &= |W]|N
£
o
nI
o
2
=]

. Somamos em diagonal conforme exemplos anteriores.
v v

4703 8
UT,AIT 0

< & L
4 2 3 0

Salientamos a dispensa da tabuada para fazermos a multiplicagao. A soma
em diagonal substitui a tabuada e o resultado total & 4230.

Exemplo 4 - 89846 x 74

Seguindo as etapas dos exemplos anteriores:
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- Dispomos as barras 8, 9, 8, 4 e 6 dos algarismos do multiplicando na posi¢ao que
formam o nimero 89846

- Selecionamos as linhas 7 e 4 correspondentes aos algarismos que compdem o
multiplicador

- Na soma da linha 4, efetuada conforme mostrado nos exemplos 1 e 2, nos
fornece o resultado da multiplicacao 89846 x 4 = 359384

- Na soma da linha 7, temos 628922 = 89846 x 7, mas o algarismo 7 no
multiplicador esta representando as dezenas e assim na verdade temos 89846 x
7 dezenas = 89846 x 70 = 6289220

-—
o
o
o
o
()

SAIEAIEAN sl12%| 89846 x 4 = 359384

8 4 8 4 B

8|7 3]l 78]~ 8]l /2| 89846 x 7 = 628922: 89846 x 70 = 6289220

A

sl 2| 8] 2] 5
7817215715
VA2 VA VA 2

Para obtermos o resultado final da multiplicagdo 89846 x 74 devemos somar

Wl lo|~N||O]=]W|N
=
wn
&
]
Uy

os resultados das multiplicagdes parciais das linhas 7 e 4 e dispor as parcelas de
modo que cada algarismo fique na coluna correspondente a sua posi¢éo. Somando
as parcelas teremos 6648604.

359384
+ 628922
6648604

Observe que 89846 x 74 = 6648604 = 89846 (70 + 4), usando a propriedade
distributiva da multiplicagdo em relacdo & adigao temos (89846 x 70) + (89846 x 4) =
6289220 + 359384 = 6648604.

A multiplicag@o fica mais pratica se tomarmos como multiplicador o nimero

com menos algarismos, em consequéncia teremos o menor numero possivel de
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parcelas, reduzindo as chances de erros de soma. E o que usualmente fazemos
ainda hoje ao usar o algoritmo da multiplicagao.

Analisando esta multiplicagdo como é feita manualmente hoje observamos
que ela tem um grau médio de dificuldade para os comerciantes que ja sabem a
tabuada e & muito comum que sejam cometidos erros por falha de memdria.
Podemos entender a praticidade do uso das barras na época de Napier, pois 0
acesso ao conhecimento da tabuada ndo era comum e a soma das parcelas era
feita normalmente com o abaco.

Exemplo 5 - 2510478 x 349057

Seguiremos os passos dos exemplos anteriores, sem esquecer de colocar na

soma das parcelas da multiplicacao a linha correspondente a multiplicagao por zero.

2s5f1(ofa]7|s
1 1] 0 0 0 0 0 0
2 5 1 0 4 7 8
2 0 1 0 0 0 1 1
4 0. 2 0 8 4 B
0
3 (124 el al 2 4|1 4] 07531434 = 2510478 x 300000 = 753143400000
0 2 0 0 1 2 3
A sl ol sl ol s8]l 2] 10041912 = 2510478 x 40000 = 100419120000
5 1 2 0 0 2 a 4
| Ol si sh Ol 017 S 0] 12552390 = 2510478 x 50 = 125523900
6 1 3 0 0 2 4 4
2 0 B 0 4 2 8
7 144 A N sl A 6| 17573346 = 2510478 x 7= 17573346
8 1 4 0 0 3 5 6
6 1] 8 0 2 6 4
g 1 4 0 o 3 6 7
sl sl sl ol sl 3l /2] 22594302 =2510478x 9000 = 22594302000
17573346 , unidades
12552390 , dezenas
00000000 , centenas
+ 22594302 , Mmilhares
10041912 , dezenas de milhares
7531434 , centenas de milhares
876299919246

O resultado da multiplicacao de 2510478 por 349057 & 876299919246.
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3.3 DIVISAO USANDO OS OSSOS DE NAPIER

Em 1491 foi publicado em Florencga o primeiro exemplo impresso do moderno
processo de divisdo, de autoria de Felippo Calandri (EVES, 1998, pg.299).

Lembremos que na matematica a diviséo -g‘— € a multiplicagao do nu-

merador @ pelo inverso do denominador, %

Na operagéo de divisdo o numerador é o dividendo e o denominador o divisor;

@

=3 it
b b

Nos exemplos a seguir mostraremos a praticidade da utilizagao dos Ossos de
Napier para efetuarmos divisdes. As somas em diagonal nos fornecerao os multiplos

do divisor.

Exemplo 1 - 807 + 23

Para a divisao como é efetuada manualmente hoje é indispensavel que
tenhamos uma tabuada ou sabé-la de cor para fazermos a multiplicagdo do
quociente pelo divisor. Utilizando os Ossos de Napier o trabalho de fazer a
multiplicagao se reduz no trabalho de fazer as somas, e o trabalho de fazer a divisao
no trabalho de fazer somas e subtragéoes.

Vamos dividir 807 por 23 com o auxilio das barras:

Colocamos as barras 2 e 3 do divisor lado a lado na posicdo em que estao os
algarismos no nGmero 23; como na multiplicagdo, a barra indicadora fica a

esquerda.
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Somamos em diagonal cada linha como vimos na secédo 3.2 e anotamos 0s
valores no lado direito das linhas correspondentes. A soma em diagonal da linha
n é o resultado parcial da multiplicagao de n pelo divisor, 1 <n <9. Por exemplo,
a soma da linha 5 & 115 (5 x 23). Essas somas a direita das barras sao todos
os multiplos do divisor 23

—
(=]
L]

2, /3] 23
4|78 46
6|9 69
8ll/2] 92
o|,5] 115
2| /8| 138
41l/1] 161
B 74| 184
Bl 7] 207

(oo |~ |3 & | W
ey
-

Comecamos a divisdo normalmente como hoje, selecionando no dividendo, da
esquerda para a direita, sem alterar sua disposigéo, o menor numero formado
pelos primeiros algarismos que seja igual a ou maior que o divisor 23; neste
caso o dividendo parcial & 80

807 | 23
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. Vamos procurar nos multipios do 23, ou seja, nos resultados parciais, 0 maior
numero que nao ultrapasse o dividendo parcial 80. O numero localizado & o 69
na linha 3 (referente ao 3° multiplo). O numero da linha sera o primeiro algarismo

a compor o quociente (3 x 23 = 69)

807 |23
3

Fazemos a subtragdo 80 — 69 = 11 e anotamos o resto 11 abaixo do traco.
Baixamos o préximo algarismo do dividendo, o 7, colocando-o a direita do resto
11. O novo dividendo parcial € o nimero 117

807 |23
- 89 3
117

. Selecionamos nos resultados parciais ao lado direito das barras o maior nimero
que néo ultrapasse o dividendo parcial 117. Na linha 5temos 115(5x23), 05
é o 2° algarismo do quociente e o anotamos ao lado direito do 3

807 |2
-89 35
117

Fazemos a subtragdo 117 — 115 = 002 e escrevemos o resto 2 abaixo do traco

807 |23
-89 35
117
- 115
2

Nao ha mais algarismos no dividendo a serem baixados, devemos encerrar a
divisdo. O quociente & 35 e o resto € 3.

O algoritmo é o mesmo de hoje, se houvesse mais algarismos no dividendo
baixariamos a cada etapa o proximo algarismo do dividendo colocando-o a direita do
dltimo resto, procurariamos o maior multiplo do divisor que nao ultrapassasse cada
dividendo parcial e a linha correspondente iria compondo o guociente.

Como podemos observar neste exemplo nao precisamos usar a tabuada, a
operagéo da divisdo é feita com somas e subtragées, a multiplicacéo é substituida



por somas. Ressaltamos novamente que o conhecimento da tabuada nao era
comum nos séculos XVII e XVIII.

Exemplo 2 - 5296 + 13
Vamos seguir as mesmas etapas do exemplo anterior:

. As barras 1 e 3 do divisor sao dispostas lado a lado na mesma posi¢ao em que

estdo no numero 13, a direita da barra indicadora das linhas

8|74

[du} I O |l~N o0 | &=]lw|N]|—
[=] o
N (%3

9 i

. Somamos em diagonal cada linha e anotamos os valores ao lado direito das
linhas correspondentes. Temos todos os resultados parciais da multiplicagao do
namero da linha pelo divisor, ou seja, todos os multiplos do divisor 13

1 G|
1 0103 13
20206 26
3 1940940 39
40412 57
5|0515 65
6 [[2%]Vel 78
7|°?2., 91
8 [|%%|l2%] 104
9 ||%%ll27| 117
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Montamos o processo de divisdo como hoje. Selecionamos no dividendo o menor
nimero formado pelos primeiros algarismos que seja igual a ou maior que 0
divisor 13, neste caso, 52

5293 | 13

Procurando nos resultados parciais ao lado das barras o maior numero que nao
ultrapasse o dividendo parcial 52, localizamos o nimero 52 na linha 4 referente
ao 42 maltiplo. O ndmero 4 sera o primeiro algarismo do quociente ou seja, da
solugéo procurada

5293 | 13
4

Fazemos a subtracdo 52 — 52 = 00 e anotamos o resto 00 embaixo do trago.
Baixamos o proximo algarismo do dividendo o 9 colocando-0 & direita do resto
00. O novo dividendo parcial € o nimero 9

5293 | 13
-52 4
009

Olhamos nos resultados parciais ao lado direito das barras 0 maior numero que
nao ultrapasse o dividendo parcial 9. O resultado referente ao 12 multiplo é o
namero 13. (Nao era costume colocar nas barras a linha 0.) O numero 13 do
divisor € maior que o dividendo 9, devemos entdo anotar como proximo
algarismo do quociente 0 0

5293 | 13
-52 40
009

Fazemos a subtragdo 009 — 000 = 009 e anotamos o resto 9 embaixo do traco.
Baixamos o préximo e ultimo algarismo do dividendo, o 3, colocando-o a direita
do resto 9. O novo dividendo parcial € o nimero 93

5293 | 13
-52_ 40
009
- 000

93
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Vamos procurar nos resultados parciais ao lado das barras o maior numero que
nao ultrapasse o dividendo parcial 93; localizamos o nimero 91 na linha 7
referente ao 7° multiplo. O numero 7 sera o proximo algarismo do quociente

5203 | 13
- 52 407
009
- 000
93

Fazemos a subtragdo 93 — 91 = 2 e anotamos 0 resto 2 embaixo do traco

5293 | 13
-52 407
009
- 000
93
291
2

Nzo ha mais algarismos no dividendo a serem baixados, devemos encerrar a
divisao.
O resultado da divisdo é 407 e o resto é 2.

Note que 5293 = (13 x 400) + (13 x 7) + 2 (resto).

Exemplo 3 - 87198 + 87

Vamos seguir as mesmas etapas do exemplo anterior:

estdo no numero 87, a direita da barra indicadora das linhas

As barras 8 e 7 do divisor sa@o dispostas lado a lado na mesma posi¢ao em que
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. Somamos em diagonal cada linha e anotamos os valores ao lado direito das
linhas correspondentes. Temos todos os resultados parciais da multiplicagao do
ntmero de cada linha pelo divisor, ou seja, todos os multiplos do divisor 87

==
o
o

sl 77| 87
Vellval 174
2121 261
2| 78| 348
of 75| 435
8|2 522
gl[9] 609
4| 8| 696
2|,73| 783

gloml~wlo|lo|&|w]|N
&=
FS

. Montamos o algoritmo da divisdo como hoje. Selecionamos no dividendo o menor
numero formado pelos primeiros algarismos que seja igual a ou maior que o
divisor 87

87198 | 87

. Procurando nos resultados parciais ao lado das barras, o maior numero que nao
ultrapasse o dividendo parcial 87, localizamos o numero 87 na linha 1 referente
ao 1° maltiplo. O 1 sera o primeiro algarismo do quociente ou seja, da solucédo
procurada



87198 | 87
1

Fazemos a subtragdo 87 — 87 = 00 e anotamos o resto 00 embaixo do trago.
Baixamos o proximo algarismo do dividendo, 0 9, colocando-o a direita do resto
00. O novo dividendo parcial € o numero 1

87198 | 87
- 87 1
001

Olhamos nos resultados parciais ao lado direito das barras o maior nimero que
nao ultrapasse o dividendo parcial 1. O resultado referente ao 12 multiplo € o
numero 87. (Nao era costume colocar nas barras a linha 0.) O numero 87 do
divisor € maior que o dividendo 1, devemos entao escrever o algarismo 0 no

quociente referente a multiplicagao da linha zero pelo divisor (0 x 87)

87198 | 87
- 87 10
001

Fazemos a subtragdo 001 — 000 = 001 e anotamos o resto 1 embaixo do trago.
Baixamos o proximo algarismo do dividendo (9) colocando-o a direita do resto 1.
O novo dividendo parcial € o nimero 19

87198 | 87
- 87 10
001
- 000
19

Vamos procurar nos resultados parciais ao lado das barras o maior nimero que
nao ultrapasse o dividendo parcial 19. Na linha 1 referente ao 192 multiplo esta o
numero 87 e & maior que 19. N&o existe linha 0 nas barras, devemos colocar no
quociente o 0 referente a multiplicacéo da linha zero pelo divisor (0 x 87)

87198 | 87
- 87 100
001
- 000

19
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Fazemos a subtracdo 19 — 00 = 19 e anotamos o resto 19 embaixo do trago.
Baixamos o proximo algarismo do dividendo (8) colocando-o a direita do resto 19.

O novo dividendo parcial € o nimero 198

87198 | 87
= BE. 100
001
- 000
19
- 00
198

Vamos procurar nos resultados parciais ao lado das barras o maior numero que
ndo ultrapasse o dividendo parcial 198; o numero localizado € o 174 na linha 2
referente ao 2° multiplo. O 2 & o proximo algarismo do quociente.

87198 | 87
- 87 1002
001
- 000
19
- 00
198

Fazemos a subtragdo 198 — 174 = 24 e anotamos o resto 24 embaixo do traco

87198 | 87
- 87 1002

001
- 000
19
- 00
198
-174
24

Nao ha mais algarismos no dividendo a serem baixados, devemos encerrar a
divisao.
O resultado da diviséo & 1002 e o resto € 24.

Observe que 5293 = (87 x 1000) + (87 x 2) + 24 (resto).




Exemplo 4 - 8279438673 + 540985

Veremos através deste exemplo como o uso dos Ossos de Napier € pratico
na divisdo de nimeros com muitos algarismos ao substituirem o trabalho de fazer a
multiplicacao pelo trabalho de fazer a soma.

Vamos seguir as etapas dos exemplos 1 e 2:

. As barras 5 4 0 9 8 5 sao dispostas lado a lado na mesma ordem do nimero
540985
- Anotamos as somas em diagonal no lado direito das linhas correspondentes

5\ 4l ol 8| 8lL7S 540985
ol 78| 0| 8| /8] 0] 1081970
572 ol 7|/ 4|L/5] 1622955
ol /sl 0| 78|/ 2| /0] 2163940
s|L7 0| 70| /5| 0|l75] 2704925
ol.74| 70|~ 4|8l /0] 3245910
sl 78| ol /3| /8| 5] 3786895
ol 72| 0| 2| 4] /0| 4327880
s| s ol /1], 2|/5| 4868865

‘.DUD"-IIGTU'IJ:-&JI\J—'-
%)
ha
o
B
=S
L8]

- Fazemos a divisédo usual de hoje
8279438673 | 540985
Selecionamos o primeiro dividendo parcial
8279438673 | 540985

- Repetir de forma iterativa os passos a seguir até nao haver mais algarismos a
serem baixados do dividendo:
- Procuramos nos resultados parciais o0 maior nimero que nao ultrapasse o
dividendo parcial
- Anotamos no quociente o nimero da linha que é o mesmo do multiplo do
divisor

- Diminuimos o resultado parcial do dividendo parcial



- Anotamos o resto embaixo do traco
- Baixamos o préximo algarismo do dividendo ao lado direito do ultimo resto.
Temos o novo dividendo parcial.

8279438673 | 540985
- 540985 15304
2869588
- 2704925
1646636
- 1622955
236817
- 000000
2368173
- 2163940
204233

O quociente & 15304 e o resto & 204233.

3.4 RAIZ QUADRADA USANDO OS OSSOS DE NAPIER

Para extrairmos a raiz quadrada de um nuamero utilizando as barras
chamadas Ossos de Napier devemos ter uma barra auxiliar contendo os quadrados
dos algarismos de 1 a 9 inscritos em ordem crescente, de cima para baixo,
comegando no 2° quadrado.

As barras sao usadas nas multiplicagbes que aparecem no algoritmo da
extracdo da raiz quadrada.

1| 12
4| 22
9| 3?2
6| 42
5| &%
6| 62
a| 77
4| 8°
1| 9%




36

Usaremos numeros inteiros nos exemplos como ja fizemos na multiplicagao e na

divisao.

Exemplo1 - \/ 3251 |

Vamos extrair a raiz quadrada com o auxilio das barras conhecidas como
Ossos de Napier, seguindo os passos:

Separamos os algarismos de dois em dois da direita para a esquerda e
colocamos um ponto entre os blocos para melhor visualizagao

NS 32.51 |

. Selecionamos o 12 bloco no inicio do nimero que pode ser formado por um ou
dois algarismos, neste exemplo temos o 32
Procuramos na barra dos quadrados o maior quadrado de um numero que esteja
contido no 12 bloco, neste exemplo é o 25 (5% = 25 < 32). A raiz deste quadrado €
o primeiro algarismo da raiz procurada

. Subtraimos este quadrado do 12 bloco (32-25 = 7) e baixamos a direita doresto 7
0 22 bloco do niimero de que estamos extraindo a raiz; ficamos com 751

\/ 32.51 |_5

-25 5% =25
751

- Dobramos o algarismo da raiz ja definida (5+5=10)

\/ 3251| 5

-25 52=25
751 5+5=10
10_%_.

. Dispomos as barras 1 e 0 (dobro da raiz ja localizada) a direita da barra das
linhas e a esquerda da barra auxiliar dos quadrados. Procuramos nas somas em
diagonal o maior valor que esteja contido no namero 751; localizamos o resultado

parcial 749 na linha 7



1 0 ||
(NP AVAPL 101  =101x1
0 1%411%%| 204 =102x2

309 =103 x3

416 =104x4

525 =105x5

636 =106 x 6

2
3
4
5
NAL
7
B
9

9

0

1

749 =107 x7
864 =108 x8
981 =109 x9

. Subtraimos 751 — 749 = 2. O segundo algarismo a comporaraizé o7

32.51

-23

751

-749

2

57

52=25
5+5=10
107 x 7 =749
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No numero que estamos extraindo a raiz ndo ha mais blocos a serem

baixados; a raiz quadrada de 3251 & 57 e restam 2.

A cada bloco de dois algarismos (exceto o primeiro que pode ser de um

algarismo) do nimero cuja raiz estamos procurando corresponde um algarismo da

raiz; se tivermos n blocos a raiz tera n algarismos.

Note que achamos a raiz quadrada de um nimero com o auxilio das barras

sem usar a tabuada ou sabé-la de cor.

Exemplo2 - \/ 72549032302 !

Vamos extrair a raiz quadrada seguindo os passos do exemplo 1:

- Separamos em blocos os algarismos de dois em dois comec¢ando da direita

\/ 7.25.49.03.23.02 |

. Selecionamos o 12 bloco a esquerda, neste caso 0 7

\/ 7.25.49.03.23.02 !
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. Procuramos na barra dos quadrados o maior quadrado de um nimero que esteja

contido no 1° bloco, neste exemplo tem 0 4 na linha 2 (2% =4 <7). A raiz deste

quadrado é o primeiro algarismo da raiz procurada

0 12

0 92

g| 3?
AW
27|

3 62

AR

31 gz

- Subtraimos 7 - 4 = 3 e baixamos a direita do resto 3 o préximo bloco do numero

de que estamos extraindo a raiz; ficaremos com 325 embaixo do traco

\/ 7.25.49.03.23.02
-4
325

2
4=22

+  Dobramos o valor da raiz ja localizada (2+2 = 4)

\/ 7.25.49.03.23.02
-4
325

2

4 =22

2+2=4

- Colocamos a barra 4 (dobro da raiz ja localizada) entre a barra das linhas a sua

esquerda e a barra auxiliar dos quadrados a sua direita. Procuramos nas somas

em diagonal o maior valor que esteja contido em 325; localizamos o resultado

parcial 276 na linha 6
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4 v
124104 41 = 41x1
2 [%5]%] 84 = 42x2
3 |[V2ll>%] 129 = 43x3
a V5l s 176 = 44x4
5 124]|2%5| 225 = 45x5
6 [[242%| 276 = 46x86
7 |2%l|>8| 329 = 47x7
8 |[24|%4| 384 = 48x8
g 12624 441 = 49x9

Subtraimos 325 — 276 = 49. O segundo algarismo a compor araizé o 6

\/ 7.25.49.03.23.02
-4
325
-276
49

26

4=2
2+42=4 46 x6 =276

Baixamos o proximo bloco ao lado do resto 49 (4949)

Dobramos o valor da raiz ja definida

\/ 7.25.49.03.23.02

26
-4
325 4=22
- 276 2+2=4 46 x6 =276
4949 26+26= 52

Colocamos as barras 5 e 2 (sao os algarismos do dobro da raiz ja localizada)

entre a barra das linhas e a barra auxiliar dos quadrados. Procuramos entre os

resultados parciais 0 maior nimero que nao ultrapasse o dividendo 4949;

localizamos o resultado parcial 4761 na linha 9.




—_
==
o
o

s| 2|71 521
ol 4| 74| 1044
Vel V5| 8| 1569
ol sl /s8] 2096
2|0 >5] 2625
ol 2| 78| 3156
el 4|2 a| 3689
ol 6l>%| 4224
ellall2| 4761
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521 x 1
522 x 2
523 x3
524 x 4
525x5
526 x 6
527 x 7
528 x 8
529 x9

Subtraimos 4949 — 4761 = 188. O terceiro algarismodaraize o 9

\/ 7.25.49.03.23.02
-4
325
-276
4949
- 4761
188

269

4 =22
2+2=4 46 x6 =276
26+26=52 529 x9 =4761

Baixamos o préximo bloco ao lado do resto 188 (18803)

Dobramos o valor da raiz ja definida 269 + 269 = 538

\/ 7.25.49.03.23.02
=4
325
- 276
4949
- 4761
18803

269

4=2

2+2=4 46 x 6 = 276
26+26=52 529 x 9 = 4761
269+269=538

Colocamos as barras 5 3 e 8 (s@o os algarismos do dobro da raiz ja localizada)

entre a barra das linhas e a barra auxiliar dos quadrados. Procuramos entre os

resultados parciais 0 maior numero que nao ultrapasse o dividendo 18803;

localizamos o resultado parcial 16149 na linha 3
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5381 = 5381x1
10764 = 5382 x2
16149 = 5383 x3
21536 = 5384 x4
26925 = 5385x5
32316 = 5386x6
37709 = 5387 x7
43104 = 5388 x38
48501 = 5389x9

Subtraimos 18803 — 16149 = 2654. O quarto algarismo daraizé o 3

\/ 7.25.49.03.23.02
24
325
- 276
4949
- 4761
18803
- 16149
2654

2693

4=2

2+2=4 46x6 =276

26+26=52 529 x 9 = 4761
269+269=538 5383 x 3 = 16149

Baixamos o préximo bloco ao lado do resto 2654 (265423)
Dobramos o valor da raiz ja definida 2693 + 2693 = 5386

\/ 7.25.49.03.23.02 | 2693
-4
325 4=22
. 276 242=4 46X 6= 276
4949 26+26=52 529 x 9 = 4761
- 4761 269+269=538 5383 x 3 = 16149
18803 2693+2693=5386
- 16149
265423

Colocamos as barras 5 3 8 e 6 (séo os algarismos do dobro da raiz ja localizada)

entre a barra das linhas e a barra auxiliar dos quadrados. Procuramos entre os

resultados parciais 0 maior nimero que nao ultrapasse o dividendo 265423,

localizamos o resultado parcial 215456 na linha 4
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5 7 4

53861 = 53861 x1
107724 = 53862 x2
161589 = 53863 x 3
215456 = 53864 x4
269325 = 53865x5
323196 = 53866 x 6
377069 = 53867 x7
430944 = 53868 x38
484821 = 53869 x9

Subtraimos 265423 — 215456 = 49967. O quinto algarismo da raiz é o 4

\/ 7.25.49.03.23.02

-4
325
- 276
4949
- 4761
18803
- 16149
265423
- 215456
49967

26934

4=22

2+2=4 46 x6 =276

26+26=52 529 x 9 = 4761
269+269=538 5383 x 3 = 16149
2693+2693=5386 53864x4=215456

Baixamos o préximo bloco ao lado do resto 49967 (4996702)
Dobramos o valor da raiz ja definida 26934 + 26934 = 53868

\/ 7.25.49.03.23.02
4
325
- 276
4949
- 4761
18803
- 16149
265423
- 215456
4996702

26934
4=22
2+2=4 46 x6 =276
26+26=52 529 x 9 = 4761

269+269=538 5383 x 3 = 16149
2693+2693=5386 53864x4=215456
26934+26934=53868
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Colocamos as barras 5 3 8 6 e 8 (sdo os algarismos do dobro da raiz ja
localizada) entre a barra das linhas e a barra auxiliar dos quadrados. Procuramos
entre os resultados parciais 0 maior nimero que nao ultrapasse o dividendo
4996702. Localizamos o resultado parcial 4848201 na linha 9.

s3] 81| 6| 86|+ |
11941194119 V6| %5)%4| 538681 = 538681 x 1
2 V5124l V4l V4l el > 1077364 = 538682 x2
3 V4126|241 V6l 24| Vel 1616049 = 538683 x 3
4 241041340 241341 V6| 2154736 = 538684 x4
s 124414513611 6ll2%| 2693425 = 538685 x5
5 (1340 Vallval3ell V4l 5| 3232116 = 538686 x 6
7 14125 54l 4l 5%l vs| 3770809 = 538687 x 7
8 144124184114 %6]154 54| 4309504 = 538688 x 8
g 1“4 241411541 4 ||12,| 4848201 = 538689 x 9

Subtraimos 4996702 — 4848201 = 148501. O sexto algarismo da raiz € 0 9

\/ 7.25.49.03.23.02

26934
-4
325 4=22
- 276 2+2=4 46 x6 =276
4949 26+26=52 529 x 9 = 4761
- 4761 269+269=538 5383 x 3 = 16149
18803 2693+2693=5386 53864 x 4=215456
- 16149 26934+26934=53868 538689x9=4848201
265423
- 215456
4996702
- 4848201
148501

A raiz do nimero 72549032302 é 269349 e o resto € 148501.

Com este exemplo podemos ver que podemos extrair a raiz quadrada de um

nimero extenso com o auxilio das barras sem usar a tabuada ou sabé-la de cor.
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3.5 SOLUCAO DO PROBLEMA DE GHALIGAI(CAPITULO 2)
USANDO OS OSSOS DE NAPIER

llustramos o uso dos Ossos de Napier resolvendo o problema escrito pelo
florentino Ghaligai em 1521 num manual pratico para mercadores, relativo a lucros e
perdas (EVES,1997. p.322), mencionado no capitulo 2.
Um homem comprou varios fardos de 1& em Londres, cada um com 200
libras inglesas, ao custo de 24 florins o fardo. Ele enviou a |a para Florenga,
gastando entre taxas e outras despesas 10 florins por fardo. Sua intencéo
& vender a I3 em Florenga a um prego tal que seu lucro corresponda a 20%

do investimento. Se 100 libras inglesas equivalem a 133 libras florentinas,
por quanto deve vender cada 100 libras florentinas de 15 ?

Devemos esclarecer que a regra de trés ja era conhecida ha séculos pelos
mercadores (EVES, 1997. p.263).

Dados do problema:
. Peso: 200 libras inglesas (1 fardo) corresponde a 24 florins de custo mais 10
florins de outras despesas

Moeda: 100 libras inglesas equivalem a 133 libras florentinas

Pergunta:
Por quanto deve ser vendido 100 libras florentinas de 13 para se obter um lucro de
20% sobre o investimento ?

Solucao:
1° passo : Vamos achar o valor do investimento de 100 libras inglesas.

Pelos dados do problema temos que 200 libras inglesas correspondem a 24 florins
de custo mais 10 florins de outras despesas, num total de 34 florins de investimento.
Como 200 é o dobro de 100 temos que as 100 libras inglesas corresponderdo a
metade do custo.

O investimento de 100 libras inglesas correspondera a :—3; florins de

investimento.
Nas contas de multiplicagdo e divisao usaremos 0 mesmo procedimento dos
exemplos das se¢des 3.2 e 3.3.
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O investimento correspondente a 100 libras inglesas é de 17 florins.
2° passo: Vamos calcular o investimento de 100 libras florentinas.

Nos dados do problema temos que 100 libras inglesas equivalem a 133 libras
florentinas. Calculamos no 1° passo que o investimento de 100 libras inglesas
correspondem a 17 florins.

133 libras florentinas equivalem a 17 florins de investimento

100 libras florentinas correspondem a ? florins de investimento

100x17
133

O investimento de 100 libras florentinas sera de

100 x 17
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700 unidades
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100

X 17
700
100_
1700

Os mercadores estavam acostumados a usar o abaco, numa divisao por 100

passavam a virgula duas casa para a esquerda.

—
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O | o |~N ||| &= |W | N
o
o

g

7

133
266
399
532
665
798
931
1064
1197

1700 |_133
-133 12,78
0370
- 266
1040
- 931
1090
- 1064
26

O investimento correspondente a 100 libras florentinas é de 12,78 florins.

3° passo: Vamos calcular o prego de venda de 100 libras florentinas com 20% de

lucro sobre o investimento.

100 florins de custo corresponde a 20 florins de lucro

12,78 florins de custo correspondera a ? florins de lucro
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O lucro na venda de 100 libras florentinas sera de E%Q
12,78 x 20
1 2 =z 8
1 o219 4lle 40
1| 2177178
o071
2 2(, 4|l 4 1B 2556 dezenas
O DA EZALE
sl /8|71 4
4 [0 4 0 4 2 . 3 X
505103540 12.78
5 0 8 1 2 4 2 4 B _i_zg
A A Al 0000
7 7L 4 /8|6 2556
8 08155634 25560 — 255,60
g (%4 Vs %42
255,60 _
100 =20

Preco de venda de 100 libras florentinas mais o lucro de 20% :

12,78 florins de investimento mais 2.55 florins de lucro totalizara 15,33 florins.

Resposta do problema

O fardo de 100 libras florentinas deve ser vendido em Florenga por 15,33
florins para termos um lucro de 20% sobre o investimento.



4 REGUAS DE GENAILLE-LUCAS

4.1 UM POUCO DE HISTORIA

No final do século XIX dois franceses, Henri Genaille, engenheiro civil da rede
ferroviaria francesa e o matematico Edouard Lucas, professor de matematica no
Lycée Charlemagne em Paris criaram réguas que permitem a multiplicagao e a
divisio sem as somas em diagonal feitas nos Ossos de Napier. Essas réguas sao
chamadas Réguas de Genaille-Lucas (Genaille-Lucas Rulers).

Lucas ficou conhecido por seus resultados na Teoria dos NUmeros e ainda
hoje os programas para testar a primalidade dos nimeros inteiros sao baseados em
seus algoritmos; definiu uma segiéncia, baseada na seqiiéncia de Fibonacci,
conhecida como “Numeros de Lucas”; inventou também o enigma da “Torre de

Hanoi” e outras recreagdes matematicas.
4.2 MULTIPLICACAO USANDO AS REGUAS DE GENAILLE-LUCAS

4.2.1 Descricao das Réguas de Genaille-Lucas para efetuar
multiplicacoes

Sao réguas retangulares que dispostas lado a lado nos fornecem o resultado
da multiplicagdo de um numero qualquer por um numero de um algarismo. Alem
dessas ha uma régua indicadora de linhas necessaria para efetuarmos

multiplicacées, e que é colocada a esquerda das demais.
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Vamos inicialmente descrever a régua indicadora de linhas :

.

ONONEWRN =D~ EWN=0/DNEWN=0]|ULWN-0|EWN=0|lWN=0|N=0 |20 |0

Esta dividida em 10 retangulos

No 12 retangulo ndo ha anotagdes

Em cada retangulo, do 2° ao 10°, a esquerda, esta anotado o nimero da linha n,
1 <n<9; e adireita, na vertical, os possiveis algarismos da dezena do produto
n.k, 0 <k<9 (os nimeros k encabegam as réguas colocadas a direita da régua

indicadora de linhas; descreveremos na seqiiéncia).

Observe a seguir o retangulo referente a linha n:

I s ()

1




- Vejamos o retangulo da linha n=5

m
BWN=O

- aesquerda:
> 05 ¢éonumero da linha
- adireita:
» para k=1 5x1= 5, o algarismo da dezena é zero
> para k=2 5x2=10, o algarismo da dezena é 1
» para k=3 5x3=15, o algarismo da dezena é 1
» para k=4 5x4=20, o algarismo da dezenaé 2
» para k=5 5x5=25, o algarismo da dezena € 2
> para k=6 5x6=30, o algarismo da dezena é 3
» para k=7 5x7=35, o algarismo da dezena é 3
> para k=8 5x8=40, o algarismo da dezena € 4
» para k=9 5x9=45, o algarismo da dezena é 4
> Os possiveis algarismos das dezenas do produto n.k, paran=5e
0<k<9 sdan0,1,2, 3e4.
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Vamos descrever agora as Réguas de Genaille-Lucas tendo no topo 0

nimero k, 0<k <9, e que chamaremos régua k :

Para facilitar a descricdo das réguas, tomamos por exemplo a regua
encabecada pelo nimero k=7 (régua 7), e colocamos a sua esquerda a régua
indicadora de linhas:

7
1|0 7
0 4
2 |9 5
0 1
I p!
2 3
A
1
4|5 0
3 1
0 5
1 6
5|2 7
3 8
4 ]
i] 2
1 3
2 4
6|3 g
4 6
5 7
0 9
1 0
2 1
713 2
4 3
5 4
6 5
0 6
1 7
3Lk
84 ]
5 1
8 2
7 3
0 3
1 4
2 718
9 s 7
5 8
5 9
7 0
8 1

- No 2°retangulo da régua 7, referente a linha 1, temos 1x7=7, observe:
- no resultado da multiplicagéo, temos zero dezenas e 7 unidades
- as 7 unidades sdo anotadas no lado direito do 2° retangulo da réegua 7 e as
dezenas (0) no lado direito do 2° retangulo da régua indicadora de linhas,
referente a linha 1
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Para nao ficar repetitivo o termo “o vértice do tridngulo que aponta para a
primeira régua a sua esquerda” usaremos neste trabalho a notagcao “seta
triangular’.
A seta triangular a esquerda das 7 unidades aponta para a dezena zero da

régua indicadora de linhas

No 32 retangulo da régua 7, referente a linha 2, temos 2x7=14, observe:

no resultado da multiplicagéo, temos 1 dezena e 4 unidades

as 4 unidades sao anotadas no lado direito do 3° retangulo da régua 7 e 1
dezena no lado direito do 32 retdngulo da régua indicadora de linhas

no lado direito no 3° retangulo da régua 7 sao colocados em ordem
segiencial, na vertical, o algarismo representando as unidades do resultado
da multiplicagdo 2x7=14 e todos os algarismos representando as unidades
dos nimeros subseqientes, menores que o préximo multiplo de 2; neste
caso temos os nimeros 14 e 15, anotamos entdo as unidades 4 e 5

A seta triangular com a base do tridngulo abrangendo as unidades 4 e 5,
aponta para a dezena 1 referente ao algarismo representando as dezenas

nos numeros 14 e 15

No 4° retangulo da régua 7, referente a linha 3, temos 3x7=21:

no resultado da multiplicagéo, temos 2 dezenas e 1 unidade

1 unidade é anotada no lado direito do 4° retangulo da régua 7 e 2 dezenas
no lado direito do 4° retdngulo da régua indicadora de linhas

no lado direito no 4° retangulo da régua 7 sdo colocados em ordem
seqiiencial, na vertical, o algarismo representando as unidades do resultado
da multiplicacdo 3x7=21 e todos os algarismos representando as unidades
dos nimeros subseqgilentes, menores que o préximo mdltiplo do 3, neste
caso temos os nimeros 21, 22 e 23, anotamos entéo as unidades 1,2 e 3

A seta triangular, com a base do tridngulo abrangendo as unidades 1,2e83,
aponta para a dezena 2 referente ao algarismo representando as dezenas
nos numeros 21, 22 e 23

No 5° retangulo da régua 7, referente a linha 4, temos 4x7=28:

no resultado da multiplicagéo, temos 2 dezenas e 8 unidades
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as 8 unidades sao anotadas no lado direito do 4° retangulo da régua 7 e 2
dezenas no lado direito do 42 retangulo da régua indicadora de linhas

no lado direito no 42 retangulo da régua 7 sdo colocados em ordem
seqiiencial, na vertical, o algarismo representando as unidades do resultado
da multiplicacao 4x7=28 e todos os algarismos representando as unidades
dos numeros subseqiientes, menores que o préximo miltiplo do 4, neste
caso temos os numeros 28, 29, 30 e 31, anotamos entdo as unidades 8, 9, 0
e

note que temos duas setas triangulares no 5° retangulo: a seta com a base do
triangulo abrangendo as unidades 8 e 9 aponta para a dezena 2 referente ao
algarismo representando as dezenas nos numeros 28 e 29; e a seta com a
base do triangulo abrangendo as unidades 0 e 1, aponta para a dezena 3

referente ao algarismo na posigéo das dezenas nos numeros 30 e 31

E assim sucessivamente até o 10° retangulo da régua 7, referente a linha 9,
temos 9x7=63:

no resultado da multiplicagéo, temos 6 dezenas e 3 unidades

as 3 unidades sdo anotadas no lado direito do 10° retangulo da régua 7 e as 6
dezenas no lado direito do 10° retangulo da régua indicadora de linhas

no lado direito no 102 retangulo da régua 7 sdo colocados em ordem
seqiiencial, na vertical, o algarismo das unidades do resultado da
multiplicacdo 9x7 = 63 e todos os algarismos representando as unidades dos
numeros subseqilentes, menores que o préximo mitiplo do 9 , neste caso
temos os numeros 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69,70 e 71, anotamos entao as
unidades 3,4,5,6,7,8,9,0e 1

note que temos duas setas no 10° retdngulo: a seta com a base do triangulo
abrangendo as unidades 3 a 9 aponta para a dezena 6 referente ao algarismo
representando as dezenas nos nimeros 63 a 69; e a seta com a base do
triangulo abrangendo as unidades O e 1, aponta para a dezena 7 referente ao

algarismo na posigéo das dezenas dos nimeros 70 e i I8
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Conjunto completo de Réguas de Genaille-Lucas para multiplicagao.
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Nesta secdo descrevemos as réguas Genaille-Lucas para fazer multiplicagoes;

através dos exemplos, na sec¢ao a seguir (4.2.2), mostraremos porque elas foram

construidas dessa forma.

4.2.2 Exemplos de multiplicagdes usando as Réguas de Genaille-Lucas

Faremos os mesmos exemplos da se¢ao 3.2 para comprovarmos como as

Réguas de Genaille-Lucas simplificam as contas.



)

OO |00 [0 |0 OO0~ |NOFINORD DMOO—NMFW|arNO~R0DNO—N

oM | N [DF0Om|O- M= [FWNORO0N|0DNO =M NO=SFWNORODN|[OROONO —ONO S

———

NSO | OO0 0 o [O—MNMms [NOgFn O [Fnd-0no O~ONO—MNM|OMO =N TUW

Rlan|—Nm|oO o OO [N O 00 —NO W OFOMD=CM|MadNO~0D0

Olo— oo -—tMO[O—Mo= O n[0—NO s nO|O— NM s Or O MNO=sNOD

— ™| ™M =+ L0 du] [ oo 8]

Vamos seguir 0s passos
Dispomos as réguas 7, 2, 4 e 6 lado a lado na mesma ordem que estao no

numero 7246, a direita da régua indicadora de linhas

Exemplo 1 -7246 x 8

Selecionamos a linha 8
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7 . 4 B 7246

0 6 6 2 g x 8 Algoritmo detalhado

1 7 7 3 9 48 no subtitulo 3.2

2 8 8 4 0 32 Multiplicagio usando
g |3 9 g 5 1 P -

4 0 0 5 3 16 os Ossos de Napier

5 1 1 7 3 56 - Exemplo 1

B 2 2 8 4 57968

7 %, 3 9 5

|, unidades
L, dezenas

» Ccentenas

_» milhares

» dezenas de milhares

Unidades - Régua 6

Temos 8 x 6 = 48 = 4 dezenas + 8 unidades.

A seta triangular esta apontando para a dezena 4 na régua indicadora de linhas;
mas observe: ela aponta para o algarismo 6 na régua 4 a sua esquerda

Dezenas - Régua 4

8 x 4 = 32 O algarismo 4 esta na posicao das dezenas no multiplicando, temos
na verdade 8x4 dezenas =32 dezenas =320 =3 centenas + 2 dezenas; observe o
algoritmo acima a direita das réguas, temos: 4 dezenas da multiplicacao 8x6=48
(referente a régua 6) + 2 dezenas da multiplicagdo 8x4 dezenas = 32 dezenas =
320=3 centenas+2 dezenas (referente a régua 4); 4 dezenas + 2 dezenas =6
dezenas.

A seta triangular da régua 6 esta apontando para o 5° possivel algarismo das
dezenas na régua a sua esquerda, neste caso aponta para 0 6, ou seja, ela esta
adicionando as 4 dezenas da multiplicagdo 6x8=48 as 2 da multiplicagcao 8x4
dezenas=32 dezenas=3 centenas+2 dezenas (referente a régua 4).

Esta é a praticidade das Réguas de Genaille-Lucas, as setas triangulares
substituem as somas em diagonal efetuadas quando usamos os Ossos de
Napier.
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Centenas — Régua 2

8 x2 =16 O algarismo 2 na posicdo das centenas no multiplicando esta
representando 8 x 200 = 1600 = 16 centenas = 1 milhar + 6 centenas.

Observe o algoritmo deste exemplo, na posi¢ao das centenas temos: 3 + 6 = 9
centenas.

A seta triangular da régua 4 esta apontando para o 4° possivel algarismo das
centenas na régua a sua esquerda, neste caso 0 9, ou seja, ela esta adicionando
as 3 centenas da multiplicacédo 8 x 4 dezenas (referente a régua 4) as 6 centenas
da multiplicagdo 8 x 2 centenas=16 centenas=1 milhar + 6 centenas (referente a
régua 2); observe os possiveis algarismos na vertical da régua 2, o primeiro € o
6, a seta aponta para o 3° subseqiente, o 9, ja adicionando as 3 centenas do
resultado parcial anterior.

Milhares — Régua 7

8 x 7 = 56 O algarismo 7 na posicdo dos milhares no multiplicando esta
representando 8 x 7000 = 56000 = 56 milhares = 5 dezenas de milhares + 6
milhares.

A seta triangular da régua 2 esta apontando para o 2° possivel algarismo dos
milhares na régua a sua esquerda, neste caso o 7, ou seja, ela esta adicionando
o milhar da multiplicagdo parcial 8 x 2 centenas (referente a régua 2) aos 6
milhares da multiplicagao 8 x 7 milhares=56 milhares =5 dezenas de milhares +
6 milhares (referente a régua 7); observe os possiveis algarismos na vertical da
régua 7, o primeiro é o 6, a seta aponta para o 2° algarismo, o 7, ja adicionando
o milhar do resultado parcial anterior.

Dezenas de milhares - Régua indicadora de linhas

Na sec¢éo 4.2.1 mostramos que na coluna direita do retangulo, sdo anotados os
possiveis algarismos da dezena do produto n.k, 0 < k <9, neste caso n=8 e k=7,
temos 8 x 7= 56 + 1 (do ultimo resultado parcial) = 57; no algoritmo temos 1+6=
7 na coluna da posi¢ao dos milhares; na coluna das dezenas de milhares temos
o algarismo 5 referente as dezenas do Ultimo resultado parcial.

O resultado da multiplicagdo usando Réguas de Genaille-Lucas é lido da direita
para a esquerda, comegando pelas unidades e depois seguindo a indicagao das

setas triangulares para determinar os algarismos referentes as outras posicoes.
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. Vamos as réguas dispostas lado a lado deste exemplo para lermos o resultado
da multiplicagao 7246 x 8:

- comegamos pelas unidades; o 1° algarismo da coluna a direita no
retangulo da linha 8 darégua 6, & 8

- seguindo as setas triangulares da esquerda para a direita temos na
posi¢ao :
> das dezenas — a seta aponta para o algarismo 6
> das centenas — a seta aponta para o algarismo 9
> dos milhares — a seta aponta para o algarismo 7
> das dezenas de milhares — a seta aponta para o algarismo 5

Usando a notagao posicional escrevemos o resultado da multiplicagao de
maneira usual 7246 x 8 = 57968.

Comparando com a multiplicagéo efetuada com os Ossos de Napier, descrita
na segdo 3.2, observamos que usando as Réguas de Genaille-Lucas ficamos

dispensados do trabalho de fazer as somas em diagonal na multiplicagao.

Exemplo 2 - 368 x 9

Vamos seguir as mesmas etapas do exemplo1:

- As réguas 3, 6 e 8 sao dispostas lado a lado obedecendo as suas posi¢oes no
nimero 368, a direita da régua indicadora de linhas
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1[0 3 3 8
5 (0 6 2 6
1 7 3 7
i] ] al 4
31 0 3 5
2 1 0 6
0 2 4 2
41 3 5 3
2 4 gl 2 |4
3 5 7 g
0 5 0 3]
1 6 1 1
5|2 7 2 2
3 8 3 3
4 9 4 4
0 8 3 8
1 9 7 9
62 0 8 0
3 1 9 1
4 2 0 2
5 3 1 3
0 1 2 6
1 2 3 7
2 3 4 8
713 4 5 9
4 5 6 0
5 5 7 1
5 7 8 2
0 4 8 4
1 5 9 5
2 B |0 6
g3 7 1 7
4 8 2 8
5 9 3 9
6 0 4 0
7 1 |5 1
0 7 4 2
1 8 5 3
2 9 5 4
3 0 7 5
9 |a 1 8 6
5 2 9 7
5 3 0 8
7 4 1 9
8 5 2 0

Selecionamos a linha 9

[<s]
M- NHLWN=0O

NaWwn=0wWwa-
M= W00 MU s
QWM &

Lemos o resultado da multiplicacdo de 368 x 9 da direita para a esquerda,
comegando pelo algarismo 2 referente as unidades, na regua 8, o algarismo 1
referente as dezenas na régua 6, o algarismo 3 referente as centenas na régua
3 e o algarismo 3 referente ao milhar na régua indicadora de linhas. Note que
anotando os algarismos apontados pelas setas triangulares estamos na verdade
fazendo (300 x 9) + (60 x 9) + (8 x 9).
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Colocando os algarismos indicados pelas setas nas mesmas posigdes que
estdo as réguas teremos o resultado da multiplicagdo 368 x 9 = 3312.

Podemos observar como as Réguas de Genaille-Lucas simplificam as
contas ao dispensar as somas em diagonal feitas quando se usam os Ossos de
Napier.

Exemplo 3 -846 x 5
Vamos seguir os passos dos exemplos 1 e 2:

- As réguas 8, 4 e 6 sao dispostas lado a lado na posi¢édo que estdo os algarismos

no nimero 846

8 4 B

COUN~NONEWN |00~ E|N20VONM|WKN 200D | &R =20 |NBUN| US| ~Mm |0

O~ EWN—O|~DEWN2O|OEWN=0|UNLEWN2O|&WUN=0|WN=0|N=0|=0|0
AWN=DOWOO~-ND|[OONNDORAWURN|[EUN2 0O |[OO-NDNE|HLAWN=C0 (OO | HWA O |
N=00R~-~NONLE[NEWUN=0O0R|ONONAEUN|=0O0N-D | HWN=0D|~NDUH|OOC0|WN |M
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+ Selecionamos a linha 5

g 4 B
0 0 0 0
1 1 1 1
5 |2 2 2 2
3 3 3 3
4 4 4 4

. Lemos o resultado da multiplicacdo de 846 x 5 da direita para a esquerda,
comegando pelo algarismo 0, referente as unidades, na régua 6; o algarismo 3
referente as dezenas na régua 4, o algarismo 2 referente as centenas na régua
8 e 0 algarismo 4 referente ao milhar na régua indicadora de linhas.

Note que anotando os algarismos apontados pelas setas triangulares
estamos na verdade fazendo (800 x 5) + (40 x 5) + (6 x 5). Anotando o resultado na

forma usual temos 4230.

Exemplo 4 - 89846 x 74

Seguimos as etapas dos exemplos anteriores:

- Dispomos as réguas 8, 9, 8, 4 e 6 dos algarismos do multiplicando na posigao
que formam o nimero 89846 a direita da régua indicadora de linhas



NRTE O[T O[O NPT [0~ OO O [N T O RD][000 - NOFH[FNOR0NO N
TRt O DO |Oe NS | TN OO0 DOO N OF [ NOFINOR BR[O~ BN - NOT
T D|am IO N T [ D DO NN OO OO~N[TNO~EDO—[NOFTINON 000
R ] e ) B ) YT TP ) e e A e ]
O~ |00 ] o UWZS4§%§”§N
Srlo—nCeNM| O NmT O MO TN |OcNm = NO[O0- NOFNO[O—NO = NOMO
™ o) - L (da] I~ oo [5)]

Selecionamos as linhas 7 e 4 correspondentes aos algarismos que compoem 0

multiplicador
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Lemos o resultado parcial da multiplicacdo através das setas

Linha 4

0s

triangulares conforme mostramos nos exemplos 1 e 2, e escrevemos

algarismos na mesma ordem que estao as réguas em relagdo ao multiplicando,

89846 x 4 = 359384.
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Linha7 Lemos o resultado parcial da multiplicagdo 628922 = 89846 x 7, mas 0
algarismo 7 no multiplicador esta representando as dezenas e assim na verdade
temos 89846 x 7 dezenas = 89846 x 70 = 6289220

Para obtermos o resultado final da multiplicacdo 89846 x 74 = [(89846 x 70) +
(89846 x 4)] devemos somar os resultados parciais das multiplicagdes das linhas 7 e
4 e dispor as parcelas de modo que cada algarismo fique na coluna correspondente
a sua posicdo. Somando as parcelas teremos 6648604.

359384
+ 628922
6648604

Exemplo 5 - 2510478 x 349057

Seguiremos os passos dos exemplos anteriores, sem esquecer de colocar na
soma das parcelas da multiplicagdo, na posicéo adequada, a linha correspondente a
multiplicagao por zero.
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17573346 , unidades

12552390 , dezenas

00000000 , centenas

+ 22594302 . milhares
10041912 ) , dezenas de milhares
7531434 centenas de milhares

|

876299919246

Neste exemplo, fazendo a multiplicagao de dois numeros extensos, podemos
constatar a praticidade das Réguas de Genaille-Lucas; todo o trabalho de fazer as
contas se resumiu em seguir setas anotando os algarismos de cada linha e somando
as parcelas referentes as multiplicagoes parciais colocadas nas posi¢coes que elas
representam no multiplicador.

O resultado da multiplicagao de 2510478 por 349057 & 876299919246.
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4.3 DIVISAO USANDO AS REGUAS DE GENAILLE-LUCAS

4.3.1 Descrigao das Réguas de Genaille-Lucas para efetuar divisoes

Sao réguas retangulares que dispostas lado a lado nos fornecem o resultado
da divisdo de um numero qualquer por um nimero de um algarismo.
Essas réguas sao de trés tipos:
- Régua dos divisores
- Régua dos restos

- Réguas dos quocientes

Régua dos divisores - Esta dividida em 9 retéangulos; no 1° retédngulo superior esta
inscrita a letra D (divisores) e do 2° ao 9° retangulo estao inscritos os numeros de 2
a 9. O retangulo inscrito com o n-ésimo nimero, 2 < n <9, corresponde a linha do

divisor n. (O caso n=1 obviamente & dispensado)

D
2

3
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Régua dos restos — No 12 retangulo do topo esta escrito R (restos) e do 2° ao 9°
retangulo, estdo inscritos em coluna os restos possiveis da divisdo de um nimero

qualquer pelo divisorn, 2<n<9.

DO EWN 20|~ EVURN AN EWRN 20 (RWUN2O(RWRN =0 W=D |N=aOo | =0
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Para visualizarmos melhor a régua dos restos selecionamos um retangulo
referente ao divisor n, isto é, na linha n. Os possiveis restos da divisao de um
namero qualquer pelo divisor nséo 0, 1, ..., n-1.

D

'R AD:U

n-1

Por exemplo, se o divisor € 6 temos os restos possiveis da divisao de
qualquer nimero por6: 0,1, 2, 3,4 e 5.

R D
0
2
3 b
4
5

Réguas dos quocientes - Cada régua é dividida em 9 retangulos. No 1° retangulo

superior esta inscrito um dos nimeros de 0 a 9; em cada retangulo do 2° ao 9°:

- A esquerda estdo anotados em coluna os possiveis quocientes de um algarismo,
decorrente da divisdo de um numero pelo divisor n (2 < n < 9), que tenha como
representante das unidades o numero do topo da régua

. Adireita ha segmentos ligando cada quociente com o respectivo resto.



Vamos observar a régua 7 a seguir para melhor visializagao:
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7+2=3 resta 1; 17+-2=8 resta 1

7+3=2resta 1; 17-3=5 restam 2; 27-3=9 eresta 0

Divisores

0
2
3
4
S/
7
g
9
0
1
3
4
5
6
7
g
9
Restos
Quocientes possivels
possivels
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7+-9=0 e restam 7: 17=9=1 e restam 8; 27+9=3 e resta
0; ... 87+9=9 e restam 6.

No 2° retangulo temos na coluna dos possiveis quocientes de um algarismo

resultantes da divisdo por2: 3e 8 (7+2=3 eresta 1, 17+2=8 e resta 1)

No 3° retangulo da régua temos na coluna dos possiveis quocientes: 2, 5 e 9

(7=3=2 e resta 1, 17+3=5 e restam 2, 27+3=9 e resta 0)

E assim sucessivamente até o 92 retdngulo referente a linha do divisor 9. Os

nameros 0, 1, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9 escritos na coluna a esquerda sao os possiveis

quocientes de um algarismo na diviséo de um nimero por 9.
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Vamos selecionar a célula do divisor 8 da régua 7 para detalhar melhor o

funcionamento das trés réguas colocadas lado a lado:

Ql 7 R B
D 0
2k 1
3 3
5 4 8
7 5
5 5
9 7

\Vamos examinar os possiveis dividendos cujo algarismo das unidades seja 7 e que

resultem em quocientes de um algarismo na diviséo por 8

- 7-8=0 erestam7
- 17+8=2 eresta1

- 27+8=3 erestam3
- 37+8=4 erestamb
- 47+8=5 erestam7
- 57:8=7 eresta1

- 67+8=8 erestam3
- 77+8=9 erestam5b

- observe: 87 = 8 = 10 e restam 7; o quociente tem dois algarismos e

portanto ndo consta na coluna dos quocientes na régua.

Podemos observar que os quocientes e restos recém analisados sao 0s

mesmos da célula: note também que os segmentos ligam cada quociente com o

respectivo resto da diviséo por 8.
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Conjunto completo de Réguas de Genaille-Lucas para divisao.
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Nos exemplos a seguir mostraremos como utilizar as Réguas de Genaille-

Lucas para efetuarmos divisdes.

4.3.2 Exemplos de divisées usando as Réguas de Genaille-Lucas

Exemplo 1 - 807937 = 7

Vamos dividir 807937 por 7 com o auxilio das Réguas de Genaille-Lucas

Colocamos as réguas dos quocientes tendo no topo os numeros do dividendo

8,0,7,9,3e 7 lado a lado na mesma posigdo em que estao os algarismos no

ivisores,

mero 807937; a sua direita a régua dos restos e a régua dos di

"

nu

nesta ordem
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Selecionamos a linha do divisor 7

-

807937 | 7
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- Centenas de milhares ~ régua dos quocientes 8

8+7=1 e resta 1, mas o algarismo 8 esta na posicdo das centenas de milhares
no dividendo, temos na verdade 8 centenas de milhares + 7 = 1 centena de
milhares (800000+7=100000) e restam 100000.

O segmento esta ligando o 1° quociente 1 da régua 8 ao 2° quociente da
régua 0, o que realmente o segmento esta indicando € o quociente da divisao:
o dividendo parcial é formado tendo na posigdo das dezenas o resto da
ultima divisdo parcial e na posigdo das unidades o numero do topo da régua;
se olharmos na régua dos restos temos o algarismo 1. Podemos confirmar no
algoritmo acima: 8+7=1 e resta 1(1 é o algarismo representando as dezenas
no proximo dividendo)

- Dezenas de milhares — régua dos quocientes zero

0+7=0, mas temos o resto 1 na posi¢ao das centenas de milhares (100000=1
centena de milhares=10 dezenas de milhares); temos na verdade 10 dezenas
de milhares+7=1 dezena de milhares e restam 3 dezenas de milhares.

O segmento esta ligando o quociente 1 da régua 0 ao 4° quociente da régua
7: ele esta indicando o quociente da divisdo tendo no dividendo na posicao
das dezenas, o algarismo 3 que € o resto da ultima divisao parcial, observe o
algoritmo: temos no 3° dividendo parcial 37 (3 dezenas do resto da divisao
parcial anterior e 7 o algarismo na casa do milhar baixado do dividendo)

- E assim sucessivamente até a régua na posigdo das unidades. Os
segmentos, da esquerda para a direita, vao indicando os guocientes
considerando nos dividendos parciais, na casa das dezenas, o resto da ultima
divisao parcial

- Para sabermos o quociente da divisdo lemos da esquerda para a direita
comegando pelo 12 quociente superior da régua 8 (pois nao ha restos da
altima divisao parcial) e seguir a indicagao dos segmentos. Temos 115419 no
quociente e restam 4.

Podemos observar que todo o trabalho de fazer o algoritmo da divisao se

reduz a leitura do quociente seguindo os segmentos.
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Exemplo 2 - 807 + 23

Observamos neste exemplo que o divisor 23 tem dois algarismos e as
Réguas de Genaille-Lucas fornecem o quociente para divisor de um algarismo. A
divisdo ndo tem a propriedade distributiva, teremos entao que proceder da mesma
forma feita na divisao utilizando os Ossos de Napier, mas agora usando as Réguas
de Genaille-L.ucas para multiplicacao.

Vamos dividir 807 por 23 com o auxilio das réguas Genaille-Lucas:

- Dispomos as réguas k = 2 e 3 dos algarismos do divisor na posicao que formam
o numero 23 a direita da régua indicadora de linhas

. Lemos os resultados parciais e se quisermos os anotamos a direita das linhas
correspondentes, para facilitar a localiza¢do dos multiplos de 23

32 3
1 |oj=—1]2 E 23 =1x23
2 |8 s g 46 =2 x23
0 B g
35 : o 69 =3x23
a 8 2
4 IS [
5 7 : 92 =4x23
0 0 5
5 15 1B |7
3 3 8 115=5%23
3 4 g
0 2 )
1 3 9
R E R N
3 2 5 138 =6 x23
5 7 3
o 4 7
1 5 2
2 B 3
TN\ 2
5 g 6 161=7x23
& 0 7
0 5 4
1 7 5
2 8 6
B H A N
g ;_ g 184 =8 x23
7 3 1
0 8 7
1 g 8
=
9 i\ |8
B 4 3 207=9x23
7 5 4
8| & <
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Comegamos a divisdo normalmente como hoje, selecionando no dividendo, da
esquerda para a direita, sem alterar sua disposigdo, o menor nimero formado
pelos primeiros algarismos que seja igual a ou maior que o divisor 23; neste
caso o dividendo parcial € 80

807 | 23

Vamos procurar nos multiplos do 23, lendo através das setas triangulares ou nos
valores anotados a direita das réguas, o maior nimero ndo superior a 80. O
namero localizado é o 69 na linha do divisor 3 (referente ao 3° multiplo). O
nimero da linha do divisor sera o primeiro algarismo a compor o quociente (3 x
23 =69)

807 |23
3

Fazemos a subtracdo 80 — 69 = 11 e anotamos o resto 11 embaixo do traco.
Baixamos o préximo algarismao do dividendo, o 7, colocande-o a direita do resto
11. O novo dividendo parcial € o nimero 117

807 |23
- 689 3
117

Selecionamos nos resultados parciais 0 maior nimero nao superior a 117. Na
linha do divisor 5 temos 115 (5 x 23), o 5 & o 2° algarismo do quociente e o
anotamos ao lado direito do 3

807 [23
-89 35
117

Fazemos a subtracédo 117 — 115 = 002 e escrevemos o resto 2 embaixo do trago

807 |23

-89 35
117
- 115
2

Ndo ha mais algarismos no dividendo a serem baixados, devemos encerrar a
divisao. O quociente é 35 e o resto é 3.
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Note que o trabalho de fazer a operagao da divisdo se resume em subtracées
e a leitura dos mdltiplos do divisor.

Exemplo 3 - 5296 = 13

Vamos seguir as mesmas etapas do exemplo anterior:

- As réguas k = 1 e 3 dos algarismos do divisor sdo dispostas lado a lado na
mesma posigdo em que estdo no nimero 13, a direita da barra indicadora das
linhas

- Lemos os resultados parciais e se quisermos os anotamos a direita das linhas
correspondentes. Esses valores a direita das réguas sao todos os multiplos do
divisor 13

1 3
1o 1 3 13=1x13
2 [IB8| 26=2x13
3 1] 13 9
WNJEY 39=3x13
0 4 2
NSRRI Bl s2=4x13
3 7 5
0 5 5
5 3N PN (7
2 W7 2 65=5x13
4 g 9
0 5 8
1 7 9
R ANNE N
4 0 2 78=6x13
5 1 3
) 7 1
1 8 2
2 S E] 3
AN
NN 91=7x13
6 3 T
0 gl /]
1 =] 5
N B
1\ NG
3 2 3 104=8x13
7] 5 1
1] 9 7
1 0 8
A\ L=t
9|4 3 1
S\ JA N Bl 117=9x13
7 5] 4
8 7| 5
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Montamos o processo de divisdo como hoje. Selecionamos no dividendo o menor
nimero formado pelos primeiros algarismos que seja igual a ou maior que o
divisor 13, neste caso, 52

5293 | 13

Procurando nos resultados parciais, o maior nimero ndo superior a 52,
localizamos o nimero 52 na linha do divisor 4. O nimero 4 sera o primeiro
algarismo do quociente

5293 | 13
4

Fazemos a subtragdo 52 — 52 = 00 e anotamos o resto 00 embaixo do trago.
Baixamos o préximo algarismo do dividendo, o 9, colocando-o a direita do resto
00. O novo dividendo parcial & o nimero 9

52903 | 13
- 52 4
009

Olhamos nos resultados parciais o maior nimero que nédo ultrapasse o dividendo
parcial 9. O resultado referente ao 12 mltiplo € o nimero 13. O numero 13 do
divisor & maior que o dividendo 9, devemos entdo anotar como proximo
algarismo do quociente o 0 referente & multiplicagdo do zero pelo divisor 13 (0 x
13)

5203 | 13
- 52 40
009

Fazemos a subtragdo 009 — 000 = 009 e anotamos o resto 9 embaixo do traco.
Baixamos o préximo e ultimo algarismo do dividendo, o 3, colocando-o a direita
do resto 9. O novo dividendo parcial € o nimero 93

5293 | 13
-52_ 40
009
-_000

93



17
Vamos procurar nos resultados parciais o maior nimero ndo superior a 93;

localizamos o numero 91 na linha do divisor 7 referente ao 7° multiplo. O niumero
7 sera o préximo algarismo do quociente

5293 | 13
- 52 407
009
- 000
93

- Fazemos a subtragdo 93 — 91 = 2 e anotamos o resto 2 embaixo do trago

5203 | 13
- 52 407
009
- 000
93
=91
2

- Nao ha mais algarismos no dividendo a serem baixados, devemos encerrar a
divisao.

O resultado da divisdo & 407 e o resto é 2.

Exemplo 4 - 87198 = 87

Vamos seguir as mesmas etapas do exemplo anterior:

- As réguas k = 8 e 7 dos algarismos do divisor sdo dispostas lado a lado na
mesma posicdo em que estdo no nimero 87, a direita da régua indicadora de
linhas

- Lemos os resultados parciais e se quisermos os anotamos a direita das linhas
correspondentes. Esses valores a direita das réguas sao todos os multiplos do
divisor 87
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8 7
1 |0 8 7 -
87 =1x87
219 2 d 174=2x87
0 4 1
3N 5 2 261 =3 x 87
2 B 3
o 2 8
a i £ BLASl  348=4x87
3 5 1
0 0 5
JUpAVEE
e 3 sl 435=5x87
4 |4 9
0 g 2
1 =] 3
62 o 4
3 > ; 522 =6 x 87
5 3 7 ol
1] B L]
1 7 0
2 8 1
713 g 2
M |3 e09=7x87
6 2 5
0o 4 6
1 5 7
2 1L
BB
- : 1| 696=8x87
Fi 11| 3
] 2 3
1 3 4
2 4 5
3 5 5]
9 |4 Bl / |7
i/ B
g g 8 783=9x87
8 0 1

Montamos o algoritmo da divisdo como hoje. Selecionamos no dividendo o menor
numero formado pelos primeiros algarismos que seja igual a ou maior que o
divisor 87

87198 | 87

Procurando nos resultados parciais, o maior nimero nao superior a 87,
localizamos o nimero 87 na linha do divisor 1 referente ao 1° multiplo. O 1 sera o
primeiro algarismo do quociente

87198 | 87
1
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Fazemos a subtragdo 87 — 87 = 00 e anotamos o resto 00 embaixo do trago.
Baixamos o préximo algarismo do dividendo, o 1, colocando-o a direita do resto
00. O novo dividendo parcial € o nimero 1

87198 | 87
- 87 1
001

Olhamos nos resultados parciais 0 maior niimero que nao ultrapasse o dividendo
parcial 1. O resultado referente ao 1° multiplo € o nimero 87. O nimero 87 do
divisor € maior que o dividendo 1, devemos entdo escrever o algarismo 0 no

quociente referente a multiplicagédo do zero pelo divisor 87 (0 x 87)

87198 | 87
- 87 10
001

Fazemos a subtragdo 001 — 000 = 001 e anotamos o resto 1 embaixo do trago.
Baixamos o algarismo 9 do dividendo colocando-o a direita do resto 1. O novo

dividendo parcial € o nimero 19

87198 | 87

- 87 10
001
- 000
19

Vamos procurar nos resultados parciais o nimero o maior nimero ndo superior a
19. Na linha do divisor 1 referente ao 1° multiplo esta o nimero 87 e é maior que
19. Nao existe linha 0 nas réguas, devemos colocar no quociente o 0 referente a
multiplicacao do zero pelo divisor 87 (0 x 87)

87198 | 87
- 87 100
001
- 000
19

Fazemos a subtragdo 19 — 00 = 19 e anotamos o resto 19 embaixo do trago.
Baixamos o proximo algarismo do dividendo (8) colocando-o a direita do resto 19.
O novo dividendo parcial € o nimero 198
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87198 | 87
- 87 100
001
- 000
19
- 00
198

- Vamos procurar nos resultados parciais o maior niumero que nao ultrapasse o
dividendo parcial 198; o numero localizado é o 174 na linha do divisor 2 referente

ao 22 multiplo. O 2 é o proximo algarismo do quociente.

87198 | 87
- 87 1002
001
- 000
19
- 00
198

Fazemos a subtragdo 198 — 174 = 24 e anotamos o resto 24 embaixo do trago

87198 | 87
- 87 1002
001
- 000
19
- 00
198
-174
24

Ndo ha mais algarismos no dividendo a serem baixados, devemos encerrar a

divisao.

O quociente é 1002 e o resto &€ 24.

Exemplo 5 - 8279438673 + 540985

Vamos seguir as etapas dos exemplos anteriores:

As réguas k= 540985 dos algarismos do divisor s@o dispostas lado a lado na
mesma posi¢do em que estao no numero 540985, a direita da régua indicadora
de linhas
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- Lemos os resultados parciais € se quisermos os anotamos a direita das linhas

correspondentes.
g 1 0 g g {f 3
1 10 5 4 1] 9 8 =
2 0 0 8 0 8 B (n] 540985
1 1 9 1 ] |7 11 1081970
3 0 5 2 0 Vi g 5
SIS N (el J8ISJ7| 1622955
0 li] B 1] B 2 0
4 1 1 7 1 |7 3 1
B S8 N30 1804 13| 2163940
o 15 0 0 5 0 5
5 ; B 1 1 6 1 [
2 7
SIS Bl NG 13/ BN 5| 2704925
4 |0 4 4 9 4 0
u] 0 4 0 4 8 ]
1 1 5 1 5 9 1
B 2 2 B8 2 8 Q 2
A N IR E A H 7 N
8 2 4
5 5 ] 5 9 3 5| 3245910
i) L1 8 0 3 B 5
1 6 g 1 4 7 ]
2 7 ] 2 5 8 7
713 8 1 3 6 9 8
4 9 2 4 g ? a9
5 u} 3 5 i}
6 1 3 B 9 2 1| 3786895
n] 0 2| 0 2 4 0
1 1 3 1 3 s 11
2 2 4 2 4 B 2
g |2 3 5 3 5 7 3
N A IR S A A N
5
aSC1Rl N MRS 1EE=AEl \ [Rl 4327880
7 7 9 b ] 1 7
0 5 B 0 1 2 5
1 6 7 1 2 3 B
2 7 8 2 3 4 Fi
3 8 L] 3 4 5 g8
9 14 g 0 4 5 B 9
5 ] 1 5 6 b [u]
B 1 2 6 7 8 1| 4868865
7 2 3 7 8 g 2
8 3 4| 8 9 0 3

-  Fazemos a divisao usual de hoje

8279438673 | 540985

- Selecionamos o primeiro dividendo parcial

8279438673 | 540985

+  Repetir de forma iterativa os passos a seguir até nao haver mais algarismos a
serem baixados do dividendo:
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“Procuramos nos resultados parciais a direita das réguas o maior nimero nao
superior ao dividendo parcial
Anotamos no quociente o niumero da linha que é o mesmo do mdiltiplo do
divisor
Diminuimos o resultado parcial do dividendo parcial
Anotamos o resto embaixo do trago
Baixamos o préximo algarismo do dividendo a direita do ultimo resto. Temos o
novo dividendo parcial.”

8279438673 | 540985
- 540985 15304
2869588
- 2704925
1646636
- 1622955
236817
- 000000
2368173
- 2163940
204233

O quociente é 15304 e o resto € 204233.



5 CONCLUSAO

Podemos observar a praticidade do uso das barras conhecidas por Ossos de
Napier que tornam possivel fazer multiplicagdes, divisbes e extragoes de raiz
quadradas de modo semimecanico. Utilizando estas barras o trabalho de fazer a
multiplicagéo se reduz ao trabalho de fazer as somas, e o trabalho de fazer a divisao
a0 trabalho de fazer as somas e subtragées; usando esta ferramenta as pessoas
podiam fazer as contas com numeros extensos mesmo sem o conhecimento da
tabuada, como a maioria dos mercadores; nos séculos XVl e XVIll nao era comum
esse conhecimento. Podemos verificar que o homem sempre procura um meio de
tornar a vida mais pratica criando novos instrumentos e técnicas; e a matematica
sempre esta presente como uma ferramenta para as outras areas das ciéncias; 0s
Ossos de Napier foram fundamentais para o desenvolvimento do comeércio na
Europa.

No capitulo 4 podemos verificar que usando as Réguas de Genaille-Lucas
para fazer multiplicacao ficamos dispensados do trabalho de fazer as somas em
diagonal feitas nos Ossos de Napier; todo o trabalho de fazer as contas se resumiu
em seguir as setas da esquerda para a direita anotando os resultados parciais das
multiplicagdes das linhas e somando as parcelas dispostas de modo que cada
algarismo fique na coluna correspondente a sua posicéo; na divisdo todo o trabalho
se resume em subtragoes e a leitura dos multiplos do divisor (algoritmo usado hoje).

Esta monografia me deu a oportunidade de ter uma nogao do que € uma
pesquisa; me deu acesso a outras areas de conhecimento, uma expansao de cultura
geral: aperfeicopamento do portugués, geografia, histéria, informatica; me ajudou a
crescer como ser humano e me deu condicdes de ser um profissional mais

competente e satisfeito.
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ANEXO A — PESOS E MEDIDAS

PESOS E MEDIDAS

MUSEU DE METROLOGIA do Instituto Portugués da Qualidade

ﬁlassa - Arratel
Antiga medida de massa (peso)
- vem do arabe al-rafl
variou conforme os reinados entre 353 e 459 gramas.
Uma lei de 26/12/1253 (reinado de D. Afonso I} dava-lhe a equivaléncia de 11,5
ongas
No reinado de D. Joo Il passou a valer 14 oncas
Pela reforma de D. Manuel | (Reforma Manuelina-1499) foi-lhe atribuida a

equivaléncia de 16 ongas, valor que conservou até a implementagao do sistema

meétrico.
Submuiltiplos e multiplos
“grio | esoropulo |_oitava | onga | quana [amdtel arroba |quintalejo| Quintal |
Lﬁ:? 1/128 arrat | | | 128
1/9216 2 (oitava 1/16 1/4 32 - arrat. |
- (terga . L, | mmem— . .. 64 arrat..
arrat.. parte parte arrat. arrat. arrat. (quatro |
| daoitava). | da onca) arrobas)_‘i

(APM. Pesos e medidas. Disponivel em: <www.apm.pt/gt/gthem/intro1.htm>.
Acesso em: 10 de maio de 2003.)



O VALOR DO DINHEIRO NA EUROPA MEDIEVAL
Antonio Luiz Monteiro Coelho da Costa

.\}'alor aproximado de algumas moedas da Baixa Idade Média e inicio da Idade

Moderna (1200-1550)

Moeda

contelido metalico

Florim de ouro (varios paises, 1400-1450)

3,560 g ouro 99,5%

Gulden de ouro (Alemanha e Borgonha, 1490-)

3,560 g ouro 77%

Stuiver (Flandres, 1418) 3,599 g prata 50%

Gros (Flandres, 1418) n/d ]
Gros (Brabante, 1418) n/d

Mite (Flandres, 1418) n/d

Stuiver (Flandres, 1428)

3,753 g prata 44,44%

~

Angelot (Franca, 1422-1461)

2,27 g ouro

Real branco (Portugal, 1435)

1,13 g prata 25%

Testone ou tostdo (Mildo, 1472-1476) 9,8 g prata
Thaler (Alemanha, a partir de 1468) 29 g prata 4\
Cruzado (Portugal, 1500) 3,74 g ouro
Real (Portugal, 1500) 11,8 g cobre
Dinheiro (Portugal, 1500) 4 g cobre
Ceitil (Portugal, 1500) 3,1 g cobre
Ducado (Barcelona, 1492) 3,64 g ouro
Dinero (Barcelona, 1492) nfd

Maravedi (Castela, 1492) n/d

Lira (Veneza, 1517) nfd

Dobrio ou onza de oro (Espanha, inicio do século 16) 27,07 g ouro
Dobra ou pistola (varios paises, inicio do século 16) 6,6-6,8 g ouro
Ducado, escudo, cruzado ou cequim (varios paises, inicio do 3,4-3,5 g ouro

século 16)

Taler, peso, peca de oito, piastra ou pataca {dominios de Carlos
V, inicio do século 16)

27,07 g prata 92,5%

Real (Espanha, inicio do século 16)

3,38 g prata 92,5%

Fuls (Marrocos, inicio do século 16)

3,58 g cobre

Ochavo (Espanha, inicio do século 16)

3,58 g cobre




Maravedi (Espanha, inicio do século 16)

n/d

Real (Portugal, 1553)

n/d

O VALOR DO DINHEIRO NO REINO UNIDO

Antonio Luiz Monteiro Coelho da Costa

A historia da libra esterlina de Alfredo, o Grande, a Tony Blair.

Uhidades monetarias inglesas

Moeda simbolo valor em vigéncia

libras
Guinea ou Guinéu | g. 1,05 (*) 1552 a 1816
Pound ou Libra £ 1,00 da Idade Média em diante
Crown ou coroa - 114 de 1552 até hoje
Shilling ou solidus || s 1/20 da Idade Média em diante
Penny ou denarius | d 1/240 da Idade Média a 1970
Farthing (Ys penny) ||~ 1/960 da ldade Média a 1956
New penny P 1/100 1971-1982
Penny p 1/100 de 1982 em diante

COSTA, Luiz Antonio.Indicadores Econdmicos:O valor do dinheiro na Europa

Medieval e O valor do dinheiro no Reino Unido.Disponivel em:
< http://antonioluizcosta.sites.uol.com.br/indicadores.htm>.

Acesso em: 01 outubro 2003.
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