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Resumo

Neste trabalho, de cunho bibliografico, exploratério e analitico, objetivamos utilizar o “Jogo
Senha” ou “Mastermind” como recurso didatico-pedagdgico para auxiliar o ensino da
Andlise Combinatéria. Nesse intuito, exploramos o grande potencial de aplicabilidade do
tema, para estudar problemas de contagem a partir de analises matematicas que o jogo
propicia. Definimos e exemplificamos todos os Principios de Contagem que fazem parte
do curriculo do segundo ano do Ensino Médio e introduzimos o conceito de Permutagdes
Cadticas, por meio de atividades diversas, esperando tornar o estudo do tema mais atraente,
compreensivo e dindmico. Propomos ao final, cinco atividades visando associar os conceitos
com o Jogo Senha, oferecendo uma forma ludica e diferenciada para o ensino da Analise
Combinatéria.

Palavras-chaves: Analise Combinatéria, Principio Multiplicativo, Permutacdes Cadticas,
Métodos de Contagem, Senha.



Abstract

In this work, focused on bibliographic, exploratory and analytical aspects, we aim to use the
game "Mastermind" as a didactic-pedagogic resource to assist the teaching of Combinatorial
Analysis. To that end, we explore the great applicability potential of the topic to study counting
problems from mathematical analysis that the game provides. We define and exemplify all
Counting Principles that are part of the second year of high school curriculum and introduced
the concept of Permutations Chaotic, through various activities, hoping to make the study
more attractive, sympathetic and dynamic. We propose, at the end, five activities aiming to
associate the concepts with Mastermind, offering a playful and differentiated form for the
teaching of Combinatorial Analysis.

Key-words: Combinatorial Analysis, Multiplicative Principle, Chaotic Permutations, Counting
Methods, Password.
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Introducao

O jogo foi uma ferramenta frequentemente utilizada desde Roma e Grécia antigas,
com obijetivo de propiciar lazer aos “jogadores”. No entanto, o jogo ndo estd somente ligado
ao que é diversao e prazer, mas também ao calculo, raciocinio e operagao, entre outros
processos (BROUGERE, 1998).

Os jogos sdo tao antigos como a humanidade. O ato de jogar desde sempre
acompanhou a civilizagdo. Em todas as civilizagdes encontramos uma pra-
tica ludica. Os jogos constituem uma das facetas incontornéaveis da cultura
humana. [...] As razdes profundas que levam a que todas as civilizagdes
desenvolvam jogos sdo ainda desconhecidas, mas é consensual o seu inte-
resse cultural e educacional. (NETO; SILVA; SILVEIRA, 2008 apud SOUZA,
2013, p. 7).

Em consequéncia da inovacao educacional do século XIX, novas propostas pedagoé-
gicas comegaram a surgir, incentivando diferentes maneiras de ensinar, conforme constata,
por exemplo, Souza (2000) em artigo acerca da renovacéo do programa escolar a partir de
1870. Neste ambito, os jogos ganham espaco e adentram o meio educacional, mostrando-se
como instrumentos positivos no processo de ensino-aprendizagem.

No que diz respeito aos Parametros Curriculares Nacionais (PCNs), Brasil (1998,
p. 49), destaca-se que “um aspecto relevante nos jogos é o desafio genuino que eles
provocam no aluno, que gera interesse e prazer. Por isso, é importante que os jogos facam
parte da cultura escolar”. Brasil (1998, p. 36) ainda enfatizam: “[...] 0s jogos com regras tém
aspecto importante, pois neles o fazer e o compreender constituem faces de uma mesma
moeda. A participacdo em jogos de grupo também representa uma conquista cognitiva,
emocional, moral e social para a crianga e um estimulo para o desenvolvimento do seu
raciocinio l6gico”.

Ja para Macedo (1995), a novidade dos jogos de regras € o seu carater coletivo,
pois neles as agdes devem ser reguladas por convengdes que definem o que os jogadores
podem ou nao fazer. E, segundo Moura (1992), o jogo ganhou importancia em propostas
para seu aparecimento no ensino de matematica nas contribui¢cdes tedricas de Piaget,
Vygotsky, Leontiev, Elkonin, entre outros. Assim, os jogos passam a fazer parte dos materiais
pedagogicos como metodologia de aprendizagem construtivista. Por meio dos jogos, o
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aprendiz explora informagdes que norteiam o aperfeicoamento de capacidades mentais e
isso traz o autodesenvolvimento da personalidade do individuo.

Naturalmente, cada jogo apresenta problemas e regras com as quais o jogador tem
que lidar para que sua participacao seja ativa. Os problemas exigem certa estratégia a
qual pode ser explorada a partir de uma base tedrica ou apenas pela intuigéo, porém, é de
fundamental importancia para o bom desempenho nas disputas a disciplina e o autocontrole
do jogador.

Alguns jogos possuem regras, estratégias e conceitos ligados intimamente a mate-
matica e um jogo especifico que serd utilizado como ferramenta no decorrer deste trabalho,
visando apresentar estratégias de ensino, é o denominado “Jogo Senha” ou “Masterminad”.
Ele valoriza aspectos importantes, como: aten¢cdo, memorizagdo, autonomia, assim como
conhecimentos matematicos. O tema matematico principal que esta presente é a Analise
Combinatéria, que possui grande importancia na formagao dos alunos do Ensino Médio,
como destaca os PCNs:

As habilidades de descrever e analisar um grande numero de dados, reali-
zar inferéncias e fazer predigdes com base numa amostra de populagao,
aplicar as idéias de probabilidade e combinatéria a fendbmenos naturais e
do cotidiano sao aplicagées da Matematica em questdes do mundo real que
tiveram um crescimento muito grande e se tornaram bastante complexas.
Técnicas e raciocinios estatisticos e probabilisticos sdo, sem duvida, instru-
mentos tanto das ciéncias da Natureza quanto das Ciéncias Humanas. Isto
mostra como sera importante uma cuidadosa abordagem dos contetidos de
contagem, estatistica e probabilidades no Ensino Médio... (BRASIL, 1998,
p. 257).

Além disso, segundo Gongalves, temos que

Os problemas combinatorios e as técnicas para sua resolugéo tiveram e tém
profundas implica¢des no desenvolvimento de outras &reas da matematica
como a probabilidade, teoria dos nimeros, a teoria dos autbnomos e inteli-
géncia artificial, investigacdo operativa, geometria e topologia combinatérias.
(ROA; NAVARRO-PELAYO, 2001 apud GONGCALVES, 2014, p. 12).

Em nosso trabalho abordaremos uma forma de usar o Jogo Senha em salas de
aula de nivel médio, associando a matematica presente no jogo com os métodos de
contagem dispostos em problemas do cotidiano. Nao encontramos nenhuma proposta
desse tipo, porém destacamos alguns trabalhos similares importantes para os temas Jogos
e Combinatoria, como é o caso de Gongalves (2014), que propde o ensino dos métodos
de contagem sem o uso excessivo de formulas, utilizando o Principio Multiplicativo como
ferramenta didatico-pedagdgica; Santos (2007) que enfatiza a parte matematica presente
nos casos do Jogo Senha; Ferreira, Sales e Mendes (2015) que relata uma experiéncia da
aplicacdo do Jogo Senha para a iser¢ao do tema Permutacdo Simples e Souza (2013), que
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trabalha os Jogos de Nim e Torre de Handi, além de enfatizar a parte histérica dos jogos
em geral.

Portanto, o presente trabalho, de cunho bibliografico, objetiva utilizar jogos como
metodologia de ensino e aprendizagem de matematica, mais especificamente o Jogo Senha.
Nossos objetivos s&o assim delineados:

1. Objetivo Geral

» Criar uma metodologia de ensino diferenciada para o ensino de Andlise
Combinatéria.

2. Objetivos Especificos

» Estimular o raciocinio combinatério do aluno a partir de uma abordagem dindmica
associando os métodos de Contagem com o Jogo Senha;

* Incentivar a parte escrita na resolugao dos problemas de Contagem;

« Estimular o raciocinio combinatério através da resolugcao de problemas associando
Conceitos com casos do Jogo Senha;

» Associar os conceitos utilizados nos casos do Jogo Senha com os métodos
utilizados em problemas quaisquer de Analise Combinatdria;

* Inserir 0 aluno nos problemas matematicos tornando-os parte fundamental do
processo educativo;

* Propor a insergao dos Conceitos de Permutacdes Caodticas no Ensino Médio.

Para tanto, sera feita uma analise dos documentos/parametros que orientam o
ensino da Analise Combinatéria no Ensino Médio e, em seguida, iremos analisar caso
a caso qual método de contagem sera proposto mostrando o potencial de aplicabilidade
que esta agao didatica possui. Apds as analises gerais das situagdes presentes no Jogo,
teremos a possibilidade de aplicar alguns Métodos de Contagem, a fim de entender com
mais detalhes o decorrer do jogo além de trazer a oportunidade implicita de inserir algumas
técnicas que n&o sdo exigidas pelos Parametros Nacionais.

Esperamos, com esta proposta, tornar o estudo da matematica mais atraente e
motivador para os alunos, estimulando, principalmente, seu raciocinio dedutivo e o gosto
por estudar matematica. Para melhor compreenséao, apresentamos a seguir a estrutura do
trabalho.

No Capitulo 1, iremos analisar as Orientagdes Curriculares Nacionais, a fim de
entender os objetivos do ensino dos Métodos de Contagem. Faremos uma analise de
como este tema é abordado no Ensino Médio Nacional. Apresentaremos também, todas
as técnicas de Contagem envolvidas no Jogo, com a finalidade de embasar teoricamente
o trabalho, dando mais seguranca a pesquisa e as aplicagdes. Todas as técnicas serao
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enunciadas, definidas, demonstradas e exemplificadas, sempre dentro de alguns casos do
préprio Jogo.

No Capitulo 2, mostraremos efetivamente a Andlise Combinatéria por tras do Jogo
Senha. Iremos, com isso, aplicar os conceitos e técnicas apresentados no Capitulo 1
para entender matematicamente o desenvolver do Jogo em estudo. Com isso, estaremos
apresentando, indiretamente, o potencial didatico-pedagdgico que esta proposta possui.

No Capitulo 3, apresentaremos propostas didatico-pedagogicas para o Ensino de
Analise Combinatéria por meio da aplicacdo do Jogo Senha, seja pelo método tradicional
no tabuleiro ou por aplicativos atualmente disponiveis em Smartphones. Mostraremos
que os métodos de Contagem podem ser inseridos no decorrer do Jogo, trazendo assim
aplicabilidade, ludicidade e desafio durante as tentativas de adivinhar a senha. Isso trara a
oportunidade de associar a matematica presente no Jogo com Problemas de Contagem
diversos.

Por fim, expomos nossas consideracdes finais, além de fazermos a analise do que
foi desenvolvido ao longo do trabalho. Em seguida, as Referéncias Bibliograficas e os
Apéndices.
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Capitulo 1

A Analise Combinatoria no Ensino
Médio

1.1 Uma visao curricular da Analise Combinatoria

Um trabalho (Dissertagdo de Mestrado) desenvolvido por Leonardo (FREITAS,
2014) propde a inserc¢ao do Principio Fundamental da Contagem no Ensino Fundamental
objetivando estimular desde cedo o raciocinio combinatério dos discentes. Trata-se de
uma proposta inspirada nos estudos de Jean Piaget a respeito do aprendizado infanto-
juvenil, onde sao destacadas fases de aprendizagem. O conceito matematico utilizado é
fundamental dentro da Analise Combinatéria. Por sua vez, esse tema é caracterizado por
ser muito focado no raciocinio do que propriamente em célculos e isso faz com que muitos
alunos o considerem dificil para assimilagdo. Uma passagem do trabalho citado acima
mostra claramente a forma com que o tema é visto atualmente:

Nao é dificil encontrar professores de matematica que ndo suportam a ideia
de lecionar Analise Combinatéria em turmas do segundo ano do ensino
médio, onde geralmente este assunto é abordado, e, quando o fazem, é de
forma simploria, direta e com pouca variedade de aplicagbes, seguindo um
padrdo pré-existente. Menos dificil ainda é perceber que este fato leva a
um baixo nivel de aprendizado por parte do discente, que é atropelado por
informacgdes que, na maior parte dos casos, sao impostas pela presenca
de férmulas e procedimentos a serem seguidos, 0 que torna o estudo
do assunto ainda mais dificil, jA que apenas uma minoria possui alguma
afinidade com a prépria matematica. (FREITAS, 2014, p. 8).

Vale ressaltar, que por ser um tema que exige um trabalho cuidadoso, temos que
nos precaver, pois

[...] se a aprendizagem destes conceitos se faz de maneira mecanica,
limitando-se a emprega-los em situagdes padronizadas, sem procurar habi-
tuar o aluno com a andlise cuidadosa de cada problema, cria-se a impressao
de que a Anélise Combinatéria é somente um jogo de formulas complicadas.
(MORGADO et al., 2016, p. 2).
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Outro aspecto importante é a forma de abordagem do tema nos livros didaticos.
Com base no Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD), guia que avalia e coordena a
distribuicao de livros didaticos no Brasil, além de auxiliar na base pedagédgica, observamos
que todos os livros disponiveis no Ensino Médio, de acordo com o guia de 2015, por
exemplo, destacam o contetdo de Combinatéria da maneira expressa no quadro 1 (Principio
Fundamental da Contagem (PFC) e Principio Aditivo de Contagem (PAC)):

Quadro 1 — Topicos de Analise Combinatéria dispostos em livros didaticos

Autor/Contetdo PFC | PAC | Fatorial | Permutagdo | Arranjo | Combinagdes | Bindmio de Newton
(LEONARDO, 2013) X X X X X X
(DANTE, 2009) X X X X X
(PAIVA, 2009) X X X X X X X
(IEZZ] et al., 2013) X X X X X
(SMOLE; DINIZ, 2010) X X X X
(SOUZA, 2010) X X X X X X

Fonte: Autoria prépria

A representacao disposta nos livros didaticos em geral sugere direta ou indiretamente
a apresentacao do tema de forma separada, forgcando, assim, um ensino focado apenas na
distincao das técnicas de contagem. Isso provoca o incentivo na memorizagao de férmulas,
ou seja, formam-se alunos que entendem os Métodos de Contagem da seguinte maneira:
“Se for um problema de Arranjo uso essa férmula, mas se for de Combinacgao utilizarei
essa...”.

Tal forma de apresentar o tema diverge dos objetivos dos Parametros Curriculares
Nacionais + (PCN+) (Documento do Ministério da Educagao que visa auxiliar o Docente em
sua pratica pedagégica):

As formulas devem ser consequéncia do raciocinio combinatério desen-
volvido frente a resolugédo de problemas diversos e devem ter a fungao de
simplificar calculos quando a quantidade de dados é muito grande. Esses
contetidos devem ter maior espago e empenho de trabalho no ensino mé-
dio, mantendo de perto a perspectiva da resolugao de problemas aplicados
para se evitar a teorizagao excessiva e estéril. Espera-se que assim o
aluno possa se orientar frente a informagdes de natureza estatistica ou
probabilistica. (BRASIL, 2002, p. 126 - 127).

Outro aspecto relevante refere-se a restricdo dos métodos de contagem. Existem
técnicas de contagem importantes na Analise Combinatéria que ndo sao sugeridas de
maneira alguma no ensino basico, como vimos na distribuicdo dos conteudos apresentadas
no quadro 1. Um assunto que merece destaque é o das “Permutacdes Cadticas”, que devido
a sua simplicidade e aplicabilidade, sera apresentado neste trabalho, embora 0 mesmo nao
faca parte dos temas apresentados nos livros de Ensino Médio.

Analisando um pouco mais os PCN+, observamos que as novas propostas de ensino
integrado, contextualizado e interdisciplinar, dividem a Matematica em trés grandes temas:
1) Algebra: Nimeros e Fungées; 2) Geometria e Medidas; e 3) Anélise de Dados. O tema em
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estudo, Anédlise Combinatéria, enquadra-se no terceiro tema, que por sua vez é organizado
por trés unidades: Estatistica, Contagem e Probabilidade, temas que devem ser tratados de
forma conjunta e complementar, pois,

A Estatistica e a Probabilidade devem ser vistas, entdo, como um conjunto
de idéias e procedimentos que permitem aplicar a Matematica em questdes
do mundo real, mais especialmente aquelas provenientes de outras areas.
(BRASIL, 2002, p. 126).

E, ainda, especificamente no nivel meédio:

Estatistica e Probabilidade lidam com dados e informagdes em conjuntos
finitos e utilizam procedimentos que permitem controlar com certa segu-
ranca a incerteza e mobilidade desses dados. Por isso, a Contagem ou
analise combinatéria é apenas parte instrumental desse tema. A Contagem,
ao mesmo tempo que possibilita uma abordagem mais completa da proba-
bilidade por si s8, permite também o desenvolvimento de uma nova forma
de pensar em Matematica denominada raciocinio combinatério. Ou seja,
decidir sobre a forma mais adequada de organizar numeros ou informagdes
para poder contar os casos possiveis ndo deve ser aprendido como uma
lista de formulas, mas como um processo que exige a construgdo de um
modelo simplificado e explicativo da situagao.(BRASIL, 2002, p. 126).

Com isso, vemos que este tema coopera na interpretagdo dos diversos modelos
de problemas matematicos, fazendo com que o aluno desenvolva distintas maneiras para
raciocinar diante da situagao proposta.

Os conteldos e habilidades de Contagem desenvolvidos no tema Analise de Dados,
conforme os PCN+, sdo apresentados abaixo:

Contagem: principio multiplicativo; problemas de contagem.

e Decidir sobre a forma mais adequada de organizar niumeros e informa-
¢Oes com o objetivo de simplificar calculos em situagdes reais envolvendo
grande quantidade de dados ou de eventos.

e |dentificar regularidades para estabelecer regras e propriedades em
processos nos quais se fazem necessarios os processos de contagem.

e |dentificar dados e relagdes envolvidas numa situagao-problema que
envolva o raciocinio combinatério, utilizando os processos de contagem.
(BRASIL, 2002, p. 127).

Dependendo da metodologia abordada, a presencga forte que os problemas combi-
natorios possuem em outras ciéncias fica um pouco omissa. Porém, tal como afirmam os
Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCNEM), “Sao necessarias nogdes
de probabilidade, andlise combinatéria e bioquimica para dar significado as leis da heredita-
riedade, o que demanda o estabelecimento de relagées de conceitos aprendidos em outras
disciplinas” (BRASIL, 1999, p. 42). Destaca-se ainda dos PCNEM:
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As habilidades de descrever e analisar um grande niumero de dados, reali-
zar inferéncias e fazer predigdes com base numa amostra de populagao,
aplicar as idéias de probabilidade e combinatéria a fenbmenos naturais e
do cotidiano séo aplicagdes da Matematica em questdes do mundo real que
tiveram um crescimento muito grande e se tornaram bastante complexas.
Técnicas e raciocinios estatisticos e probabilisticos sdo, sem duvida, instru-
mentos tanto das Ciéncias da Natureza quanto das Ciéncias Humanas. Isto
mostra como sera importante uma cuidadosa abordagem dos conteldos
de contagem, estatistica e probabilidade no Ensino Médio, ampliando a
interface entre o aprendizado da Matematica e das demais ciéncias e areas.
(BRASIL, 1999, p. 44).

Certamente, nos livros didaticos, os alunos terdo uma gama de problemas contextua-
lizados, atuais e interessantes, porém, ndao ha dinamismo, propostas extraclasse, propostas
de jogos, como é o caso do presente estudo. Com isso, o0 aluno fica preso em um formato
tradicionalista de apenas ver o problema combinatério com o recurso do livro. De forma
simplificada, com o Jogo Senha, o aluno estara “dentro” de um problema de contagem.

1.2 Conceitos da Analise Combinatoéria

A Analise Combinatéria é uma secao da Matematica que ganhou bastante impor-
tancia devido as relagdes que possui. Em outras palavras, “[...] os métodos combinatérios
sao particularmente relevantes em estatistica e ciéncia da computacao e, juntamente com a
matematica pura, torna esse conteudo, de forma intuitiva, mais atraente” (GONCALVES,
2014, p. 19).

Os métodos de Contagem tém como principio a técnica de quantificar elementos de
um conjunto. Porém, em muitos casos, é necessaria a explicitagdo de todos os elementos
para efetuar a contagem. Através da Analise Combinatéria, ndo sera preciso tal agao.

Uma caracteristica importante desse tema Matematico é o forte incentivo ao racioci-
nio.

Embora a Analise Combinatéria disponha de técnicas gerais que permitem
atacar certos tipos de problemas, é verdade que a solugdo de um problema
combinatério exige quase sempre engenhosidade e a compreensao plena
da situagao descrita no problema. Esse € um dos encantos desta parte da
matematica, em que problemas faceis de enunciar revelam se por vezes
dificeis, exigindo uma alta dose de criatividade para a solugdo. (MORGADO
etal., 2016, p. 2).

Antes de enunciar conceitos necessarios para aplicagdes em problemas de conta-
gem, é importante ressaltar a “estratégia classica” (grifo nosso), apresentada em diversos
livros da Sociedade Brasileira de Matematica (SBM), como estas relacionadas abaixo:
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1. Postura: Devemos sempre nos colocar no papel da pessoa que deve
fazer a acao solicitada pelo problema e ver que decisées devemos tomar.
[...]

2. Divisao. Devemos, sempre que possivel, dividir as decisdes a serem
tomadas em decisdes mais simples. [...]

3. Nao adiar dificuldades. Pequenas dificuldades adiadas costumam se
transformar em imensas dificuldades. Se uma das decisées a serem toma-
das for mais restrita que as demais, essa € a decisdo que deve ser tomada
em primeiro lugar. (LIMA et al., 2006, p. 90 - 91).

1.2.1 Principio Aditivo de Contagem ou Principio da Adigao

Este principio € uma ferramenta basica necessaria para determinar o nimero de
elementos de um conjunto, formado por regras e caracteristicas préprias.

A procura por técnicas de contagem esté diretamente vinculada a histéria da
Matematica e a forma pela qual as pessoas tém seu primeiro contato com
esta disciplina. A primeira técnica matematica aprendida por uma crianca
€ “contar”, ou seja, enumerar 0s elementos de um conjunto de forma a
determinar quantos sao os seus elementos. As operagdes aritméticas sao
também motivadas (e aprendidas pelas criangas) através de sua aplicagao
a problemas de contagem. (MORGADO et al., 2016, p. 15).

Definicao 1.1. Considerando dois conjuntos A e B disjuntos, com a e b elementos, res-
pectivamente, entdo A U B possui a + b elementos. Generalizando, se Ay, A,, ..., A, sdo
conjuntos disjuntos dois a dois e A; possui n; elementos, onde i = 1,2,3, ..., k, entdo:
A1 UAyU ... U A, possuing + ny + ... + ny elementos.

Exemplo 1.1. Uma tarefa podera ser realizada de 3 formas caso transcorra de manha. Esta
mesma tarefa podera ser feita a tarde através de outras 2 formas distintas. Com isso, de
quantas maneiras ela podera ser feita durante o dia?

Solucao: Pelo Principio Aditivo de Contagem, existem 3 + 2 = 5 formas de realizagao da
tarefa.

Exemplo 1.2. Um quimico dispbe de 4 substancias (A, B, C e D) para formar uma mistura. A
mistura sera composta de 3 substancias, porém, a substancia A ndo pode se misturar com
B. De quantos modos ele podera formar a mistura?

Solucao: Para este problema, temos dois casos:
a) Das trés escolhidas para a mistura, ndo pode constar a substancia A;
b) Das trés escolhidas para a mistura, ndo pode constar a substancia B.

Entao, temos para o caso a) uma mistura possivel: BCD. E para o caso b) uma outra
mistura (e Unica): ACD. Logo, pelo Principio Aditivo de Contagem, o quimicotera 1 +1 =2
modos de formar a mistura.
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1.2.2 Principio Fundamental da Contagem ou Principio Multiplicativo

Este principio também é conhecido como Principio Multiplicativo (PM). E uma das
técnicas mais eficientes e importantes dos problemas de Andlise Combinatoéria.

Definicao 1.2. O principio Fundamental da Contagem diz que se ha x modos de tomar uma
primeira decisdo D, e, tomada a primeira decisdo, ha y modos de tomar a segunda decisao
D, , entdo o numero de modos de tomar sucessivamente as decisées D1 e Dy é x X y.

De forma generalizada, se uma decisdo D, pode ser feita de x modos, uma decisdo
D, de y modos, ..., uma decisdo D,, de n modos, entdo o numero de modos de realizar
Dy, Ds,....,D, emsequéncia, é x X y X ... X n.

Exemplo 1.3. Um aluno se prepara para ingressar no ensino superior. Ele pode escolher
entre 10 universidades diferentes. Se cada uma delas tiver 15 cursos, quantas possibilidades
de cursos ha para ele? (Considere diferentes cursos do tipo Medicina da universidade A e
Medicina da universidade B).

Solucao: Temos duas tarefas a ser realizada:

Tarefa 1: Escolher a universidade;

Tarefa 2: Apoés a escolha da universidade, escolher o curso.

Claramente, a tarefa 01 podera ser feita de 10 maneiras e a tarefa 02 de 15 maneiras.

Pelo Principio Multiplicativo o aluno tera 10 x 15 = 150 cursos diferentes para sua
escolha.

Exemplo 1.4. (MORGADO; CARVALHO, 2013, p.118) Quantos sdo os numeros de trés
digitos distintos?

Solucao: Temos trés escolhas para solucionar este problema. O primeiro digito pode ser
escolhido de 9 modos, pois ele ndo pode ser igual a 0 (sendo 0 o primeiro digito, 0 nimero
sera considerado de dois digitos ou menos). O segundo digito pode ser escolhido de 9
modos, pois nao pode ser igual ao primeiro digito, mas nesse caso ele pode valer 0. Por
ultimo, o terceiro digito pode ser escolhido de 8 modos, pois ndo pode ser nem igual ao
primeiro nem ao segundo. Logo, pelo Principio Multiplicativo temos 9 x 9 x 8 = 648 numeros
existentes com a configuracao pedida.

Vejamos agora uma importante informagao em relacdo a uma notagao que sera
muito utilizada:
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Durante o desenvolvimento da andlise combinatéria muitos matematicos
adotaram diferentes simbologias para denominar as mesmas operagdes.
O simbolo II(n) foi instituido por Gauss (1777-1855) para representar o
produto dos n primeiros nimeros naturais (fatorial de n), A. M. Legendre
(Paris, 1811) usava o simbolo v(n + 1); a notagdo n! é devida ao francés
Cristian Kramp (Col6nia, 1808) e | n usada por outros autores. A Arbogast
(Strasburgo, 1800) deve-se a denominacao fatorial (VAZQUEZ; NOGUTI,
2004, p. 5)

Assim, para simplificar a escrita matematica, para todo numero natural n definiremos
n! (que se |é fatorial de n) como o produto

nl=nxn—-1)xn—-2)x..x3x2x1

Convenientemente, o fatorial de zero sera considerado como sendo igual a um, pois
esta atitude preserva a validade de alguns resultados ja conhecidos. Assim, temos que:

11=1

20=2x1=2

3II=3x2x1=6

4! =4x3x2x1=24

Bl=5x4x3x2x1=120

6l =6x5x4x3x2x1="720

1.2.3 Permutacoes Simples

Definicao 1.3. Um problema de Permutacdo Simples é caracterizado pela troca de posi¢cao
dos elementos disponibilizados, formando assim agrupamentos que se diferem apenas pela
ordem.

Essa ideia pode ser vista a partir do significado da palavra. Segundo o Dicionario
da Lingua Portuguesa Priberam, “permutag¢ao” deriva do latim permutatio, que significa
“permuta, troca, transposicéo reciproca de duas coisas”.

Logo, para permutar n objetos distintos temos, inicialmente, n escolhas para uma
vaga, n — 1 escolhas para uma vaga ainda nao escolhida, n — 2 escolhas para uma vaga
ainda nao escolhida e assim por diante até esgotar os objetos e consequentemente as vagas.
Finalizando, pelo Principio Multiplicativo teremos n! ordenagées possiveis. Confirmando
assim a definicdo de Lima et al. (2006, p. 99): “0 numero de permutacao simples de n
objetos distintos é P, = n!”.

Exemplo 1.5. Quantos sdo os anagramas da palavra CALOR? Quantos comegam por
consoantes?
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Observacao 1.1. Um Anagrama é um rearranjo das letras de uma palavra para formar
outra palavra, com sentido ou n&o, utilizando todas as letras originais exatamente uma vez.
Exemplo: ORMA e ROMA s&o anagramas da palavra AMOR.

Solucao: Cada anagrama corresponde a uma ordem de colocagao dessas 5 letras. O
numero de anagramas € P; = 5! =5 x4 x 3 x 2 x 1 = 120.

Para formar um anagrama comecando por consoante, devemos, primeiramente,
escolher a consoante (3 modos) (lembrando a estratégia 3: Ver pagina 19 deste trabalho) e,
depois, arrumar (permutar) as 4 letras restantes (4! = 4 x 3 x 2 x 1 = 24 modos). Assim,
pelo Principio Multiplicativo temos 3 x 24 = 72 anagramas comeg¢ando por consoante.

Exemplo 1.6. De quantas maneiras uma familia de 10 pessoas (6 homens e 4 mulheres)
podem se posicionar para tirar uma foto, de modo que os homens fiquem lado a lado, assim
como as mulheres?

Solucao: Primeiramente, temos que escolher a ordem por género. Isto pode ser feito de
2 x 1 = 2 formas (homens na esquerda e mulheres na direita ou o contrario). Em seguida,
vamos permutar os membros da familia separadamente. Para os homens, temos 6! = 720
ordenacgdes. Ja para as mulheres, 4! = 24 ordenagdes. Assim, pelo Principio Multiplicativo,
temos 2 x 720 x 24 = 34560 formas de ordenar a familia para tirar a foto.

1.2.4 Combinagoes Simples

Definicao 1.4. Uma Combinagdo Simples consiste em selecionar p objetos distintos entre n
objetos distintos dados de forma que a ordem ndo seja importante. Tal sele¢do sera obtida
se0<p<n.

De acordo com Lima et al.,

Cada selegé@o de p objetos é chamada de uma combinagédo simples de
classe p dos n objetos. Assim, por exemplo, as combinagdes simples de
classe 3 dos objetos a, b, ¢, d, e séo (a, b, ¢), (a, b, d), (a, b, €), (a, ¢, d), (a,
c,e),(ade),(bcd),(brce),(bdee(de)l...]

Para resolver o problema das combinagdes simples, basta notar que seleci-
onar p entre os n objetos equivale a dividir os n objetos em um grupo de p
objetos, que sé@o os selecionados, e um grupo de n — p objetos, que sédo os
néo selecionados. (LIMA et al., 2006, p. 101).

Esta definicdo se baseia no seguinte desenvolvimento. Inicialmente, coloque em
fila os n elementos dados, isso pode ser feito de n! maneiras. Tome os p elementos da fila
para compor a selecao de p elementos (consequentemente os n — p Ultimos irdo compor
0 segundo grupo). Como cada divisao do conjunto em grupos de p e n — p elementos é
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contada p! x (n — p)! vezes, temos que o nimero de subconjuntos de p elementos de um
conjunto com n elementos é:

n!
ptx (n—p)!

Podendo também ser escrita da forma:

n!

pl(n —p)!
Ou seja, se n — p = r temos:
n! ~nn—=1)n—-2).r(r—-1)r~-2)..1 nn-1)..(r+1)
pl(n —p)! plr(r—1)(r—2)...1 p!

E simbolizamos por C(n, p). Assim, sendo r = n — p, temos:

nn—1)..r+1) nn—-1)..(n—p+1)
Cln.p) = plp—1)..1 B p!

De um jeito simples, o importante é perceber que n(n — 1)...(n — p + 1) possui p
fatores, e este fato simplifica o entendimento da formula. Vejamos no seguinte caso: Qual
é o valor de (10, 3)?

Temos que n = 10 e p = 3. Logo, r = n — p = 7. Entéo:

10x (10—1)x...x(7T+1) 10x9x8
3x2x1  3x2x1

Exemplo 1.7. Com 5 homens e 4 mulheres, quantas comissées de 5 pessoas, com pelo

C(10,3) = =120

menos 3 homens, podem ser formadas?

Solucao: Como a comissao sera formada por no minimo trés homens, entao temos alguns
casos a ser considerados:

Caso A: Trés homens e o restante (duas, pois a comissao € composta de cinco pessoas)
de mulheres;

Caso B: Quatro homens e o restante (uma) de mulher;

Caso C: Cinco homens e nenhuma mulher.

Para o Caso A, dentre cinco homens temos que escolher trés e, dentre quatro
mulheres, escolher duas. Isso pode ser feito, respectivamente, de C'(5, 3) e C'(4,2) modos.

Ja no Caso B, dentre cinco homens, escolher quatro e, dentre quatro mulheres,
escolher uma. Isso pode ser feito, respectivamente, de C'(5,4) e C(4,1) modos.
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E no Caso C, dentre cinco homens, temos que escolher cinco. Isso claramente pode
ser feito de um C'(5,5) modo.

Pelo Principio Multiplicativo temos:

C(5,3) x C(4,2) = 324x3  1X3 _ §() modos para 0 caso A;

Ix2x1 2x1

C(5,4) x C(4,1) = 2X3%3%2 » 1 = 20 modos para 0 caso B;

E 1 modo para o caso C.
Logo, pelo Principio Aditivo temos: 60 + 20 + 1 = 81 comissdes possiveis.

Exemplo 1.8. Ha 5 pontos sobre uma reta R e 8 pontos sobre uma reta S paralela a R.
Quantos tridngulos com vértices nesses pontos existem?

Solucao: Temos dois casos a serem considerados: Tridngulos com dois vértices na reta
R e um vértice na reta S ou Tridngulos com dois vértices na reta S e um vértice na reta R.
Para o primeiro caso, devemos selecionar dois pontos dentre os cinco disponiveis na reta R
e, em seguida, selecionar um ponto da reta S dentre os oito possiveis.

Pelo Principio Multiplicativo, isso pode ser feito de C'(5,2) x C'(8, 1) modos.

Para o segundo caso, temos que selecionar dois pontos, dentre oito possiveis da
reta S e, feita esta escolha, iremos selecionar um ponto dentre os cinco dispostos na reta R.

Também pelo Principio Multiplicativo, isso pode ser feito de C'(8,2) x C(5, 1) modos.
Entéo, pelo Principio Aditivo temos:

5x4 8 8x7 5
0 140 = 22
ox1 S o Xy T 80140 =220

C(5,2) x C(8,1)+C(8,2) x C(5,1) =

tridngulos possiveis.

1.2.5 Permutagoes Caéticas

A brincadeira de “amigo oculto”, muito comum em nossa sociedade, traz
consigo uma intrigante questao que no séc. XVIIl motivou o célebre mate-
matico Leonhard Euler a empenhar-se em um engenhoso e surpreendente
trabalho com o intuito de soluciona-la. (OLIVEIRA et al., 2009, p. 1).

Leonhard Euler (1707-1783) (figura 1) também possui importantes contribuigcdes
em diversas areas da Matematica. Segundo Boyer (1989, p. 304) “Euler cedo conquistou
reputacdo internacional; ja antes de sair de Basileia tinha recebido meng¢éao honrosa da
Académie de Paris por um ensaio sobre mastros de navios”.
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Figura 1 — Leonhard Euler

. R } 1

Fonte: http://knoow.net/cienciasexactas/matematica/euler-leonhard/

Esta brincadeira, também interpretada como “Problema das Cartas mal endereca-
das”, é considerada um problema classico de Permutagdes Caodticas. Assim:

Definicao 1.5. Uma permutacgéo de a., a, as, ..., a,, € dita cadtica (ou desordenada) quando
nenhum dos elementos (a;s) estdo no seu lugar primitivo (i-ésima posigdo). Assim, por
exemplo, as permutagbes asasaias € asasasay; SA0 caoticas, mas ajasasay N0 € (a; € ay
estao no seu lugar primitivo).

Morgado et al. acrescenta,

As permutagdes cadticas de (1,2,3,4) sdo 2143, 3142, 3241, 4123, 3412,
2413, 2341, 3421, 4321. E interessante observar que D,, é aproximada-
mente igual a n!/e; mais precisamente, D,, € o inteiro mais préximo de n!/e.
(MORGADO et al., 2016, p. 65).

Consideremos a notagéo D [n] = D, indicando o numero de Permutagdes Cadticas
dos elementos do conjunto A={1,2,3,...,n}. Para calcular o nimero D [n], define-se
inicialmente o conjunto A; como conjunto das permutagdes em que i (i € A) representa a
quantidade exata de elementos de A que ndo sairam da posigao inicial. Logo, queremos
calcular o numero de elementos do conjunto B das permutagdes dos elementos de A que
nao pertencem a nenhum dos conjuntos Ay, As, As, ..., A,.

Seja Sj o conjunto das permutagdes do conjunto A, onde k representa a quantidade
minima de elementos que ficardo na posicao inicial, segue um exemplo para facilitar a
compreensao:

Exemplo 1.9. Considere o conjunto A = {1,2,3,4}. O numero 1243, obtido através da
permutacdo dos objetos de A, pertence ao conjunto As, pois 0 1 e o0 2 permaneceram na
posicéo inicial enquanto 2431 pertence a A1, pois apenas o numero 3 permaneceu na sua
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posicdo primitiva. Por sua vez, 1243 e 2431, pertencem ao conjunto Sy, pois indica que ao
menos um dos n. nimeros permaneceram na posicao inicial. Ou seja, S1 = Ay U Ay U A3 U
.U Ak, Sg = Ag U Ag U A4 U...u Ak, 53 = A3 U A4 U A5 U...u Ak e finalmente Sk = Ak

Voltando ao problema temos:
card(Sp) =n(n—1)(n —2)..1 =nl!

(“card” significa cardinalidade/numero de elementos do conjunto)

Para fazer card(S;), devemos escolher qual objeto ficara fixo na posigéo inicial e,
em seguida, iremos permutar livremente os elementos restantes ((n — 1) elementos). Logo,

card(Sy) =n(n —1)! =n!

Ja para card(Sy), devemos, em primeiro lugar, escolher dois elementos para fixar
na posicao inicial e em seguida permutar o restante. Assim, temos:

card(Ss) = C(n,2)(n — 2)! = o2t oy 9))

2!

Como vimos na sec¢ao 1.2.4:Combinacdes, nesse cason =2+ r,entdor =n — 2.
Assim:

card(Sy) = C(n,2)(n — 2)! = M=l H) o  9)1 = 2o (2 o (91 =

Mol (n-2) =%

Analogamente,

card(S3) = C(n,3)(n — 3)! = 2=l H) o (31 = 2 (034D o (i 3)1 =

3!
n(n—1)(n—2) x (TL . 3)' _ 731_'!

3!

E de modo geral,

card(S,) = C(n,n)(n —n)l = M= FD o ()1 = 2

n! n!

Entéo, card(B) seré dado por

(=n"

card(B) = card(Sy) — card(Sy) + card(S;) — card(Ss) + ... + o

Essa oscilagédo do sinal é oriunda da definicao de S, pois k£ ndo indica o nimero
fixo de elementos que permanecem na posigao inicial e sim, um namero minimo e, por
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isso, temos que realizar essas subtracdes. Por exemplo, S5 possui todos os elementos de
S1, com isso, card(B) ndo pode conter a parcela card(S;) + card(S,), pois estariamos
cometendo o equivoco de contar os elementos de S; duas vezes.

Logo, o nimero de Permutagbes Cadticas do conjunto A é:

n

Dinl=n! —nl+ % —apob_m g wCD0 i 14 L - L+ B =
nl(g — 3 + - —I-(l))

De um jeito mais claro, temos:

1 1 1 1 (=)™
= — — 4+ — _ —
D[n]—n(o' 1'—1-2' 3'—1— A+ - —)
Exemplo 1.10. Qual é o numero de anagramas da palavra TENIS, desde que nenhuma das

letras permanecga na posigao original?

Solucao: Claramente, queremos resolver um problema de Permutacao Cadtica com 5
elementos. Seu resultado sera:

DISI=hl({—L+a—d+5—%) =1201—1+4 -1+ L — L) =60—10+5—1 = 54

Exemplo 1.11. (MORGADO et al., 2016, p.67) Quantas sdo as permutacées de (1, 2, 3, 4, 5,
6, 7) que tém exatamente 3 elementos no seu lugar primitivo?

Solucao: Para resolucao deste problema, temos duas tarefas para realizar:

Tarefa 01: selecionar os trés elementos que irdo ser fixados na posigao primitiva.

Tarefa 02: permutar os quatro elementos restantes de forma cadtica.

A Tarefa 01 pode ser feita de C'(7,3) maneiras e a Tarefa 02 de D [4] maneiras.
Pelo Principio Multiplicativo temos

7 %6 441 1 1 1 1 1 7Tx6x%x5H
X ><(+)><4,(___Jr )= XX 9315
3x2x1

c(7,3 D[4] =
(7,3) x D[4] ol 1! 2! 31 4l Ix2x1

maneiras de realizar a permutagao pedida.

Temos também alguns casos em que pode ser feita uma permutagao caodtica em
quantidades de vagas maiores que o numero de objetos. Vejamos o caso geral no préximo
exemplo.

Exemplo 1.12. (PINHEIRO et al., 2009, p. 144) Dados n objetos (1, T2, ..., Tp, Y1, Y2, -, Us),
(veja que n = p+ s) qual o numero de permutagbes dos n objetos que ndo mantém nenhum
dos x;(i = 1,2,...,p) na posigdo original?
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Solucao: Para solucionar este problema, vamos dividi-lo em varios casos:

Caso nenhum dos objetos fique na posigao inicial, temos D [n] = C(s,0) x D [n]
permutacoes.

Caso apenas um dos y;(j = 1,2, ..., s) fique na posi¢ao inicial, temos C(s, 1) x
D [n-1] permutagées. De fato, primeiro escolhemos quem iremos fixar, o que pode ser feito
de C(s, 1) maneiras, depois permutamos caoticamente os n — 1 objetos restantes. Para isso,
temos D [n-1] possibilidades. Logo, pelo Principio Multiplicativo, o numero de permutagdes
é C(s,1) x D[n-1].

Caso exatamente dois dos y;(j = 1,2, ..., s) fiquem nas suas posi¢des originais,
temos C(s,2) x D[n-2] permutagdes.

Caso y1, ¥2, ..., Ys fiquem fixos nas posigdes iniciais, temos C(s, s) x D [n-1] permu-
tacdes.

Portanto, o numero de permutagdes que néo fixam 1, zs, ..., T, é:
C(s,0) x D[n] + C(s,1) x D[n-1]1 + C(s,2) x D[n-2]1 +---+ C(s,s) x D[n-s]
Mas, como n = p + s, faremos a substituicdo s = n — p, o nUmero acima fica:

C(n—p,0) x DIn] +C(n —p,1) x Dn-11 +---+C(n —p,n — p) x D[n-(n-p)]

Que é o mesmo que,

n—p

(C(n—p,k) x D[n-k])

B
Il
o

onde n representa o numero total de objetos, p 0 nimero de objetos que irdo ser
permutados caoticamente.

Exemplo 1.13. Quantas permutagées ha com a palavra PROF que ndo tem a letra P na
primeira posicdo nem F como a dltima?

Solucao: Temos um caso de permutagéo cadtica de dois objetos (P e F) em quatro vagas.
Entdo, aplicando a férmula acima,comn =4 (P,R,0OeF),p=2(PeF)es=n—p=2

(R e O), temos:
2
Z (C(2,k) x D[4-k]) = C(2,0) x D[4] + C(2,1) x D[3] + C(2,2) x D[2] =

k=0
I1Xx94+2%x24+1x1=94+44+1=14
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Além das Permutagdes Simples (secao 1.2.3) e Cadticas (secdo 1.2.5), também
ha Permutacao Circular e com Elementos Repetidos. Para eventual pesquisa, seguem os
conceitos nos apéndices A e B e alguns exemplos.
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Capitulo 2

A Analise Combinatoéria por tras do
Jogo Senha

Neste capitulo, iremos abordar de forma mais aplicada os conceitos de Analise
Combinatoria. Inicialmente, destacamos a importancia da escrita matematica na explanagao
das resolucdes de problemas deste tema. Em seguida, mostraremos efetivamente a apli-
cacao dos Métodos de Contagem na analise de todos 0s casos presentes no Jogo Senha.
Na sec¢ao 2.3, objetivando inserir o aluno em problemas de contagem, trabalharemos a
resolugao de diversos problemas, em varios niveis, com o intuito de mostrar que os métodos
de contagem (visto na secdo 1.2) sdo semelhantes aos utilizados na secéao 2.2, na qual
o foco é o Jogo Senha. Por fim, faremos um breve comentario sobre o Ensino de Andlise
Combinatéria.

2.1 Uma orientagao na resolucao dos problemas de Analise Com-
binatoria

Como vimos na pagina 19 deste trabalho, Lima et al. (2006) nos orienta seguir
uma “estratégia classica” mediante aos problemas de Combinatéria e, por isso, todas as
solugdes da segao posterior seguem essa ideia. Assim, as diversas etapas dos problemas
séo descritas em tarefas, trazendo mais clareza nas resolugdes.

Ao nos aprofundar-mos por diversos problemas desse tema, observamos célculos
sempre simples, porém, pensamentos e procedimentos carregados de engenhosidade. Com
isso, temos que ter muito cuidado na explanagao da resolugéo das questdes, dando uma
importancia enorme a escrita e a organizagao da solugcao. Nao é viavel ensinar ao aluno
que o numero de anagramas da palavra PATO é 4! = 24. Temos que vencer essa barreira
da “pressa” e do raciocinio puramente mecanico, sugerindo etapas para a resolugao dos
problemas, a fim de provocar maior estimulo ao pensamento. O mais viavel seria mostrar
as cinco etapas de resolugdo: 1?) a escolha da primeira letra; 2%) a escolha da segunda
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letra; 3%) a escolha da terceira letra; e 4%) a escolha da ultima letra. Finalizando, aplicar o
Principio Multiplicativo e comprovar que o nimero de anagramas € 4 x 3 x 2 x 1 = 24,

2.2 Jogo Senha e Anéalise Combinatoéria

No Jogo Senha, o desafiante seleciona, dentre 6 cores possiveis e distintas, um
conjunto de 4 cores, chamado senha, com cores distintas duas a duas, e as coloca orde-
nadamente atras de uma protecao, para que o desafiado nao as veja. A cada tentativa do
jogador, o desafiante “responde” colocando ao lado da senha uma informacéao adicional,
composta de pinos brancos ou pretos, € 0 pino preto indicard que a cor e a posi¢ao do pino
estao corretas, enquanto o pino branco estara informando que a cor esta correta, porém, a
posicao ndo esta.

Para fazer esta analise matematica do jogo, iremos denotar as cores disponiveis por
A, B, C, D, E e F. Suponha que o desafiante escolha como senha as cores ABDF, nesta
ordem. Se o desafiado “chuta” a senha BECF, nesta ordem, o desafiante ira responder
com b=1 (um pino branco) correspondente a cor B (cor certa na posigao errada) e p=17 (um
pino preto) correspondente a cor F (cor certa na posi¢ao certa). Com essa informacgao, o
desafiado sabera que, na senha escolhida pelo desafiante, uma das cores (sem saber qual)
esta certa e na posicao certa e outra cor (sem saber qual) também esta certa, porém, na
posicao errada. Além disso, sabera que duas cores (também sem saber quais) nao fazem
parte da senha. Esta ultima interpretacdo, muitas vezes, passa por despercebida, mas
possui grande importancia para a analise da senha proposta. Veja que ndo € possivel um
chute que resulte em 3 pinos pretos e 1 pino branco, pois a informacao p=3 mostra que trés
pecas da senha possuem cor e posigdes corretas, logo, a quarta cor teria que estar certa e
na posicao certa, e isso € contraditério pela outra informagédo b=1. Além disso, no minimo 2
pinos sempre serdo colocados apds cada chute, pois toda tentativa para o descobrimento
da senha tera pelo menos duas cores coincidentes com as colocadas pelo desafiante, e
isso faz com que os casos b=0=p, b=1 p=0 e b=0 p=1 ndo ocorram. Na tabela a seguir
temos todas as possibilidades de respostas do desafiante:

Tabela 1 — Onze possiveis respostas do desafiante ap6s cada senha ser elaborada

b (pinosbrancos) [0 (0|01 |1]2(|2|2|3|3|4
p (pinospretos) (4322|121 ]0]1/0]0

Fonte: Autoria prépria

Com esta tabela, vemos que existem 11 possibilidades de respostas do desafiante
apos cada chute.

Como um dos nossos objetivos é explorar os conceitos de Combinatéria que estao
por tras do jogo, analisaremos o0 numero de contagem para cada item da tabela 1 e, como
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foi dito, mostraremos a semelhancga entre problemas de Contagem diversos e a tentativa de
descobrir a senha. Aos poucos, veremos que o0 jogo possibilita essa comparagao importante.

Para que o desafiante construa uma senha, ele tera 6 possibilidades de escolha para
a primeira cor; para a segunda, 5 possibilidades, pois ndo podem ocorrer cores repetidas;
seguindo o mesmo pensamento, 4 possibilidades para a terceira cor; e 3 possibilidades
para a ultima cor. Portanto, pelo Principio Multiplicativo, o desafiante se disp6e de

6 x 5 x 4 x 3 = 360 senhas possiveis.

Apés preparada a senha, o jogador é induzido a dar seu primeiro chute. Feito isso,
o desafiante dara uma informacéao adicional sobre sua senha. Caso esta informagao seja
b=0 e p=4, entao a senha ja estara descoberta. Vamos analisar os casos menos ftriviais,
vendo com outros olhos a analise combinatéria que esta por tras do jogo. Com esta analise,
sera possivel descobrir quantas sdo as maneiras de o jogador fazer seu segundo chute, e
assim por diante. Consideremos que a senha oculta pelo desafiante € ABCD. Dessa forma,
analisaremos agora cada caso.

Caso 01) Informacéo adicional (b=0 e p=3). Exemplo de tentativa: ABCF

Neste caso, ha 2 tarefas a serem realizadas:

Tarefa 01: escolher trés pecgas da senha para manterem-se fixas nas mesmas posi¢oes;
Tarefa 02: trocar a peca restante da senha por alguma das duas que ficaram de fora.

A primeira tarefa sera feita de C'(4, 3) maneiras e a segunda, de 2 maneiras.

4x3%x2
3Ix2x1

Logo, pelo Principio Multiplicativo, existem C'(4,3) x 2 = x 2 = 8 senhas,

sendo uma delas correta.
Caso 02) Informacéo adicional (b=0 e p=2). Exemplo de tentativa: ABEF

Para a resolugéo deste caso, o jogador ird realizar 3 tarefas:

Tarefa 01: escolher duas pecas da senha e fixa-las nas posicoes iniciais;
Tarefa 02: trocar as duas pecas restantes da senha pelas duas que ficaram de fora;

Tarefa 03: permutar, essas duas pegas recém-incluidas na senha.

Assim, a primeira tarefa seré feita de C'(4,2) maneiras; a tarefa 02 de uma maneira
e a ultima tarefa serd feita de 2 maneiras. Entdo, pelo Principio Multiplicativo, ha

C4,2) x 1x2=32x1x2=12
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senhas, com apenas uma correta.
Caso 03) Informacéo adicional (b=1 e p=2). Exemplo de tentativa: ABDE

Neste caso, ha 4 tarefas a serem realizadas:

Tarefa 01: escolher duas pecas da senha e fixa-las nas posi¢oes iniciais;
Tarefa 02: escolher uma das duas restantes da senha para permutar caoticamente;

Tarefa 03: feita a escolha na tarefa acima, permutar caoticamente uma peca em duas
vagas;

Tarefa 04: trocar uma peca por alguma das duas que ficaram de fora.

Deste modo, a tarefa 01 podera ser feita de C'(4, 2) maneiras; a tarefa 02 de C'(2, 1)
maneiras; a tarefa 03 de uma maneira e a ultima tarefa de 2 maneiras.

Logo, pelo Principio Multiplicativo, existem

C4,2) x2x1x2=23x2x1x2=24

senhas, com apenas uma correta.
Caso 04) Informacéo adicional (b=1 e p=1). Exemplo de tentativa: ACEF

Esta situagcao requer 5 tarefas:

Tarefa 01: escolher uma peca da senha para deixar fixada na posigao inicial;

Tarefa 02: escolher outra pega da senha para fazer uma permutacao caédtica em trés
vagas;

Tarefa 03: permutar caoticamente a peca escolhida na tarefa anterior em trés vagas

disponiveis;

Tarefa 04: trocar duas pecas que estavam na configuracao inicial pelas duas que ficaram
de fora;

Tarefa 05: permutar as duas pecgas escolhidas na tarefa 04.

Neste sentido, a tarefa 01 pode ser feita de 4 maneiras (escolha de A, C, Eou F); a
tarefa 02 de 3 maneiras (alguma daquelas néo escolhidas anteriormente); a tarefa 03 de
2 maneiras; a tarefa 04 de 1 maneira e a tarefa 05 de 2 maneiras. Entédo, pelo Principio
Multiplicativo, ha 4 x 3 x 2 x 1 x 2 = 48 senhas, entre as quais uma delas é a correta.

Caso 05) Informacéo adicional (b=2 e p=2). Exemplo de tentativa: ABDC

Neste caso, o jogador tera que realizar apenas 2 tarefas:
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Tarefa 01: escolher duas pecas que permanecerao fixas nas posicoes iniciais;

Tarefa 02: permutar caoticamente as duas restantes em duas vagas.

A tarefa 01 sera realizada de C'(4,2) maneiras e a tarefa 02 sera realizada de 1
maneira. Assim, pelo Principio Multiplicativo, existem

senhas, entre as quais uma é correta.
Caso 06) Informagéao adicional (b=2 e p=1). Exemplo de tentativa: BACF

Neste caso, o jogador tera 4 tarefas para realizar:

Tarefa 01: escolher qual delas ficara fixa;

Tarefa 02: escolher, dentre as trés restantes, quais as duas irdo fazer a permutacao
cadtica;

Tarefa 03: feita escolha na tarefa anterior, realizar a permutagao cadtica de dois elementos
em trés vagas;

Tarefa 04: substituir uma pecga por alguma nao utilizada.

Com isso, observamos que a tarefa 01 podera ser realizada de 4 maneiras (uma
das pecas dentre B, A, C e F); a tarefa 2 serd realizada de C(3,2) maneiras; a tarefa 3 sera
feita de

3—2=1
(C(3—2,k) x D[3-k]) =C(1,0) x D[8]1 +C(1,1) x D[2] =1x2+1x1=3
k=

o

maneiras e a tarefa 4 de 2 maneiras (neste caso, D ou E).

Logo, pelo Principio Multiplicativo, existem

4xC(3,2)x3x2=4x32x3x2=4x3x3x2="T2

2x1

senhas, entre as quais uma delas é correta.
Caso 07) Informacéo adicional (b=2 e p=0). Exemplo de tentativa: BAEF

Agora o jogador tera as seguintes tarefas a realizar:

Tarefa 01: selecionar 2 cores daquelas escolhidas, o que pode ser feito de C'(4,2) = 6
maneiras (essas duas cores serdo permutadas caoticamente no final);
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Tarefa 02: pegar as duas cores que ele ndo havia utilizado anteriormente (C(2,2) = 1
maneira) para substituir pelas 2 pecas descartadas na tarefa 01;

Tarefa 03: distribuir as quatro pegas que ele tem em maos, de forma que duas delas néao
figuem nas mesmas posicdes, o que pode ser feito de (permutacao caodtica de dois
1

objetos em 4 vagas) Z (C(1,k) x [n-k]) maneirascom (n =4,r =2e s = 2)
k=0

Logo, pelo Principio Multiplicativo, ha

6><1><Z 4—2k)x D[4-k]) =

6x(C(2,0)x D [4] +C(2,1)><D[3]+(J(2,2)><D[2] =6x(1x94+2x2+1x1) =6x14 = 84

senhas, das quais uma delas é correta.
Caso 08) Informacao adicional (b=3 e p=1). Exemplo de tentativa: BCAD

Nesse caso, 0 jogador acertou as cores, porém, apenas uma delas esta posicionada
corretamente. Com isso, ele tera duas tarefas para fazer:

Tarefa 01: Escolher qual delas ele nao ir4d mover;

Tarefa 02: Permutar de forma cadtica as pegas restantes.

Assim, a tarefa 01 podera ser realizada de 4 maneiras (pec¢as B, C, A ou D), enquanto
a tarefa 02 de D[3] maneiras. Logo, pelo Principio Multiplicativo, existem 4 x D[3] =
4 x 2 = 8 senhas das quais uma delas sera correta.

Caso 09) Informacao adicional (b=3 e p=0). Exemplo de tentativa: CABE

Inicialmente, o jogador tem de selecionar 3 pec¢as daquelas que tinha colocado na

4x3x2
3Ix2x1

pecas estao nas posi¢oes erradas, o jogador tera que permuta-las de forma caética em 4

senha, o que pode ser feito de C'(4,3) = = 4 formas. Porém, como essas possiveis 3

vagas. Isso pode ser feito de

i
I

(C(n —r,k) x D[n-k])
0

B
Il

formas, com n=4 (nUmero de vagas) e r=3 (niUmero de pegas que serao permutadas
caoticamente), entao:

n—r 1
> (C(n—rk)x Dn-k]) = > (C(1,0) x D[4-k]) =
k=0

k=0
C(1,0) x D[4]1 4+ C(1,1) x D8] =1 x9+1x2=11
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Como uma cor esté errada, entao ele deve escolher dentre as duas cores que estao
de fora, uma para compor a sua senha. Esta escolha é feita de 2 maneiras (pois ha 2 pecas
que ndo foram escolhidas para a tentativa de descobrir a senha). Portanto, pelo Principio
Multiplicativo, o jogador tem 4 x 11 x 2 = 88 senhas dentre as quais uma delas sera a
correta.

Caso 10) Informacéo adicional (b=4 e p=0). Exemplo de tentativa: CADB

Neste caso, 0 jogador deve apenas retirar cada cor de sua posi¢ao primitiva. Entao,
ele precisa saber o numero de permutagcdes caoticas de 4 elementos, que é

DAl =4Ax (F—-L+3—-d+5H)=Ux1-1+:-1+1)=12-4+1=9

Logo, dentre 9 possibilidades, uma seré a correta.

2.3 Problemas diversos de Analise Combinatoria

Selecionamos e criamos abaixo alguns problemas de Contagem de niveis diversos
que possuem grande frequéncia nas provas seletivas nacionais, com o intuito de mostrar
algumas semelhancas e associagées com os questionamentos dos casos do Jogo Senha
apresentados anteriormente. Observaremos também que os Métodos de Contagem utili-
zados durante a resolugao sao os mesmos vistos nos casos do Jogo Senha. Com isso,
corroboramos com o intuito de auxiliar ainda mais o trabalho dos docentes para esse tema
de grande aplicabilidade e diversas vezes pouco estimulado nos discentes.

Problema 01: (Autoria Propria)

Com as letras que compdem a palavra LIVRO podem ser feitos x anagramas que
comegam por vogal e y anagramas que comegam e terminam por consoante. Logo, o valor
dex+yé?

A)60 B)84 C)96 D)108 E)120
Solucao:

As tarefas para a resolugdo do niumero de anagramas que comegam por vogal,

denominados por “z”, sdo:

Tarefa 01: escolher uma vogal para a primeira vaga;
Tarefa 02: escolher uma letra ainda néo escolhida para a segunda vaga;
Tarefa 03: escolher uma letra ainda néao escolhida para a terceira vaga;

Tarefa 04: escolher uma letra ainda n&o escolhida para a quarta vaga;
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Tarefa 05: escolher uma letra ainda ndo escolhida para a ultima vaga.
card(Tarefa 01) = 2 (I ou O);

card(Tarefa 02) = 4;

card(Tarefa 03) = 3;

card(Tarefa 04) = 2;

card(Tarefa 05) = 1.

Pelo Principio Multiplicativo, x =2 x4 x 3 x 2 x 1 = 48.
Analogamente, “y” sdo anagramas que comeg¢am e terminam por consoante.

Seguem, entdo, as tarefas de resolugéo:

Tarefa 01: escolher uma consoante para a primeira vaga;

Tarefa 02: escolher uma consoante, distinta da escolhia acima, para a ultima vaga;
Tarefa 03: escolher uma letra ainda n&o escolhida para a segunda vaga;

Tarefa 04: escolher uma letra ainda ndo escolhida para a terceira vaga;

Tarefa 05: escolher uma letra ainda néo escolhida para a quarta vaga.

card(Tarefa 01) = 3 (L, V ou R);

card(Tarefa 02) = 2 (Exemplo: Escolhido L acima, resta V ou R);

card(Tarefa 03) = 3;

card(Tarefa 04) = 2;

card(Tarefa 05) = 1.

Novamente, pelo Principio Multiplicativo temos y =3 x 2 x 3 x 2 x 1 =36
Logo, x+y =48+ 36 =84
Comentario:

Temos agora um problema simples, no qual utilizamos apenas o Principio Multiplica-
tivo. Isso ocorre de forma semelhante quando descobrimos o nUmero de senhas possiveis
do Jogo Senha. O interessante deste problema sdo as tarefas 01 dos dois anagramas
e a tarefa 02 do anagrama y, pois nota-se a prioridade em atacar a tarefa mais restrita
que as demais. Como vimos, esta é a terceira estratégia na resolugdo de um problema de



Capitulo 2. A Analise Combinatdria por tras do Jogo Senha 39

Combinatéria, sugerida em Lima et al. (2006), citado na pagina 19 deste trabalho.

Problema 02: (Autoria Propria)

Marina e Thiago, junto com outros seis amigos (3 mulheres e 3 homens) vao viajar
de 6nibus em uma excursao escolar. O dénibus que os levara possui exatamente quatro
bancos (cada um com dois assentos) vagos. De quantas maneiras os oito amigos podem
se sentar no 6nibus de modo que Marina e Thiago fiquem juntos e em cada banco sente
um homem e uma mulher?

Solucao:

Temos 4 bancos vagos e cada banco com dois assentos. Mediante a situacéo,
vejamos as tarefas necessérias para ordenagao dos oito amigos entre os assentos:

Tarefa 01: (mais restrita e pré-definida) escolher qual, dentre os quatro bancos, Marina e
Thiago irdo se sentar: card(Tarefa 01)= 4;
Tarefa 02: escolher um rapaz para sentar em outro banco: card(Tarefa 02)= 3;

Tarefa 03: escolher uma moca para sentar ao lado do rapaz escolhido acima: card(Tarefa
03)= 3;

Tarefa 04: escolher um rapaz, ainda nao escolhido, para sentar em um banco ainda livre:
card(Tarefa 04)= 2;

Tarefa 05: escolher uma moga, ainda n&o escolhida, para sentar ao lado do rapaz escolhido
acima: card(Tarefa 05)= 2;

Tarefa 06: escolher o ultimo rapaz para sentar no ultimo banco disponivel: card(Tarefa
06)=1;

Tarefa 07: escolher a Gltima moga para sentar ao lado do rapaz escolhido acima; card(Tarefa
07)=1.

Sabemos que cada banco possui dois assentos e com isso, cada casal pode trocar
de lugar entre si. Logo, finalizamos com a tarefa abaixo:

Tarefa 08: permutar, entre cada banco, a ordem de sentar do casal. card(Tarefa 08)=
2x2x2x2=16

Entdo, peloPMha4 x 3 x3 x2x2x1x1x16= 2304 ordenacbes possiveis.
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Comentario:

Observamos, neste problema, uma aplicagao forte do Principio Multiplicativo, por
todo o decorrer da sua resolugdo. E um problema interessante para trabalhar em sala
de aula, pois ha varias maneiras de resolver e todas as solugdes utilizardo o Principio
Multiplicativo como elemento chave. Como ja mencionamos em comentdarios anteriores,
este principio é o pilar da Andlise Combinatéria, sendo diversas vezes explorado nos casos
do Jogo Senha. Como exemplo, temos certa semelhanga nos principios utilizados no Caso
04 (Secao 2.2).

Problema 03: (Autoria Prépria)

Um atleta pratica trés atividades fisicas durante seis dias de uma mesma semana.
Cada dia ele pratica apenas uma atividade. As atividades sdo: Corrida, Futebol e Natacao.
Durante a semana ele reserva dois dias para cada atividade. Observe a representagao de
uma semana do atleta: (Futebol, Corrida, Futebol, Natacdo, Natacédo e Corrida).

O numero total de modos distintos do atleta praticar as atividades durante uma
semana é:

A)6 B)90 C)180 D)720
Solucao:

De acordo com a situagao do problema, temos que escolher o dia (vaga) que cada
atividade fisica ficara, sabendo que a ordem de escolha ndo importa. Logo, temos as tarefas
abaixo:

Tarefa 01: escolher, dentre seis dias, quais ira praticar Corrida;
Tarefa 02: escolher, dentre os dias ainda ndo escolhidos, quais ira praticar Futebol;

Tarefa 03: escolher, dentre os dias ainda ndo escolhidos, quais ira praticar Natacao.

Entdo, card(Tarefa 01)= C(6,2); card(Tarefa 02)= C(6 — 2, 2) e card(Tarefa 03)=
C(6 —2—2,2). Logo, pelo PM temos:

6x5 4x3 2><1_

C(6,2)><C(4,2)><C(2,2):2X1><2X1><2X1—

90

Comentario:

Temos outro caso classico, em que a técnica de Combinacdo Simples € muito
evidente. O mais interessante & perceber que este problema possui uma forma distinta e
mais facil de resolver, porém, ndo sera usada a ideia de combinacéo. Vejamos: temos que
pensar como se CCFFNN (C: Corrida, F: Futebol e N: Natacdo) fosse uma palavra, e entao
iremos analisar quantos anagramas ha com essa palavra.
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Se as letras fossem diferentes entre si, obteriamos
6XxHx4x3x2x1=720

anagramas. Numero este obtido através da descricdo de seis tarefas triviais. Porém, como
temos duas letras C, contamos cada anagrama 2 x 1 = 2 vezes. Analogamente, contamos
cada anagrama duas vezes por conter duas letras F', e duas vezes por conter duas letras
N. Logo, o numero de anagramas procurado é:

™o T

= 90
2x1x2x1x2x%x1 8

Isso € um caso de Permutagdo com Elementos Repetidos. Ver mais no Apéndice A,
pagina 74.

Problema 04: (Autoria Prépria)

Considere um grupo de 12 alunos. Deste grupo serd composta uma comissdao com
05 alunos, contendo trés cargos especificos: presidente, secretario e tesoureiro. Qual é o
numero total de comissbées que podem ser formadas?

Solucao:

Para resolugcao, observamos inicialmente que, dentre as 5 vagas da comisséao, 3
delas possuem cargos especificos e, por isso, temos que ataca-las primeiro (sdo as tarefas
mais restritas). Logo, as tarefas para a resolugao sao:

Tarefa 01: escolher um aluno para ocupar o cargo de Presidente;
Tarefa 02: escolher um aluno ainda nao escolhido para ocupar o cargo de Secretario;
Tarefa 03: escolher um aluno ainda ndo escolhido para ocupar o cargo de Tesoureiro;

Tarefa 04: escolher, dentre os 9 alunos restantes, dois para completar a comissao.

Desse modo, a Tarefa 01 podera ser feita de 12 maneiras; a Tarefa 02 de 11 maneiras;
a Tarefa 03 de 10 maneiras e a Ultima Tarefa sera feita a partir da combinagéo C(9, 2). Dessa
forma, pelo Principio Multiplicativo, hd 12 x 11 x 10 x C'(9,2) = 12 x 11 x 10 x g—ﬁ’ = 47520
comissoes.

Comentario:

Por mais que possamos crer que esse se assemelha com o Problema 05 (veremos a
seguir), observamos agora que ha cargos especificos dentro de uma comissao, e seguindo
a proposta vista em (LIMA et al., 2006, p. 91), citada na pagina 19, de atacar os casos mais
restritos em primeiro lugar, realizamos inicialmente a sele¢gédo para cada uma dessas trés
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vagas restritas. Apenas ao final, nas duas vagas nao carregadas de cargo especifico, foi
utilizado Combinacao Simples, como sera feito por todo o Problema 05.

E importante o trabalho com problemas do tipo, pois tiramos da cabega dos alunos
o erro comum de pensar que cada problema se enquadra em apenas uma técnica de
contagem.

Vale ressaltar a semelhancga desse problema com os Casos 02 e 05 do Jogo Senha.
Ambos utilizam os mesmos métodos de contagem em sua resolugao.

Problema 05: (Autoria Prépria)

De um grupo de 10 mulheres, dentre elas Carol, e de 8 homens, dentre eles José,
quantas comissdes podem ser formadas por:

a) 5 pessoas com no minimo 4 mulheres?
b) 6 pessoas: 3 de cada sexo e de modo que Carol e José sejam incluidos?
Solucao:

a) Temos duas possibilidades para a resolucéao deste problema:

Possibilidade 01: 4 mulheres e 1 homem (total 5 pessoas);

Possibilidade 02: 5 mulheres e nenhum homem.

Assim temos as tarefas abaixo:

Possibilidade 01: Tarefa 01: escolher as mulheres (4 dentre 10) e Tarefa 02: escolher um
homem para completar a comissao.

O numero card(Tarefa 01) serd obtido por C(10,4). Analogamente, card(Tarefa
02)=C(8,1) =8.
Pelo PM temos:

10 x9x8x7
C(10,4) x C'(8,1) = Ix3x2x1

X 8=10x3Xx &8 x7=1680

Na Possibilidade 02, temos apenas uma tarefa: Tarefa 03: escolher as mulheres (5 dentre
10).

O nUmero card(Tarefa 03) sera obtido por C'(10, 5).

Logo, ha

I0Xx9Xx8XxT7x6
C(10,5) = =2X9xX2x%x7=252
(10,5) Fx4x3x2x1 X xex

para a Possibilidade 02.
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Agora, pelo Principio Aditivo de Contagem temos:
1680 4 252 = 1932

que é o numero de comissdes procurado.

b) Queremos, agora, uma comissao de 6 pessoas, com 3 homens e 3 mulheres, contando
com a presenca de Carol e José. Temos as seguintes tarefas:

Tarefa 01: escolher as mulheres (nesse caso 2 dentre 9, pois Carol ja esta certa como
membro da comissao);

Tarefa 02: escolher os homens (nesse caso 2 dentre 7, pois José ja esta certo como
membro da comissao).

©
X
o

card(Tarefa 01) = C(9,2) = = 36

]
X
—_

-
X
=]

card(Tarefa 02) = C(7,2) = =21

]
X
—_

Logo, pelo Principio Multiplicativo temos 36 x 21 = 756 comissdes dessa forma.
Comentario:

Este problema trabalha de forma diversificada o método de contagem Combinag6es
Simples, utilizado em diversas situagdes do Jogo Senha, além de ser um dos tdpicos
mais importantes da Analise Combinatdria de nivel médio. A parte interessante deste
problema é a presencga do Principio Aditivo de Contagem na letra “a”, quando vimos
diferentes possibilidades e em cada, uma forma de ordenacgao. Podemos dizer que essa
alternativa traz a possibilidade de exemplificar os dois principios de Contagem, mostrando
sua diferenca. Além desse item, temos na letra “b” uma informacao pré-definida sobre a
ordenacgao procurada. Muitos alunos se enganam nessas situagdes, tornando dificil o que
por vezes € Obvio. A sugestdo é mostrar aos discentes que uma informacgao sendo certa, ja
pré-estabelecida, sera descartada para a ordenacao dos demais membros, por exemplo, se
a comissao possui 3 mulheres, e Carol esta certa na comissao, o que nos resta é apenas
ordenar os 2 membros (mulheres) restantes.

Problema 06: (Autoria Prépria)

Quantos anagramas da palavra UENF existem de forma que uma e apenas uma
letra se mantenha fixa na posigéo inicial?
Solucao:

Primeiro, temos que escolher qual letra sera fixada na posicao inicial. Esta pode
ser nossa Tarefa 01. Entao, card(Tarefa 01)= 4. Agora, para a Tarefa 02 faremos uma
permutacao Caotica das trés letras restantes em trés vagas.
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A Tarefa 02 pode ser feita de D [3] = 2 formas (feita algumas vezes anteriormente).
Que também, pode ser obtido pela aproximagao do ndmero inteiro mais préximo do resultado
do quociente de 3!/e onde e = 2,71, como vimos na segdo 1.2.5.

Logo, pelo Principio Multiplicativo, ha 4 x 2 = 8 anagramas procurados. Veja:
U na posicao primitiva: UNFE e UFEN;
E na posicéo primitiva: FEUN e NEFU;
N na posicao primitiva: EFNU e FUNE;
F na posicao primitiva: ENUF e NUEF.
Comentario:

Temos, nesse caso, um problema que envolve Anagrama, Permutacédo Cadtica e
Principio Multiplicativo. O que vale para ser destacado € a semelhanga dele com o Caso 08
do Jogo Senha. Claramente, este problema pode ser apresentado aos alunos do Ensino
Médio mesmo sem ter a base conceitual de Permutagao Cadtica, visto que o numero de
maneiras para tal ordenagao é pequena e por isso € apresentada ao final. Esse problema
também possui grande semelhanca com a questdo do ENEM de 1998 que seré visto no
Problema 10 desta secéao.

Problema 07: (LIMA et al., 2006, p. 92) Adaptado.

Jodo quer criar uma senha de trés digitos para seu celular. Ele deseja que o nimero
formado seja par e néo se inicie por zero. Quantas senhas sao possiveis?

Solucao:

Como o numero (senha) é par, entao ele pode terminar por 0,2,4,6 e 8. E, sendo de
trés digitos, ndo podemos incluir o 0 na primeira casa. Ora, o zero é incluido na ultima casa
e ndo sera contado como opgao restante. Ora, ele ndo esta incluido na ultima casa, mas
pode ser utilizado na segunda casa. Isto gera impasse na resolucéo e, por isso, o0 método
mais viavel € mostrar para os alunos a divisdo das Possibilidades. Por mais que dé trabalho,
€ 0 jeito correto de solucionar problemas como esse.

Possibilidade 01: terminando com 0;
Possibilidade 02: terminando com 2;
Possibilidade 03: terminando com 4;

Possibilidade 04: terminando com 6;

Possibilidade 05: terminando com &.

Para a Possibilidade 01, temos as tarefas abaixo:
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Tarefa 01: escolher um nimero para o primeiro digito; card(Tarefa 01)= 9 possibilidades:
1,2,3,4,5,6,7,8e9.

Tarefa 02: escolher um ndmero ainda nao escolhido para o segundo digito. card(Tarefa
02)= 8 possibilidades.

N&o ha tarefa 03, pois como foi definido nesta possibilidade, o 0 ja estéa incluido
como ultimo digito do numero. Logo, pelo Principio Multiplicativo temos 9 x 8 = 72 nimeros
de trés digitos distintos do formato da Possibilidade 01.

Para a Possibilidade 02, temos:
Tarefa 01: escolher um nimero para o primeiro digito:
card(Tarefa 01)= 8 possibilidades: 1, 3,4, 5,6, 7,8 e 9.
Tarefa 02: escolher um nimero ainda nao escolhido para o segundo digito.

card(Tarefa 02)= 8 possibilidades: O 2 ja esté no ultimo digito e algum numero ja foi
escolhido para o primeiro digito. Mas agora, para o segundo digito, o 0 podera ser incluido!.

Portanto, o Principio Multiplicativo nos mostra que ha 8 x 8 = 64 numeros de trés
digitos que terminam com o numero 2.

De forma analoga, as Possibilidades 03, 04 e 05, possuem cada uma a quantidade
de 64 nameros.

Agora, pelo Principio Aditivo de Contagem, ha 72 + 64 x 4 = 72 + 256 = 328 senhas
com a configuracao pedida.

Comentario:

Este problema é simples e muito interessante, pois a tarefa mais restrita, que € a
escolha para o ultimo digito, possui um detalhe diferenciado. Quando o 0 é fixado no ultimo
digito, ha 9 possibilidades para o primeiro digito. No entanto, sendo, por exemplo, o 2 fixado
no final, teremos 8 possibilidades para o primeiro digito porque o 0 ndo pode ser fixado na
posicao inicial, pois fere o pedido do problema de n&o comegar com 0.

Essa ideia de depender da escolha sugere tal separagédo na solugcéao do problema,
além de trazer a possibilidade de utilizar o Principio Multiplicativo e Aditivo de Contagem.
Sem duvidas, € um 6timo problema para estimular o raciocinio combinatério e a organizacao
nas solugcdes de problemas.

Problema 08: (OBMEP 2015 — Nivel 3 — 12 fase)

Em uma Olimpiada de Matematica, foram distribuidas varias medalhas de ouro,
varias de prata e varias de bronze. Cada participante premiado pdde receber uma unica
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medalha. Aldo, Beto, Carlos, Diogo e Elvis participaram dessa olimpiada e apenas dois
deles foram premiados. De quantas formas diferentes pode ter acontecido essa premiacao?

A)20 B)30 C)60 D)90 E)120
Solucao:

Tarefas para resolugao:

Tarefa 01: Escolher os dois participantes que serdao premiados;
Tarefa 02: Escolher uma medalha para um dos escolhidos acima;

Tarefa 03: Escolher uma medalha (igual a escolhida acima ou ndo) para o outro partici-
pante.

card(Tarefa 01) = C(5,2);
card(Tarefa 02) = 3; (Ouro, prata ou bronze)

card(Tarefa 03) = 3. (Ouro, prata ou bronze, pois ha a possibilidade de repeticao)

Pelo Principio Multiplicativo h&

Hh x4

C(5,2)><3><3:2X1><3><3:90

formas de premiacéo.
Comentario:

Este problema contém uma selecdo de dois elementos dentre cinco disponiveis.
Este calculo é semelhante aos diversos feitos nos casos do Jogo Senha, por exemplo, tarefa
01 do caso 02, no qual foram selecionados 3 objetos dentre 4 disponiveis.

Problema 09: (ENEM 2009 — Prova cancelada) Questao citada no trabalho de Kasprzy-
kowski (2014, p. 39)

Em um concurso realizado em uma lanchonete, apresentavam-se ao consumidor
quatro cartas voltadas para baixo, em ordem aleatéria, diferenciadas pelos algarismos
0, 1, 2 e 5. O consumidor selecionava uma nova ordem ainda com as cartas voltadas
para baixo. Ao desvira-las, verificava - se quais delas continham o algarismo na posi¢cao
correta dos algarismos do numero 12,50 que era o valor, em reais, do trio-promogéo. Para
cada algarismo na posi¢cao acertada, ganhava-se R$1,00 de desconto. Por exemplo, se
a segunda carta da sequéncia escolhida pelo consumidor fosse 2 e a terceira fosse 5,
ele ganharia R$2,00 de desconto. Qual é a probabilidade de um consumidor nao ganhar
qualquer desconto?
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A)1/24 B)3/24 C)1/3 D)1/4 E)1/2
Solucao:

Em momento algum citamos neste trabalho os conceitos de Probabilidade. Todavia,
de forma simplificada, consideremos que a Probabilidade de um evento A ocorrer é dada

por:
card(A)

M= cara(0)

Onde card(A) representa o nimero de formas de ocorrer o evento A (casos favora-
veis) e card(U) representa o nimero de formas de ocorrer o evento U denominado “todos
0S casos possiveis”.

Com isso, para resolver este problema temos dois calculos:

card(A), que serd a permutagao dos nimeros 0, 1,2 e 5 de forma que nenhum deles
permanega na posicéo inicial e card(U), o nimero de permutacdes, sem restricdes, dos
nameros 0,1,2 e 5.

Para card(A) temos um caso classico de Permutagdo Cadtica de 4 objetos em 4
vagas. Entéo, card(A) = D[4] =9 e para card(U) temos a divisdo de quatro tarefas:
Tarefa 01: escolher um nimero para a primeira vaga;

Tarefa 02: escolher um numero ainda néo escolhido para a segunda vaga;
Tarefa 03: escolher um numero ainda nao escolhido para a terceira vaga;
Tarefa 04: escolher um nimero ainda ndo escolhido para a ultima vaga.
card(Tarefa 01) =4

card(Tarefa 02) = 3

card(Tarefa 03) = 2

card(Tarefa 04) =1

Assim, pelo PM, card(U) =4 x3x2x1=24

Logo, a probabilidade procurada é:

Comentario:

Este problema utiliza os conceitos basicos de Probabilidade em conjunto com uma
Permutacao Cadtica, cuja importancia é grande, e trata-se de uma forma de agrupamento
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pouco utilizado no Ensino Médio, embora frequentemente explorado no Jogo Senha. Vimos
varias situagdes nos casos do Jogo Senha, quando temos as informagdes adicionais com
pino(s) branco(s). Otimos trabalhos sobre esse método de Contagem podem ser vistos em
Rimsa e Falcao (2014) e Oliveira et al. (2009).

Problema 10: (ENEM — 1998)

Em um concurso de televisdo, apresentam-se ao participante 3 fichas voltadas para
baixo, estando representada em cada uma delas as letras T, V e E. As fichas encontram-se
alinhadas em uma ordem qualquer. O participante deve ordenar as fichas ao seu gosto,
mantendo as letras voltadas para baixo, tentando obter a sigla TVE. Ao desvira-las, para
cada letra que esteja na posi¢ao correta ganhara um prémio de R$ 200,00. A probabilidade
de o participante ndo ganhar qualquer prémio € igual a:

A0 B) 1/3 C)1/4 D)1/2 E) 1/6
Solucao:
Semelhantemente ao Problema 03, temos:

Para card(A), casos favoraveis, devemos ordenar 3 objetos em 3 vagas de modo
que nenhum deles permanega na posigao inicial e card(U). Temos uma permutagao simples
sem restricdo de 3 objetos em 3 vagas.

O numero card(A) oriunda de uma Permutagdo Cadtica de 3 objetos em 3 vagas.

Entdo, sem utilizar a formula, card(A) é o inteiro mais préximo do resultado de

3! ~ ~
= = s

6
2,71
Ja para card(U) temos as tarefas:
Tarefa 01: escolher uma letra para a primeira vaga;
Tarefa 02: escolher uma letra ainda néo escolhida para a segunda vaga;

Tarefa 03: escolher uma letra ainda ndo escolhida para a ultima vaga;
Logo,

card(Tarefa 01) = 3;
card(Tarefa 02) = 2;

card(Tarefa 03) = 1.

Assim, pelo PM, card(U) =3 x2x1=6

Logo, a probabilidade procurada é:
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P(A) =

Comentario:

Novamente, temos um misto de Probabilidade e Permutacédo Cadtica, agora com
menos objetos.

2.4 A Didatica no Ensino de Analise Combinatoria - Uma visao

mediante a forma de Resolucao

As técnicas de Contagem também podem ser aplicadas nos casos do Jogo Senha,
como vimos na secdo 2.2. E interessante mostrar aos alunos que problemas com elementos
e situacdOes distintas podem revelar a mesma ideia matematica, como vimos de forma mais
clara, por exemplo, no Problema 06 da secédo 2.3. Como foi dito, esse € um problema
idéntico ao caso 08 do Jogo Senha, porém, o primeiro ordena pecas na formagao de uma
senha, enquanto o outro ordena letras para se formar um anagrama.

Em alguns problemas da sec¢ao 2.3, nao vemos semelhancga por completo, porém,
a parte organizacional e de calculos € a mesma. Essa semelhanga mostra claramente o
objetivo do trabalho. O interessante do tema em estudo € a forte relacdo com o raciocinio
no desenvolver dos problemas. E uma parte da Matematica onde dificiimente um aluno ira
errar o resultado de algum problema por erro de calculo. Orienta-se um trabalho intensivo
com problemas e, de acordo com o aparecimento dos erros comuns dos discentes, analisar
que cada erro possui um significado relativo ao raciocinio, que fere a estratégia correta
de resolugao, ou seja, ndo devemos apenas afirmar “esta errado” e refazer o problema. E
fundamental analisar calmamente o porqué do erro e onde ele esta.

Como vimos no Capitulo 01, o método didatico para este tema se torna fundamental
para a caminhada dos alunos mediante a efetivacao do aprendizado. Por meio da resolucéo
de um maior numero de problemas, estaremos oferecendo aos discentes um raciocinio
construtivo e indiretamente mostraremos que a resolugdo é composta, em sua maior parte
por pensamento sobre o que fazer e, ndo menos importante, o restante de calculo. Como
afirma Lima et al.:

Vocé quer mostrar que é o bom ou quer que seus alunos aprendam?
Se vocé prefere a segunda alternativa, resista a tentagao de, em cada
problema, buscar a solugdo mais elegante. O que deve ser procurado € um
método que permita resolver muitos problemas e ndo um truque que resolva
maravilhosamente um problema. [...] Combinatéria ndo é dificil: impossivel
€ aprender alguma coisa apenas com truques em vez de métodos. (LIMA
et al., 2006, p. 118).
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Por exemplo, na secao 1.2.4: Combinacdes Simples, no Exemplo 02 (p. 25), ha 5
pontos sobre uma reta R e 8 pontos sobre uma reta S paralela a R. Quantos triangulos com
vértices nesses pontos existem? Poderiamos resolvé-lo da seguinte forma: selecionar 3
pontos dentre os 13 disponiveis e, em seguida, retirar os casos nos quais os trés pontos
escolhidos configuram pontos pertencentes a uma mesma reta e, entdo, teriamos como
resultado

_13><12><11 Hbx4x3 8XT7TX6

C(13,3) - €(5,3) - €(8,3) = 3x2x1 _3><2><1_3><2><1:220'

Certamente, essa solucao é interessante e eficaz, porém, estamos mostrando ao
aluno um belo truque. Nao podemos trabalhar truques antes dos métodos que educam o
raciocinio. Beleza e praticidade de um truque s&o qualidades que s6 serdo notadas por
quem possuir dominio dos métodos.
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Capitulo 3

Propostas de Atividades para a Sala de
Aula

Os fatos ja apresentados mostram que os problemas de Contagem exigem dos
discentes um raciocinio l6gico matematico apurado e estimulado. Os Métodos de Contagem
geralmente sdo compostos por calculos simples, em contrapartida, muitas vezes dependem
de um desenvolvimento estratégico nao trivial. Um dos motivos que justifica isso é o fato
das solugdes serem um grande desafio para a imaginacao, pois, aparentemente, cada
problema se classifica como unico e, na verdade, é notéria a falta de uma teoria geral para
as resolugdes.

Na secao 1.2 apresentamos principios gerais que atacam muitos desses proble-
mas, porém, sempre aliados a uma organizada solugao. Logo, uma didatica diferenciada,
mediante varios exemplos, sera um grande auxilio para a aprendizagem concreta desse
tema.

Buscando aprimorar o desenvolvimento resolutivo dos discentes nos problemas de
contagem, sugerimos neste capitulo atividades dindmicas focadas no trinémio Jogo Senha,
Analise Combinatoria e Problemas de Contagem. Para tais aplicacdes, é necessario que
os alunos ja tenham tido contato com os Métodos de Contagem basicos além de conhecer
bem o Jogo Senha, ferramenta que sera o pilar para esse capitulo. Sobre esses contetidos
basicos de Contagem, destacamos, pela forte presenca nos curriculos do Ensino Médio,
Principio Aditivo de Contagem, Principio Multiplicativo, Permutagéo Simples e Combinagdes
Simples, temas que foram apresentados e exemplificados neste trabalho. E fundamental a
explanacao dos conceitos acompanhada de varios exemplos, como foi feito na secéo 1.2.

Agora, aliando os conceitos de Combinatéria com o Jogo Senha, elaboramos cinco
atividades objetivando inserir os alunos diretamente nos problemas de Contagem, tornando-
os participativos por todo o tempo, trabalhando assim uma didatica de construgéo do
conhecimento. Na primeira atividade, iniciaremos o trabalho com alguns casos do Jogo
Senha objetivando expor as semelhancas de suas resolu¢cdes com problemas importantes



Capitulo 3. Propostas de Atividades para a Sala de Aula 52

da Analise Combinatoria. Em seguida, diversificaremos as possibilidades de jogar (via
Smartphones, Tabuleiro e Ficha para colorir), oportunizando mostrar os alunos as diferencas
matematicas entre os casos do Jogo, dando provas matematicas que nem s6 os pinos das
informacdes adicionais revelam algo sobre o decorrer do Jogo. Para a terceira atividade,
voltamos a dar énfase a forma da resolugéao dos problemas de contagem, incentivando o
cuidado e o raciocinio durante a redagao das solugdes. Vale ressaltar que todas as atividades
propostas sugerem uma jungao entre problemas dispostos nos casos do Jogo Senha com
problemas Combinatérios diversos. Essa associagao € o diferencial nas atividades, pois visa
usar o Jogo como porta de entrada para a insergao do aluno nos problemas, transformando-
0 no personagem que ira fazer as agdes propostas. Isto seria o Tépico 1, denominado
Postura, citado da pagina 19 deste trabalho, visto em (LIMA et al., 2006, p. 90). Na quarta
atividade propomos uma atividade distinta das demais, pois a didatica do professor se
baseara em um problema cotidiano fazendo com que, ao final, os discentes trabalhem
efetivamente em casos do Jogo. Finalizando o capitulo, daremos o primeiro passo para o
trabalho das Permutacbes Cadticas no Ensino Médio, indicando assim a oportunidade de
um trabalho posterior mais elaborado.

3.1 Atividade 01: Os problemas de Contagem presentes em ca-

sos do Jogo Senha

Objetivos:

1. Mostrar a aplicabilidade dos métodos basicos de Contagem em casos do Jogo Senha;

2. Estimular a metodologia de descricao de tarefas nas resolugdes dos problemas de
Contagem;

3. Associar o problema proposto por meio do Jogo Senha com problemas tradicionais
de Contagem.

Publico Alvo:

Alunos do Ensino Médio que estejam estudando o tema Analise Combinatéria
(geralmente 2° ano do Ensino Médio).

Pré-requisitos:

E necessario o conhecimento prévia do tema Anélise Combinatéria, por meio dos
Métodos de Contagem: Principio Multiplicativo, Principio Aditivo de Contagem, Permutagao
Simples e Combinagdes Simples.

Materiais e Tecnologias:
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Como complemento pedagdgico, sugere-se a confeccao de slides com as imagens
utilizadas na atividade, pois a informacgéao visual que o Jogo apresenta é fundamental para a
compreensao e, consequentemente, sera determinante para as resolugoes dos discentes.

Recomendag¢o6es Metodoldgicas:

1. Orienta-se a divisdo da turma em grupos de até 4 pessoas para um trabalho colabo-
rativo. A aplicagdo da atividade devera ser feita em sala de aula, pois as resolugoes
serao feitas no caderno, de forma tradicional, além da projecao em slide, obrigatoria-
mente, ter que se posicionar em um local de visdo ampla da turma;

2. Como esta atividade enfatiza desde o inicio uma resolucéo bem elaborada de casos
do Jogo Senha, orienta-se uma participagao ativa do professor dando orientagdes
nos grupos para que haja um desenvolvimento satisfatério dos discentes.

Dificuldades Previstas:

Nao se espera dificuldades, pois a atividade é de facil realizagdo/compreensao e a
dindmica da pratica em grupo auxilia o processo de ensino. Devemos levar em consideragao
que por ser uma atividade diferenciada, o empenho e colaborag¢ao da turma se torna um
elemento fundamental para o sucesso.

Descricao geral: (Tempo previsto: 110 minutos)

1. De acordo com a figura 2 abaixo, representando duas situacées do Jogo Senha, faca o
que se pede:

Figura 2 — Caso do Jogo Senha utilizado na Atividade 01

SITUAGAO 01 SITUACAO 02
SENHA OCULTA SENHA OCULTA
TENTATIVA TENTATIVA

Fonte: Autoria prépria

a) (02 min) Qual é a informacao adicional que o Jogo tera que fornecer para o jogador?
Resposta esperada:
Informacao adicional: Situagdo 01: b=0 e p=2 e Situagéo 02: b=1 e p=2.

b) (28 min) Descreva, passo a passo as tarefas que o jogador tera que fazer para tentar
encontrar a senha:

Resposta esperada:

Situagéo 01: Tarefas de resolugao:
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Tarefa 01: Escolher duas pecas da senha e fixa-las nas posi¢ées iniciais, pois o jogador
sabe que ha duas pecas de cor e posi¢cao certas (informagao p=2);

Tarefa 02: Trocar as duas pecgas restantes da senha pelas duas que ficaram de fora;

Tarefa 03: Permutar, essas duas pecas recém-incluidas na senha.

Situacao 02: Tarefas de resolugao:

Tarefa 01: Escolher duas pegas da senha e fixa-las nas posi¢oes iniciais, pois o jogador
sabe que ha duas pecas de cores e posicao certas (informacao p=2);

Tarefa 02: Escolher uma das duas restantes da senha para, em seguida, retirar ela da
posicao inicial;
Tarefa 03: Feita a escolha na tarefa acima, retirar esta da posi¢ao inicial, pois o jogador

sabe que uma peca estd na posicao errada (informacéo b=1);

Tarefa 04: Trocar uma peca por alguma das duas que ficaram de fora.

¢) (10 min) Utilizando as tarefas descritas acima, resolva as situacdes utilizando os métodos
de contagem apropriados.

Resposta esperada:

Situagdo 01: A primeira tarefa sera feita de C'(4,2) maneiras; a tarefa 02 de uma
maneira e a ultima tarefa sera feita de 2 maneiras. Entéo, pelo Principio Multiplicativo, ha

4 x3
C(4,2 1x2=
(4,2) x 1 x w1

X 2=12

senhas, com apenas uma correta.

Situagao 02: A tarefa 01 podera ser feita de C'(4, 2) maneiras; a tarefa 02 de C'(2, 1)
maneiras; a tarefa 03 de uma maneira e a Ultima tarefa de 2 maneiras.

Logo, pelo Principio Multiplicativo, existem

4 x 3
c(4,2 2x1x2=
(4,2) x2x 1 x w1

x4 =24

senhas, com apenas uma correta.

2. (60 min: 30 minutos cada Problema) Siga rigorosamente os mesmos passos de (1. b)
e (1. c) acima para resolver os dois problemas de contagem abaixo:

2.1. Problema 01
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(OBMEP 2015 — Nivel 3 — 12 fase) (Visto na secédo 2.3 deste trabalho) Em uma
Olimpiada de Matematica, foram distribuidas varias medalhas de ouro, varias de prata e
varias de bronze. Cada participante premiado péde receber uma Unica medalha. Aldo, Beto,
Carlos, Diogo e Elvis participaram dessa olimpiada e apenas dois deles foram premiados.
De quantas formas diferentes pode ter acontecido essa premiacao?

A)20 B)30 C)60 D)90 E)120
Resposta esperada:

Tarefas de Resolugéo:

Solucéo vista na secao 2.3 deste trabalho.
2.2 Problema 02:

(Autoria prépria) (Visto na secao 2.3 deste trabalho)

Considere um grupo de 12 alunos. Deste grupo sera composta uma comissao com
05 alunos, contendo trés cargos especificos: presidente, secretario e tesoureiro. Qual é o
nuamero total de comissdes que podem ser formadas?

Resposta esperada:
Solucéo vista na secao 2.3 deste trabalho.

3. (10 min) Comente quais as semelhangas notou entre a resolu¢gao dos casos do Jogo
Senha e os problemas propostos.

Resposta esperada:

Os alunos irao perceber que os métodos de contagem utilizados s&do os mesmos,
além de forma de organizagao do problema. O auxilio entre a associagao dos problemas
com o caso do Jogo Senha sera confirmado na resposta deste questionamento.

Possiveis Continuac6es e Desdobramentos:

O formato da atividade permite uma diversificacdo nos casos do Jogo Senha a ser
estudado, consequentemente, oferece a possibilidade de ampliar os problemas propostos
no numero 2. Lembremos que o ideal é a relacéo entre os problemas presentes no Jogo
com 0s propostos.

3.2 Atividade 02: Comparando casos do Jogo Senha

Objetivos:

1. Estimular as diversas formas de se jogar o Jogo Senha;

2. Entender melhor cada caso do Jogo Senha através de comparagdes comprovadas
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por calculos;

3. Mostrar um detalhe importante do Jogo Senha, referente a informacgao adicional, a
saber: a falta de pinos brancos ou pretos na informacgao adicional também tem algo a
dizer sobre a senha;

4. Mostrar a aplicabilidade dos métodos basicos de Contagem em casos do Jogo Senha;

5. Estimular a metodologia de descricao de tarefas nas resolugdes dos problemas de
Contagem por meio da resolugcao dos casos do Jogo.

Publico Alvo:

Alunos do Ensino Médio que estejam estudando o tema Analise Combinatéria
(geralmente 2° ano do Ensino Médio).
Pré-requisitos:

E necessario o conhecimento prévio do tema Anéalise Combinatéria, por meio dos
Métodos de Contagem: Principio Multiplicativo, Principio Aditivo de Contagem, Permutagao
Simples e Combinacgdes Simples.

Materiais e Tecnologias:

1. Fichas para colorir simulando o Jogo Senha (figura 4 ao final da atividade);

2. Alguns Smartphones, geralmente os préprios alunos possuem, com o aplicativo do
Jogo Senha instalado (ha diversos disponiveis para baixar) (figura 5 ao final da
atividade);

3. Um tabuleiro original ou semelhante ao Jogo Senha (figura 6 ao final da atividade);

4. Elementos basicos para uma aula tradicional, como quadro, giz/pincel, apagador.

Recomendacdes Metodoldgicas:

1. Orienta-se a divisdo da turma em grupos de até 6 pessoas para um trabalho cola-
borativo. Trés integrantes do grupo teréo a fungéo de Jogador (cada um jogarda em
uma das formas: Ficha, Smartphone ou Tabuleiro) e os outros de Desafiante. Feita a
tentativa inicial, todos os membros do grupo prosseguem com o decorrer da atividade
acompanhando as explica¢des do professor;

2. A aplicagdo da atividade podera ser realizada, inicialmente, fora de sala, como em
um patio, ginasio, em algum ambiente amplo, dando assim mais tranquilidade aos
discentes;



Capitulo 3. Propostas de Atividades para a Sala de Aula 57

3. Esta atividade possui um carater simples, apenas de demonstracdo dos resultados re-
ferentes aos casos do Jogo Senha. E importante ressaltar que alguns casos possuem
um maior potencial didatico, como veremos exemplos na descri¢ao geral;

4. A fim de familiarizar o Jogo entre os discentes, orienta-se estender o tempo durante o
processo de aplicagao do Jogo, trazendo ludicidade para atividade, auxiliando assim
nas orientacées do docente;

5. Nao se aconselha o estudo de casos do Jogo Senha que utilizem métodos de conta-
gem nao trabalhados anteriormente em sala;

6. A parte final da atividade, reservada para a parte matematica, de demonstracao de
casos do Jogo Senha, devera ser realizada em sala de aula por meio dos recursos
tradicionais necessarios para pratica docente.

Dificuldades Previstas:

1. A utilizacdo de trés formas do Jogo pode acarretar descontrole entre os alunos,
duvidas, conflito entre o grupo;

2. Sabemos do potencial informativo que os Smartphones possuem, e por isso, podera
haver momentos de dispersao determinantes para atrapalhar esta agao didatica;

3. Talvez néao seja facil a obtencao do tabuleiro do Jogo Senha (original/similar). Caso
ocorra este problema, sugere-se a aplicagdo da atividade por meio dos outros méto-
dos;

4. Sabemos da revolugao tecnolégica atual, porém, nem todos os alunos possuem
Smartphones. Logo, é preciso uma analise do quantitativo de celulares com possibili-
dade de instalacédo do aplicativo e, em seguida, a distribuicdo dos grupos de forma
que a atividade transcorra de forma igualitaria.

Descricao geral: (Tempo previsto: 50 minutos)

Sabemos que cada caso do Jogo Senha se caracteriza pela informagéo adicional
dada pelo Jogo a partir da tentativa inicial no descobrimento da senha. Com isso, trabalha-
remos algumas comparagdes importantes entre alguns casos, mostrando assim que o Jogo
nao se compode apenas de informagéao adicional formada por pinos brancos e pretos.

Nesta aplicacao, procura-se também dinamizar as formas de trabalhar o Jogo em
sala de aula, através de trés opgoes: Aplicativo de Smartphone, Tabuleiro ou Fichas de
Papel. Vamos aos procedimentos:

1. (05 min) Inicie o Jogo Senha de trés formas distintas (Smartphone, Tabuleiro ou Ficha
de Papel para colorir).
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2. (15 min) Dentre as trés tentativas elaboradas inicialmente, classifique, de forma indutiva,
qual julga mais facil e qual mais dificil para o prosseguimento. Copie no caderno. Exemplo:
Smartphone: Caso b=1 e p=1; Tabuleiro: Caso b=1 e p=2 e Ficha: Caso b=0 e p=3. Dai,
suponhamos que o jogador julgue: Ficha (o mais facil) e Smartphone (o mais dificil).

Observacgoes: Se o jogador acertar na primeira tentativa, repita o procedimento para
que isso ndo acontega novamente.

Apoés a escolha do mais facil, estimule os alunos a prosseguirem tentando vencer o
jogo, familiarizando assim o Jogo entre eles.

3. (05 min) Ao final, mostre a figura 3 aos alunos, para que verifiquem se fizeram boa
escolha ou ndo. Em seguida, prove no quadro alguns casos, especificos do Ensino Médio,
dando assim mais seguranga para os dados informados.

Observacao: Todos os casos da figura 3 foram resolvidos na seg¢ao 2.2 deste
trabalho.

Figura 3 — Casos do Jogo Senha e numero de senhas correspondentes - Imagem para
utilizar na Atividade 2

2 |83 b ln 4

Namero de

Senhas 9 88 8 84 72 6 48 24 12 8 1

Relacionadas

Fonte: Autoria prépria

4. (05 min) Relate o que os levou a fazer o julgamento do mais facil.
Resposta esperada:

Certamente o que leva a escolha do caso mais facil € a quantidade total de pinos
compostos na informacgéo adicional. Mas, tal interpretacdo sera desconsiderada quando, ao
analisar, por exemplo, na tabela os casos (b=0 e p=2) e (b=1 e p=2), pois 0 primeiro caso
possui 12 senhas correspondentes, enquanto o segundo 24.

Tal prova, ira mostrar aos alunos que a falta de pinos também é uma informacéo
importantissima do jogo. Os calculos serao feitos no momento a seguir.

5. (20 min) Agora observe algumas explicacdes/resolucdes feitas pelo professor.

Escolher casos especificos que irdo auxiliar o ensino de Contagem a partir de
solucdes bem organizadas, como as vistas na sec¢ao 2.3 deste trabalho.

As figuras 4, 5 e 6 mostram trés formas de jogar o Jogo Senha:
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Figura 4 — Modelo de Ficha para colorir simulando o Jogo Senha

-

SENHA OCULTA

QOO0

\

TENTATIVA

QOO0

ADICIONAL

QO
QO

INFORMACAOY

Fonte: Autoria prépria

Figura 5 — Aplicativo de Smartphone denominado “Real Code Breaker” simulador do Jogo

Senha

¢)) 00:00:20

S
" m" e

FINISH
Fonte: Autoria prépria
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Figura 6 — Tabuleiro do Jogo Senha

Fonte: hitp://www.matematicamania.com.br/2008/mastermind-um-jogo-de-logica/

3.3 Atividade 03: O cuidado na escrita das resolucoes dos pro-

blemas de Contagem

Objetivos:

1. Mostrar a aplicabilidade dos métodos basicos de Contagem em casos do Jogo Senha;

2. Estimular a metodologia de descrigdo de tarefas nas resolu¢des dos problemas de
Contagem;

3. Associar o problema proposto pelos casos do Jogo Senha com problemas tradicionais
de Contagem.

Publico Alvo:

Alunos do Ensino Médio que estejam estudando o tema Analise Combinatéria
(geralmente 2° ano do Ensino Médio).

Pré-requisitos:

E necessario o conhecimento prévio do tema Anélise Combinatéria, por meio dos
métodos de contagem: Principio Multiplicativo, Principio Aditivo de Contagem, Permutacao
Simples e Combinagdes Simples.

Materiais e Tecnologias:

1. Como complemento pedagogico, sugere-se a confecgao de slides para auxiliar a parte
01 da atividade (Resolugcao do caso do Jogo Senha), por meio de imagens, animagdes,
recursos em geral oferecendo ao discente uma solugao dinamica e objetiva;
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2. Elementos basicos para uma aula tradicional, como quadro, giz/pincel, apagador.

Recomendac¢des Metodoldgicas:

Nao ha necessidade de divisdo da turma em grupos. Esta atividade se baseia na
orientagao do professor durante o processo de construgao da solugéo de problemas de
contagem e isso refor¢a o fato de uma aplicagéo individual, de forma tradicional, contando
com o auxilio constante do docente durante as duvidas possiveis do processo.

Dificuldades Previstas:

Espera-se dificuldade dos alunos na parte da descricdo das tarefas necessérias
para a resolucdo dos problemas propostos. Isso pode acarretar um atraso na atividade visto
que o professor pode ser muito solicitado. Com isso, orienta-se pedir o auxilio dos alunos
que sentirem mais facilidade para ajudar os colegas durante este processo de ensino.

Descricao geral: (Tempo previsto: 75 minutos)

Neste momento, daremos uma énfase na organizagdo e no cuidado da escrita
das resolucdes de problemas de Contagem. Cada questionamento desta atividade ira
encaminhar os alunos para uma resolugao mais produtiva e com menos possibilidade de
erros, vejamos:

1. (25 min) Apenas acompanhe com atencao os passos para a resolugao de um caso do
Jogo Senha (que é um problema de Contagem).

Explicacao no quadro:
Resolucédo do Caso 04 do Jogo Senha: b=1 e p=1. Vista na secao 2.2 deste trabalho.

Neste caso, sabemos que o jogador acertou 2 cores (por conter dois pinos na
informacéao adicional). Como ha um pino preto, o jogador sabe que uma peca possui cor
certa em posicao certa. A presenca do pino branco mostra que ha outra cor correta na
senha, porém, na posicao errada. E, também, ndo podemos esquecer que duas cores da
senha estao erradas.

Para a resolugao, observe que temos varios problemas a serem resolvidos e iremos
descrever esses como tarefas de resolucéo, vejam:
Tarefa 01: Escolher uma peca da senha para manter fixa na posicao inicial;
Tarefa 02: Escolher outra pega da senha para em seguida mudar esta de posi¢ao;
Tarefa 03: Mudar de posi¢céo a peca escolhida anteriormente;

Tarefa 04: Trocar as duas pecas, ainda ndo escolhidas da senha pelas duas pecas que
ficaram de fora na primeira tentativa;
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Tarefa 05: Permutar as pecas recém-incluidas na senha, terminando assim o numero total
de possibilidades.

Resolvendo as tarefas temos: A tarefa 01 consiste em selecionar um objeto dentre
quatro disponiveis. Temos assim C'(4, 1) = 4 formas de selecéo. A tarefa 02 consiste em
selecionar um objeto dentre 3 (pois um deles foi escolhido na tarefa anterior). Temos assim
C'(3,1) = 3 formas de selegdo. A tarefa 03 consiste em mudar de posi¢éo a peca escolhida
anteriormente. Como ha trés vagas (pois uma vaga esta fixada com a peca escolhida na
tarefa 01), entdo, ha apenas duas vagas possiveis. Como ha duas pecas erradas na senha,
iremos trocar duas pecas da senha pelas duas pecas que ficaram de fora (Tarefa 04), e
claramente isso é feito de uma maneira. Finalizando, a tarefa 05 consiste em permutar
(trocar a posicao) as duas pecgas escolhidas na tarefa anterior. Isso pode ser feito de 2
formas.

Com isso, pelo Principio Multiplicativo, a resposta do problema é:
4x3X2x1x2=148

O que mostra que ha 48 senhas das quais uma delas sera a correta.

2. (40 min: 20 minutos cada Problema) Seguindo rigorosamente os passos (1°: Descri¢cao
em tarefas, 2°: resolucéo das tarefas, 3°: Aplicacao do Principio Multiplicativo) da solucao
acima, resolva os problemas abaixo: Observacgao: Orienta-se ao professor, acompanhar
cada etapa deste processo.

2.1 Problema 01: (Autoria Propria) (Visto na secao 2.3 deste trabalho)

Marina e Thiago, junto com outros seis amigos (3 mulheres e 3 homens) vao viajar
de 6nibus em uma excursao escolar. O 6nibus que os levara possui exatamente quatro
bancos (cada um com dois assentos) vagos. De quantas maneiras os oito amigos podem
se sentar no 6nibus de modo que Marina e Pedro fiqguem juntos e em cada banco sente um
homem e uma mulher?

Resposta esperada 2.1:
Resolugéo vista na segao 2.3 deste trabalho.
2.2 Problema 02:(Autoria prépria) (Visto na secao 2.3 deste trabalho)

De um grupo de 10 mulheres, dentre elas Carol, e de 8 homens, dentre eles José,
quantas comissdes podem ser formadas por:

a) 5 pessoas com no minimo 4 mulheres?
b) 6 pessoas: 3 de cada sexo e de modo que Carol e José sejam incluidos?
Reposta esperada 2.2:

Resolucéo vista na secao 2.3 deste trabalho.
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3. (10 min): Comente as semelhancas observadas entre a resolucao feita pelo professor
em 01 e as resolucdes dos problemas propostos em 02. Como essa forma de resolugao os
auxiliaram durante as resolug¢des?

Resposta esperada:

Os alunos irdo perceber que os métodos de contagem utilizados sao geralmente os
mesmos. Perceberdo que a organizacao na resolug¢ao dos problemas € um grande auxilio
para encontrar a resposta correta.

Possiveis Continuacoes e Desdobramentos:

O formato da atividade permite uma diversificacdo nos casos do Jogo Senha a ser
estudado, consequentemente, oferece a possibilidade de ampliar os problemas propostos
na segunda parte. Lembremos que o ideal é a relagdo entre os problemas presentes no
Jogo com os propostos. Nao é viavel associar um caso do Jogo Senha que utilize em sua
resolucdo apenas Permutagdes Cabticas com um problema, que para a sua resolucéo
utiliza Principio Multiplicativo e Combinag6es Simples.

3.4 Atividade 04: Resolvendo casos do Jogo Senha a partir de

Problemas de Contagem

Objetivos:

1. Mostrar a aplicabilidade dos métodos basicos de Contagem em casos do Jogo Senha;

2. Estimular a metodologia de descricao de tarefas nas resolugdes dos problemas de
Contagem;

3. Associar problemas tradicionais de contagem com problemas propostos em caso do
Jogo Senha.

Publico Alvo:

Alunos do Ensino Médio que estejam estudando o tema Analise Combinatéria
(geralmente 2° ano do Ensino Médio).
Pré-requisitos:

E necessario o conhecimento prévio do tema Andlise Combinatéria, através dos
métodos de contagem: Principio Multiplicativo, Principio Aditivo de Contagem, Permutacao
Simples e Combinagbes Simples.
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Materiais e Tecnologias:

1. Como complemento pedagdgico, sugere-se a confeccdo de slides para auxiliar a
parte 01 da atividade (Resolu¢ao dos Problemas de Contagem), através de imagens,
animagoes, recursos em geral oferecendo ao discente uma solugao dinamica e
objetiva;

2. Elementos basicos para uma aula tradicional, como quadro, giz/pincel, apagador.

Recomendac¢o6es Metodoldgicas:

N&o ha necessidade de divisdo da turma em grupos. Esta atividade se baseia na
orientacao do professor durante o processo de construcdo da solugcédo de problemas de
contagem (presentes em casos do Jogo Senha) e isso reforga o fato de uma aplicagcao
individual, de forma tradicional, contando com o auxilio constante do docente durante as
duvidas possiveis do processo.

Dificuldades Previstas:

Espera-se dificuldade dos alunos na parte da descricao das tarefas necessarias
para a resolugéo dos problemas propostos. Isso pode acarretar um atraso na atividade visto
que o professor pode ser muito solicitado. Com isso, orienta-se pedir o auxilio dos alunos
que sentirem mais facilidade para ajudar os colegas durante este processo de ensino.

Descricao geral: (Tempo estimado: 100 minutos)

Basicamente, esta atividade é o inverso da Atividade 3.3. Iremos iniciar a atividade
com a resolucédo de Problemas de Contagem presentes em Vestibulares/ Processos seleti-
vos/ Autoria prépria, e com esta resolucao, estaremos induzindo a solucao posterior dos
alunos dos casos do Jogo Senha.

1. (40 min: 20 minutos para cada Problema) Acompanhe a solugcdo dos Problemas de
Contagem abaixo:

1.1 Problema 01: (Autoria Prépria) Visto na secao 2.3 deste trabalho:

Quantos anagramas da palavra UENF existem de forma que uma e apenas uma
letra se mantenha fixa na posigao inicial?

Explicacao no quadro 1.1:
Resolugdo vista na segéo 2.3 deste trabalho.
1.2 Problema 02: (Autoria Prépria) Visto na secao 2.3 deste trabalho:

Um atleta pratica trés atividades fisicas durante seis dias de uma mesma semana.
Cada dia ele pratica apenas uma atividade. As atividades sdo: Corrida, Futebol e Natacao.
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Durante a semana ele reserva dois dias para cada atividade. Observe a representacao de
uma semana do atleta: (Futebol, Corrida, Futebol, Natagdo, Natacao e Corrida).

Explicacao no quadro 1.2:
Resolucéo vista na se¢éo 2.3 deste trabalho.

2. (50 min: 25 minutos para cada Problema) Seguindo rigorosamente os passos (1°:
Descricao em tarefas, 2°: resolugao das tarefas, 3°: Aplicagéo do Principio Multiplicativo)
da solugao acima, resolva os problemas abaixo: Observacéo: Orienta-se ao professor,
acompanhar cada etapa deste processo.

2.1 Problema 01: Caso do Jogo Senha: b=3 e p=1

Ao jogar o Jogo Senha, um jogador se depara com a seguinte situagdo: informacao
adicional b=3 e p=1. O que isso significa? Descubra o nimero de senhas correspondentes
a essa informacao adicional.

Resposta esperada:
Resolugdo vista na segao 2.2 deste trabalho.
2.2 Problema 02:

Considere o caso do Jogo Senha: Ao jogar o Jogo Senha, um jogador depara com
a seguinte situacao: informacao adicional b=1 e p=1. O que isso significa? Descubra o
namero de senhas correspondentes a essa informagao adicional.

Resposta esperada:
Resolucéo vista na secao 2.2 deste trabalho.

3. (10 min) Verifique se os métodos de contagem utilizados nas resolu¢des dos problemas
2.1 e 2.2 se assemelham com os que foram utilizados em 1.1 e 1.2. Em seguida, relate as
semelhancas observadas entre as resolugdes dos problemas apresentados em 01 com os
propostos em 02.

Resposta esperada:

Sera notdria a presenca dos mesmos Métodos de Contagem (geralmente Principio
Multiplicativo e Combinagdes Simples). Essa presenca constante dos mesmos métodos de
Contagem em diferentes problemas de Andlise Combinatdria reforga a resposta positiva
quanto as semelhancas entre os problemas, como se observa com mais clarezaem 1.1 e
2.1.
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3.5 Atividade 05: Introducao as Permutacoes Cadticas

Objetivos:

1. Introduzir o conceito de Permutagdes Cadticas no Ensino Médio;
2. Mostrar a relacao direta desse tema com o numero de Euler;

3. Mostrar a aplicabilidade do tem por meio através de Problemas presentes em provas
reconhecidas nacionalmente;

4. Associar a resolugcao dos problemas propostos com a proposta do estudo do Caso do
Jogo Senha.

Publico Alvo:

Alunos do Ensino Médio que estejam estudando o tema Analise Combinatéria
(geralmente 2° ano do Ensino Médio).
Pré-requisitos:

E necessario o conhecimento prévio do tema Analise Combinatéria, através dos
Métodos de Contagem: Principio Multiplicativo, Principio Aditivo de Contagem, Permutagao
Simples e Combinagdes Simples.

Materiais e Tecnologias:

1. Para dar mais dinamicidade a atividade, sugere-se a confeccao de cartbes, para
que durante a aplicagao dos questionamentos, os alunos tenham um manuseio mais
pratico auxiliando assim nas resolucdes. Necessita-se de 11 cartdes, 4 com as letras
A, B, C e D, para a introducao da atividade, 3 com as letras T, V e E, para o problema
proposto 1 e os demais com os numeros 0, 1, 2 e 5, para o problema proposto 2;

2. O ideal seria os 11 cartdes para cada grupo;

3. Elementos basicos para uma aula tradicional, como quadro, giz/pincel, apagador.

Recomendac¢oes Metodoldgicas:

Orienta-se a divisdo da turma em grupos de até 4 pessoas para um trabalho colabo-
rativo. A aplicagao da atividade devera ser feita em sala de aula devido a necessidade do
quadro para as devidas explicagdes, com isso, se torna necessario materiais tradicionais
para a ministracdo de uma aula normal.

Dificuldades Previstas:
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Nao se espera dificuldades, pois a atividade é de facil realizacdo/compreensao e a
dindmica da pratica em grupo auxilia o processo de ensino.

Descricao geral (Tempo previsto: 55 minutos):

Vamos trabalhar neste tépico um caso do Jogo Senha que para a sua resolugao
iremos pedir aos alunos apenas para listarem as possibilidades e para a confirmagao dessa
quantidade, estaremos inserindo os conceitos basicos das Permutag¢des Cadticas. Seguem,
entdo, os questionamentos:

1. (10 min) Consideremos o Caso 01 do Jogo Senha, veja a figura 7:

Figura 7 — Caso do Jogo Senha utilizado na Atividade 05

SENHA OCULTA

L 4 X 1@

TENTATIVA

L X IO |

INFORMAGCAO
ADICIONAL

()
(JL )

Fonte: Autoria prépria

Para que o jogador resolva este problema ele devera reordenar as cores de forma
que nenhuma delas permaneca na posi¢ao inicial. Liste todas as possibilidades. (Nomear
cada cor por uma letra maiuscula, exemplo: ABCD)

Resposta esperada:

Sendo ABCD a senha oculta e CADB a tentativa inicial, temos as seguintes ordena-
¢bes: ABCD, ACBD, ADBC, BCAD, BDAC, BDCA, DBAC, DBCA e DCBA.

2. (05 min) Relate as dificuldades e as estratégias para a resolugédo da questéo.
3. (15 min) Leia o texto mencionado abaixo:
Texto da secéo 1.2.5 deste trabalho: (Até a segunda citacdo de Morgado et al.).

De acordo com as informagdes, verifique se a quantidade listada em 01 confere com
0 método citado acima.

Resposta esperada:
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Como foram listadas 9 combina¢dées em 01, os alunos irdo confirmar com o método
acima pois:

4!2 24 ~ 8 85
e 2,71 7

4. (20 min: 10 minutos cada Problema) Resolva os problemas abaixo e veja a associagao
direta com as questdes anteriores. Relate o que foi observado.

4.1 Problema 01:

(ENEM 2009 - Prova cancelada) (Visto na seg¢ao 2.3 deste trabalho) - Versao
reformulada:

Em um concurso realizado em uma lanchonete, apresentavam-se ao consumidor
quatro cartas voltadas para baixo, em ordem aleatéria, diferenciadas pelos algarismos 0,
1, 2 e 5. O consumidor selecionava uma nova ordem ainda com as cartas voltadas para
baixo. Ao desvira-las, verificava - se quais delas continham o algarismo na posicao correta
dos algarismos do numero 12,50 que era o valor, em reais, do trio-promog¢ao. Para cada
algarismo na posicao acertada, ganhava-se R$1,00 de desconto. Por exemplo, se a segunda
carta da sequéncia escolhida pelo consumidor fosse 2 e a terceira fosse 5, ele ganharia
R$2,00 de desconto. Qual é o numero de maneiras que o consumidor pode ordenar 0s
numeros de forma que ele acerte apenas o ultimo algarismo?

Resposta esperada 4.1:

Como o ultimo algarismo estéa correto, resta ordenar os trés primeiros fazendo com
que nenhum deles permaneca a posi¢cao correta, ou seja, 0 1 ndo pode sero 1°, nemo 20
2°, nem o 5 o 3°. Utilizando os conceitos apresentados por Morgado et al. (2016, p. 65) ja
citado na péagina 26 temos:

3! 6
— = — =221
e 2,71

Logo, h& 2 maneiras:
25,10 ou 51,20.
4.2 Problema 02
(ENEM — 1998) (Visto na sec¢éo 2.3 deste trabalho) — Versao reformulada:

Em um concurso de televisdo, apresentam-se ao participante 3 fichas voltadas para
baixo, estando representada em cada uma delas as letras T, V e E. As fichas encontram-se
alinhadas em uma ordem qualquer. O participante deve ordenar as fichas ao seu gosto,
mantendo as letras voltadas para baixo, tentando obter a sigla TVE. Ao desvira-las, para
cada letra que esteja na posig¢ao correta ganhara um prémio de 200 reais. De quantas



Capitulo 3. Propostas de Atividades para a Sala de Aula 69

maneiras o participante pode ordenar as fichas de forma que ele ndo ganhe nada?
Resposta esperada 4.2:

Assim como no problema anterior, para que o participante ndo nada, ele tera que
errar todas as letras, 0 que sera uma Permutagao Cadtica de trés objetos: D [3] sera o
ndmero inteiro mais proximo de 2 = 5.~ 2 97,
e 2,71 )

Veja entdo os possiveis casos: VET e ETV.

5. (05 min) Comente as semelhancas/diferencas entre os problemas presentes nas ques-
tdes 1 e 4 acima.

Resposta esperada:

Os alunos irdo perceber a semelhanca durante a atividade e isso ira enfatizar o
grande auxilio que a resolugao do caso 01 do Jogo Senha proporcionou para o desenvolvi-
mento das questdes do ENEM propostas nessa atividade.

Possiveis Continuac6es ou desdobramentos:

Esta atividade pode ser considerada a introducdo de um trabalho mais completo e
focado em Permutacdes Caodticas. Para uma base sélida do tema, sugere-se a leitura do
artigo Rimsa e Falcao (2014).
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Consideracoes Finais

Alguns livros didaticos apresentam conceitos ligados aos Métodos de Contagem por
meio de uma metodologia exclusivamente tradicionalista e ndo atrativa. Isso contribui para
a formacgéao de discentes que ndo compreendem a Analise Combinatéria. Os alunos sentem
dificuldade na assimilagdo dos conceitos pois nao percebem os principios basicos por tras
da solucéo dos problemas. Muitos querem desenvolver métodos praticos, baseados em
formulas, para resolver todos os tipos de problemas.

O tema matematico em discussao tem se tornado um excelente meio de ensinar os
alunos a usarem a imaginag¢ao durante um processo resolutivo e a organizarem sistematica-
mente seu raciocinio légico matematico.

Buscando um auxilio para a didatica, sugerimos a utilizacdo de Jogos em sala
de aula, especificamente o Jogo Senha, devido a riqueza matematica em relagao ao
tema, trazendo uma possibilidade metodolégica diferenciada focada na construgéo do
conhecimento. A partir disso, de posse dos conceitos, podemos associar a resolu¢cao dos
casos do Jogo Senha com problemas de Contagem comuns e frequentes, oferecendo
consigo aulas mais atraentes e participativas, pois ha inser¢do do aluno nos problemas,
como parte predominante.

Nossa pesquisa se justificou pela dificuldade de ministrar os conceitos de Analise
Combinatéria. Acreditamos que as Atividades Propostas oferecem uma didatica motivadora
focada na contribuicdo para a aprendizagem significativa dos conceitos. Além disso, pro-
pomos uma metodologia que desenvolve o comportamento dos discentes diante de um
problema de Contagem. E uma forma de estimular o raciocinio e a organizacéo durante as
resolucdes e isso contribui para a reducéo da incorreta memorizacéao de férmulas .

Com esta proposta, observa-se também que o planejamento da aula de acordo com
0s objetivos pré-tracados é parte fundamental do processo. O cuidado durante a preparacao
metodolégica podera reduzir gradativamente as Dificuldades Previstas, dando assim mais
qualidade ao trabalho.

O esperado nesta pesquisa nao era apenas propor uma forma diferenciada de
ensinar Analise Combinatéria, mas mostrar que essa metodologia podera estimular o
raciocinio combinatério dos discentes. Além disso, buscamos despertar nos professores e
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nos leitores de um modo geral maior interesse em buscar novos conhecimentos, a fim de
poder desfrutar das potencialidades que os jogos (em especial o Jogo Senha) oferecem
para o processo de ensino e aprendizagem.

Portanto, é possivel vislumbrar novas abordagens a partir do que trabalhamos nesta
pesquisa, o que da importante continuidade aos estudos de conceitos matematicos. Por
isso, ndo esgotamos as possibilidades e nem o pretendemos, uma vez que as contribuicées
para o processo de ensino e aprendizagem da Analise Combinatéria podem ser vastas e
diferenciadas, como demonstramos. Isso significa que o presente estudo também provoca
a abertura para outras questdes a serem discutidas em trabalhos futuros. Esperamos, pois,
que os professores se sintam estimulados a busca por métodos préprios, tendo em vista
sempre a singularidade do aluno, as diversas maneiras de ensinar e de aprender.
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APENDICE A

Permutacao com elementos repetidos

Quantos anagramas existem com a palavra MATEMATICA?
A palavra MATEMATICA possui3 A,2M,2T,1E,11e1C.

Como iremos formar um anagrama, devemos reordenar as 10 letras em 10 vagas.
Vejamos as tarefas:

Tarefa 01: Escolher, dentre as 10 vagas, duas para preencher com M;

Tarefa 02: Escolher, dentre as vagas restantes (10 — 2 = 8), trés para preencher
com A;

Tarefa 03: Escolher, dentre as vagas restantes (8 — 3 = 5), duas para preencher
comT;

Tarefa 04: Escolher, dentre as vagas restantes (5 — 2 = 3), uma para preencher
com E;

Tarefa 05: Escolher, dentre as vagas restantes (3 — 1 = 2), uma para preencher
com [;

Tarefa 06: Escolher, dentre as vagas restantes (2 — 1 = 1), uma para preencher
com C;

As tarefas acima séo realizadas de C(10, 2), C(8,3), C(5,2), 3, 2, 1, modos, respec-
tivamente.

Pelo Principio Multiplicativo temos C'(10, 2) x C'(8,3) x C'(5,2) x 3 x 2 x 1 anagramas.
De modo geral temos:
Seja n 0 numero de objetos,comn=a+b+c+d+ ... + k.

Entao,
n!

al x bl xel xd x..xk!
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APENDICE B

Permutacoes Circulares

De quantas maneiras n pessoas podem formar uma roda de ciranda?

A resposta desse problema sera o numero de permutagdes circulares de n objetos
distintos. A representagédo simbdlica desse valor por PC(n).

Vamos a resolugao:
Consideremos por exemplon =4 (A, B,C' e D).
Temos entdo 4 objetos e 4 vagas.

A primeira vista, basta escolher uma ordem para os quatro objetos, o que poderia
ser feito de 4 x 3 x 2 x 1 = 24 modos. Porém, as rodas ABC'D é idénticaa CDAB.

Perceba que o importante € a posicao relativa dos objetos, ou seja, ao girar a roda
ABCD de certa maneira teremos C'DAB. Logo, cada roda de ciranda podera ser girada 4
vezes, logo, o resultado procurado sera dado por % = 6.

Generalizando e respondendo o problema inicial temos:

O numero de maneiras de colocar n objetos em n vagas em torno de um circulo é

PCn) = n(n—1)(n—2)(n—3)...1 _ n! _ n(n —1)! —(n—1)

n n n
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