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Resumo

O presente trabalho apresenta o Principio de Cavalieri e propoe aplicagoes deste
principio, para célculo de volume, com o uso de modelos manipulaveis do acervo do La-
boratorio de Ensino de Mateméatica da Universidade Federal da Bahia. As aplicagoes
propostas especificam um roteiro detalhado da utilizacao de materiais manipulaveis vi-
sando um melhor entendimento para formulas de volumes de cilindros, prismas, piramides,
cones e esferas. As atividades sugeridas foram aplicadas em uma turma da 3° série ensino

médio. e sao relatadas ao final do trabalho.



Abstract

This paper introduces the principle of Cavalieri and proposes applications of this
principle for volume calculation, using manipulative models of the collection of the La-
boratory of Mathematics, Federal University of Bahia. The applications are proposed for
calculating volumes of cylinders, prisms, pyramids, cones and spheres and bring a detailed
roadmap for the use of these models in the classroom. Suggested activities were imple-
mented in a class of 3rd series school. The account of the applications and the opinion of

some students finish the paper.
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Capitulo 1
Introducao

Nas séries iniciais do curso fundamental, os conteidos de Matematica muitas vezes
sao apresentados de forma lidica, com o uso de materiais didaticos concretos e aplicagoes
voltadas para situagoes que surgem na rotina dos estudantes. Nos anos seguintes, o uso de
materiais manipulaveis é sensivelmente reduzido e o que mais comumente se vé, nas séries
finais do ensino fundamental e no ensino médio, sao aulas de Matematica expositivas onde
o professor apresenta o contetido para seus alunos e depois propoe a resolucao de exercicios.
Esta pratica faz do estudante, na maioria dos casos, um simples repetidor do método de
resolucao usado pelo professor, aplicando regras e procedimentos sem questionamentos e
desprezando sua criatividade e sua intuicao para formular outras resolugoes igualmente
validas.

Segundo Lima [6] uma atitude passiva leva a um conhecimento incompleto; é pre-
ciso questionar, indagar, procurar seus proprios caminhos, exercitar a mente.

Ao atingir o ensino médio os estudantes ja devem dominar abstratamente muitos
conceitos matematicos. Entretanto, neste nivel surgem novos contetidos como trigonome-
tria, geometria espacial e analitica, analise combinatéria e outros, que podem ser mais
facilmente fixados com a pratica do uso de modelos matematicos manipuldveis.

O estudo se tornara mais interessante e o aprendizado mais efetivo se o estudante
for incentivado a fazer suas préprias deducoes e chegar a conclusoes através de uma acao
sobre o objeto do seu aprendizado.

O uso de materiais manipulaveis pode ser enriquecedor no processo de ensino
aprendizagem da matemadtica. Régo e Régo [2] ressaltam que, através de experiéncias
bem sucedidas, o estudante desenvolve o gosto pela descoberta e por enfrentar e vencer
desafios. E também interessante que, se for possivel, o estudante participe da construcao
do material didatico a ser utilizado, pois durante a construcgao surgirao questionamentos
que poderao contribuir para uma aprendizagem mais efetiva. Segundo Fiorentini [4], em

muitos momentos, o mais importante nao serd o modelo mas a discussao provocada pelo



seu uso .

Com a ampliacao do acesso as novas tecnologias, em particular no ensino da Geo-
metria, os professores passaram a contar com recursos computacionais como sendo mais
um instrumento didatico. Os softwares de construgoes geométricas e simulacoes tridimen-
sionais surgem entao como um novo recurso para o ensino, porém, por mais sofisticados
que sejam, estes recursos nos trazem apenas representacoes planas na tela do computador
e por isso nao conseguem substituir a utilizacao dos modelos manipulaveis.

Observa-se, entretanto que a simples manipulacao de um modelo matematico nao
é suficiente para atingir os objetivos educacionais. E necessario que as atividades sejam
orientadas pelos professores, e para isso é indispensavel um planejamento das acoes e
uma clara definicao dos objetivos a serem alcancados. Além disso, esta pratica requer do
docente um estudo aprofundado do contetido a ser ensinado.

Em seus estudos, Serrazina [11] ressalta que o professor serd o responsével por este
planejamento e pela definicao dos objetivos que pretende alcangar e observa que, quando
a acao pedagdgica nao é bem planejada e nao atinge os objetivos, a experiéncia pode ser
frustrante para professor e estudante.

Muitos cursos de Licenciatura em Matematica ja tem em seu curriculo o uso do
Laboratério de Ensino da Matematica na formagao do docente, com matérias obrigatérias
incluidas no curriculo e estagio curricular com aplicacoes praticas. Apesar disso, poucos
sao os professores que realmente aplicam em suas aulas as técnicas aprendidas no ensino
superior, seja porque a maioria das escolas de ensino médio nao dispoe de um laboratoério
de Matematica ou de materiais didaticos manipulaveis ou pela comodidade de apresentar
suas aulas nos padroes previamente testados pois estas nao precisarao de tanto cuidado
no planejamento.

Neste trabalho sera realizado um breve histérico sobre o Principio de Cavalieri e
suas aplicagoes em calculo de volumes e em seguida serao propostos procedimentos siste-
matizados de aplicagoes deste principio para o calculo dos volumes de cilindros, prismas,
piramides, cones e esferas, utilizando para isto modelos matematicos do Laboratorio de
Ensino de Matematica e Estatistica - LEMA, da Universidade Federal da Bahia.

O exemplo de atividade proposto foi aplicado em aulas para uma turma do 3° ano
do ensino médio do Instituo Federal de Educacao, Ciéncia e Tecnologia, campus Santo
Amaro. Um relato desta atividade e a impressao dos estudantes em relagao aos resultados
alcancados sao apresentados no capitulo 4. O Capitulo 5 conclue o presente trabalho

através da andlise dos resultados alcancados com a aplicagao de materiais manipulaveis.



1.1 O Principio de Cavalieri

Figura 1.1: Bonaventura Cavalieri

Bonaventura Cavalieri nasceu em 1598 em Milao. Foi professor de Matematica na
Universidade de Bolonha de 1629 até sua morte em 1647. Foi um matemaético influente
e deixou uma vasta obra sendo a de maior destaque o tratado Geometria indivisibilibus
publicado em 1635, obra na qual ele desenvolve o seu método dos indivisiveis. De acordo
com Howard Eves [3], apesar do tratado de Cavalieri ser prolixo e pouco claro, tudo
indica que para Cavalieri um indivisivel de uma porcao plana é uma corda dessa porc¢ao
e considera-se que uma porc¢ao plana é formada por uma infinidade de cordas paralelas.
Fazendo deslizar cada uma das cordas da porcao dada, de modo que as extremidades
das cordas ainda descrevam um contorno continuo, podemos afirmar que a area da nova
porcao plana é igual a da original, uma vez que ambas sao formadas das mesmas cordas.
Seguindo raciocinio andlogo, um indivisivel de um sélido é uma secao plana deste sélido e
fazendo deslizar cada uma destas secoes, de modo que o novo sélido formado ainda tenha
nas laterais superficies continuas, os dois sélidos terao entao o mesmo volume, uma vez
que ambos sao formados pelas mesmas segoes.

Podemos enunciar o principio de Cavalieri separadamente para o calculo de areas
e de volumes. Em um artigo publicado na Revista do Professor de Matématica, n°® 72

Paterlini [9] apresenta o principio enunciado da seguinte forma:

e Principio de Cavalier: para cdlculo de areas: Sejam R e S regioes limitadas de um
plano, e seja r uma reta desse plano. Suponha que, para toda reta s paralela a r,
as intersegoes de R e S com s sejam vazias ou segmentos tais que a razao entre seus

comprimentos é constante. Entao a razao entre as areas de R eS é essa constante.
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Figura 1.2: Principio de Cavalieri para calculo de area

e Principio de Cavalieri para cdculo de volumes: Sejam A e B sélidos limitados, e
seja a um plano. Suponha que, para todo plano [ paralelo a « , as intersecoes de
A e B com [ sejam vazias ou regides tais que a razao entre suas areas é constante.

Entao a razao entre os volumes de A e B é essa constante.

Figura 1.3: Principio de Cavalieri para calculo de volumes

E importante observar que o Principio de Cavalieri, normalmente apresentado como
um postulado no ensino médio, é um teorema que pode ser demonstrado pela teoria de
integracoes de funcgoes reais estudada nos cursos de Calculo Diferencial e Integral.

No ensino médio, o estudo de volumes de sélidos utiliza o Principio de Cavalieri
comparando sélidos em que a razao entre as areas das secoes é igual a 1, logo as areas
das secoes serao iguais e portanto o enunciados do Principio de Cavalieri comumente
encontrados nos livros didaticos sao mais simples.

Dante [I], por exemplo, apresenta na introducao ao cdlculo de volumes de sélidos

geométricos o seguinte enunciado para o Principio de Cavalieri:

”Vamos considerar os sélidos, S; e Sy apoiados em um plano horizontal a. Con-
sideremos também o plano 3, paralelos a a que, ao seccionar S; também secciona So,
determinando duas regioes planas de areas A; e A;. Nestas condi¢oes podemos afirmar

que, se para todo plano § temos A; = A entao volume de S; = volume de Sy”



Um enunciado do Principio de Cavalieri ainda mais simples é o apresentado como

axioma por Lima [7]:

”Sao dados dois solidos e um plano. Se todo plano paralelo ao plano dado secciona

os dois solidos segundo figuras de mesma area, entao estes solidos tem o mesmo volume.”



Capitulo 2

O Laboratorio de Ensino de
Matematica e Estatistica - LEMA /
UFBA

2.1 Apresentacao

O Laboratoério de Ensino da Matematica e Estatistica da UFBA nasceu e se de-
senvolveu para atender as necessidades do ensino de Matemética na propria UFBA. Ini-
cialmente os professores desenvolviam informalmente modelos simples, para utilizar em
suas aulas e, a partir de 1993, alguns professores do Departamento de Matematica inse-
riram a construcao de modelos concretos como atividades e cursos para aprefeicoamento
de professores do ensino médio, dentro de projetos como Projeto Vitae - IMPA, Projeto
Laboratério de Ensino de Fisica e Matematica - PROGRAD/94 e Projeto Revitalizagao
das Licenciaturas da UFBA - PROLICEN/95.

Em 1996 o Laboratério de Ensino de Matemaética e Estatistica da UFBA foi insta-
lado em uma sala do Instituto de Matematica e foi constituida uma equipe de professores
que passaram a se dedicar as atividades do Laboratério com oficinas, projetos de moni-
toria, semindrios, cursos de utilizacao de softwares para o ensino de Matemaética e cursos
de extensao para professores do ensino basico, entre outras.

Apesar de contar com poucos recursos financeiros, a equipe do LEMA - UFBA
conseguiu construir um acervo com aproximadamente 160 modelos manipuldveis dire-
cionados para o ensino basico e superior. Estes modelos sao pecas artesanais, muitas
vezes construidos com material reciclado, sucata, isopor e canudinhos ou material em-
borrachado. Ha também modelos de superficies que utilizam a técnica de Papieta e sao

construidos com auxilio de recursos de computacao. Desta forma a elaboracao dos mode-



los é economica e acessivel, mas sempre preocupada com o rigor matemético e a precisao
necessarios para que as representagoes cumpram seu papel didatico de facilitar o aprendi-
zado da Matematica. Quando solicitados estes modelos sao disponibilizados pelo LEMA,

por empréstimo, para professores do ensino basico que queiram utiliza-los em suas aulas.

Figura 2.1: LEMA - UFBA

Gradualmente, as atividades do laboratério foram se inserindo nas disciplinas dos
cursos de Licenciatura e Bacharelado em Matematica da UFBA e os modelos direciona-
dos para o ensino superior sao utilizados constantemente por professores nas aulas de
Matematica nos cursos de Ciéncias Exatas da UFBA. Atualmente fazem parte da matriz
curricular do curso de Licenciatura em Matematica da UFBA dois componentes curri-
culares obrigatérios, Laboratorio de Ensino de Matematica I e II , ampliando o uso de
modelos concretos como recurso didatico para o ensino de Matematica.

O LEMA realiza diversas exposic¢oes, nao s6 nos eventos do Instituto de Matematica
da UFBA como também em eventos de muitas outras universidades do Brasil e encontros,
semindrios e congressos de areas correlacionadas. Segundo Vasconcelos [12], varias destas
exposigoes nao se restringem a comunidade matematica e atingem o publico em geral,
surgindo dai uma oportunidade de divulgacao do conhecimento matematico de forma
lidica e atraente.

A partir da necessidade de formalizar um texto para orientacao e construgao de
modelos, com rigor e precisao necessarios para a representacao de objetos Matematicos,
foram publicados os livros ?SUPERFICIES ISOMETRICAS AO PLANO - Constucio de
modelos concretos com cilindros e cones” e ”SOLIDOS E SUPERFICIES - Construcao de
modelos concretos” , com financiamento do CNPQ e trazem além da teoria, moldes para
construgao e exercicios como aplicacao destes modelos. Além disso estes dois volumes

podem ser de grande utilidade para atividades de alunos em curso de licenciatura com o



objetivo de ampliar o uso de modelos manipulaveis no ensino de Matematica.



Capitulo 3

Proposta de atividades utilizando

materiais manipulaveis

3.1 Introducao

A nocao intuitiva de volume de um sélido é a quantidade do espaco ocupado por
este solido. Sempre que queremos efetuar uma medida, definimos uma unidade e fazemos
comparagoes. No caso do cédlculo de volume, a unidade utilizada é o cubo unitério,
cuja aresta mede uma unidade de comprimento. Intuitivamente, o volume de um sélido
¢ aproximadamente a soma dos volumes dos cubos unitarios que estao contidos neste
solido. Para o calculo mais preciso de volume, utiliza-se o calculo integral mas este estudo
¢ desenvolvido no nivel superior, nao sendo aplicado no ensino basico.

Neste trabalho esta pressuposto que sao conhecidos cédlculos de volumes elemen-
tares a exemplo do volume de um cubo e do volume de um bloco retangular, estudados
no ensino fundamental e serao base para os caculos de volumes que faremos utilizando
o Principio de Cavalieri. A seguir serao descritas as atividades sugeridas com utilizagao
de modelos manipulaveis do LEMA / UFBA. Cada atividade tem seu objetivo e uma
série de procedimentos sugeridos com a finalidade de deduzir as férmulas dos volumes de
cada sélido apresentado. A intencao é sugerir um roteiro, mas cada professor deve fazer
as adaptacoes necessdarias para suas aplicacoes, criando perguntas e complementando as
atividades com as agoes que achar pertinentes. Além disso, como o processo é dinamico,

sempre havera intervencao dos estudantes tornando cada aplicacao tnica.
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3.2 O Principio de Cavalieri

Como ja foi citado, o Principio de Cavalieri permite calcular o volume de solidos
geométricos. Por este motivo, o primeiro modelo a ser estudado ilustra o Principio de
Cavalieri, que darda subsidios para as demais aplicagoes.

e Objetivo

Ao final desta atividade os estudantes deverao compreender o Principio de Cavalieri
e enuncia-lo com suas préprias palavras de maneira a mostrar que compreenderam

o principio de forma geral.
e Procedimentos

— Apresentar modelos de dois sdlidos de mesma altura, com secOes paralelas

diferentes e areas iguais.

— Propor o problema: Qual a relacao entre os volumes destes dois sélidos?

Figura 3.1: Modelo: Principio de Cavalieri

— Através de perguntas, levar o estudante a concluir que o volume do sélido sera

a soma dos volumes das secoes paralelas.

— Mostrar que quanto mais segoes fizermos no sélido menor sera a altura de cada

secao, podendo-se fazer tantas secoes quanto se queira.

Concluir que o volume de cada secao se aproxima numericamente da area da

referida secao, quando a altura da mesma é bem pequena.

Citar que, para o calculo de volume de figuras cujas secoes sao de tamanho
e formas variadas usa-se o calculo integral, porém explicitando que este é um

assunto estudado no ensino superior.

Calcular o volume de cada sélido como a soma das areas das respectivas segoes

e concluir que, apesar de diferentes, os solidos tem o mesmo volume.

Apresentar o modelo de cilindro reto e cilindro obliquo
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Figura 3.2: Modelo: cilndros retos e oliquo com secoes de mesma altura

— Através de perguntas, concluir que os volumes dos dois sélidos de mesma altura

sao iguais pois as secoes paralelas ao plano das bases sao iguais.

— Concluir e enunciar o Principio de Cavalieri.

3.3 Calculo do volume do cilindro

Definamos inicialmente o que entendemos por cilindro.

Seja I uma figura plana, chamada base do cilindro e um segmento de reta g, cha-
mado geratriz nao paralelo ao plano que contém a base. Por cada ponto de F' levantamos
um segmento de reta paralelo a g, com o mesmo comprimento de g. A reunidao desses
segmentos é um cilindro de base F' e geratriz g. O cilindro é dito reto no caso em que a

geratriz g é perpendicular a sua base.

e Objetivo

Ao final desta atividade os estudantes deverao concluir como deve ser calculado o

volume de um cilindro, usando o Principio de Cavalieri.

e Procedimentos para calcular o volume do cilindro

— Apresentar o modelo de um cilindro de altura h, cuja base tem area igual a a

Figura 3.3: Modelo: cilindro com segao paralela a base

— Propor o problema: como calcular o volume deste solido?
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— Apresentar o modelo de um bloco retangular de altura h, cuja area da base

seja igual a a

Figura 3.4: Modelo: bloco retangular com secao paralela

— Justificar a escolha do bloco retangular cuja area da base e altura sao iguais a

base e a altura do cilindro, a fim de aplicar o Principio de Cavalieri.

— Deduzir a formula de cdlculo do volume do cilindro.

V = area da base x altura <= V =ah

3.4 Calculo do volume do prisma

Um cilindro cuja base é um poligono é denominado prisma.
Em particular o bloco retangular ou paralelepipedo retangulo é um prisma de base
retangular e qualquer uma de suas faces considerada como base.
e Objetivo

Ao final desta atividade os estudantes deverao concluir como deve ser calculado o

volume de um prisma de base poligonal, usando o Principio de Cavalieri.
e Procedimentos para calcular o volume do prisma

— Apresentar o modelo de um prisma de altura h e area da base igual a a e propor

o problema: Como calcular o volume deste prisma?

Figura 3.5: Modelo: prismas com sec¢oes paralelas



13

— Observar que todo poligono pode ser representado por uma uniao de triangulos

e portanto sua area sera a soma das areas destes triangulos.
— Calcular a area da base do modelo apresentado.
— Apresentar um modelo de bloco regular de altura h e area da base igual a a

— Concluir pelo principio de Cavalieri que, apesar de diferentes, os sélidos tem o

mesmo volume.

— Deduzir a férmula para o calculo de volume de prisma

V = area da base x altura <«— V =ah

— Apresentar varios modelos de prismas cujas bases sejam poligonos diferentes e

calcular os seus volumes.

3.5 Calculo do volume da piramide

A seguir definiremos piramide.

Seja P um poligono, chamado base da piramide e um ponto V', chamado vértice da
piramide, localizado fora do plano que contém a base. A reunidao de todos os segmentos
de reta que ligam V a todos os pontos de P é uma piramide de base P e vértice V.

Uma piramide é chamada quadrangular, triangular, pentagonal, etc., de acordo

com o poligono de sua base.
e Objetivo
Ao final desta atividade, os estudantes deverao concluir como deve ser calculado o
volume de uma piramide de base poligonal, utilizando o Principio de Cavalieri.
e Procedimentos para calcular o volume da piramide
— Apresentar o modelo de uma piramide triangular e propor o problema: como
calcular o volume de uma piramide.

— Considerar duas piramides, apoiadas sobre um plano horizontal, cujas areas
das bases sao iguais e que tém as mesmas alturas.
area de A’ area de B’

Por propriedades de piramide temos =
PIop P area de A area de B
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Figura 3.6: Modelo: Piramide de base triangular

L

T/
B~

Figura 3.7: Piramides com sec¢oes de mesma area

Como a area de A é igual a area de B entao area de A’ é igual a area de B’
para todo plano horizontal paralelo ao plano que contém as bases.

Assim, pelo Principio de Cavalieri, temos que os volumes das piramides sao
iguais e portanto piramides com areas das bases iguais e com a mesma altura

tém volumes iguais.

— Apresentar o modelo do prisma triangular e propor o problema: qual a relacao

entre o prisma triangular e a piramide triangular?

Figura 3.8: Modelo: Prisma formado por trés piramides de base triangular

— Utilizando o modelo exposto, mostrar que o prisma triangular pode ser dividido

em trés piramides triagulares.
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— Destacar que este sélido é uma piramide onde qualquer uma das faces pode
ser considerada base. Aqui utilizaremos uma representacao grafica do modelo
para explicitar os vértices, as bases e as alturas de cada uma das trés piramides

que deverao ser mostrados nos modelos concretos.

Figura 3.9: Decomposicao do prisma em trés piramides

As piramides serao representadas da seguinte maneira: A_DEF é a piramide
de vértice A e base DEF.

Assim sendo, comparando as piramides A_DEF e E_ABC' observamos que
ambas tém alturas iguais a aresta do prisma e suas bases sao triangulos congru-
entes, pois sao as bases do prisma decomposto. Comparando agora as piramides

D_AFF e C_AEF notamos que suas alturas e suas bases sao iguais.

Como piramides com areas das bases e alturas iguais tém os mesmos volumes,

podemos concluir que
V(A_DEF)=V(E_ABC) e V(D_AEF)=V(C_AEF)
como D_AEF e A_DFEF representam a mesma piramide temos
V(A_DEF)+ V(E_ABC) + V(C_AEF) = volume do prisma

donde

volume do prisma

3

volume da piramide =

— Apresentar o modelo de uma piramide de base poligonal

— Generalizar o resultado para qualquer piramide de base poligonal destacando

que todo poligono pode ser dividido em triangulos e portanto a area do poligono
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Figura 3.10: Modelo - Piramide de base pentagonal

da base da piramide serd a soma das areas dos triangulos. Por outro lado toda
piramide de base poligonal pode ser dividida em piramides de base triangular
de mesma altura e portanto o volume de uma piramide de base poligonal sera

a soma dos volumes das piramides de base triangular.

— Concluir que o volume de qualquer piramide é dado por

area da base x altura
3

3.6 Calculo do volume do cone

A seguir definiremos cone.
Seja F' uma regiao, chamada base do cone e um ponto V', chamado vértice do cone,
localizado fora do plano que contém a base. A reuniao de todos os segmentos de reta que

ligam V' a todos os pontos de F' é um cone de base F' e vértice V'

e Objetivo

Ao final desta atividade os estudantes deverao concluir como deve ser calculado o

volume de um cone, usando o Principio de Cavalieri.
e Procedimentos para calcular o volume do cone

— Apresentar o modelo do cone

— Observar que para aplicacao do Principio de Cavalieri é preciso escolher um
solido cujo volume seja conhecido para que se possa fazer a comparagao entre

os volumes dos sdlidos.

— Apresentar um modelo de piramide poligonal com a mesma altura do cone e

cuja area da base seja igual a area da base do cone
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Figura 3.12: Piramide e cone com secoes de mesma area

— Concluir, utilizando o Principio de Cavalieri, que a area do cone é calculada

da mesma forma da area da piramide poligonal

v — area da base x altura
N 3

3.7 Calculo do volume da esfera

O célculo de volumes é objeto de estudo desde Euclides mas o primeiro a efetuar
o cdlculo do volume da esfera foi Arquimedes (287 a 212 a.C.). Segundo Avila [I3],
para Arquimedes o volume da esfera estd para o volume do cilindro circular reto a ela
circunscrito, assim como 2 estd para 3 e, Plutarco conta em seu livro ”As vidas dos
homens ilustres” que, de todas as descobertas que Arquimedes fez, a que o gedmetra
mais apreciava era exatamente esta relacao entre os volumes do cilindro e da esfera.

Para o célculo do volume da esfera iremos utilizar dois sélidos: a clepsidra e a
anticlepsidra.

A clepsidra ou relégio de dgua foi um dos primeiros sistemas criados pelo homem

para medir o tempo. A mais antiga clepsidra conhecida é de aproximadamente 1400 a.C.
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e sua precisao era da ordem de 5 a 10 minutos. Trata-se de um dispositivo que funciona
por gravidade, como uma a ampulheta, porém movido a agua. Por ter pouca precisao a
clepsidra era utilizada para medir periodos curtos, como a duracao de um discurso ou a
medicao de tempo a noite, onde nao se podia utilizar o relégio de sol.

As primeiras clepsidras eram em forma de cilindros ou paralelepipedos e consistiam
de dois recipientes, colocados em niveis diferentes: o recipiente superior contém o liquido
e um orificio na base para o escoamento e o recipiente inferior é graduado com uma escala
de niveis, estando inicialmente vazio. O tempo é medido pela variagao do nivel do liquido
no recipiente inferior. Devido ao formato dos recipientes, a medida que o liquido escoa
a pressao no recipiente superior cai e reduz a vazao, prejudicando a precisao da medida.
Para atenuar este problema passaram a ser usados recipientes em forma de cone.

Definiremos clepsidra como o sélido formado por dois cones iguais, em posicoes
invertidas, um em relacao ao outro, que se tocam no vértice.

A anticlepsidra corresponde ao sélido compreendido entre o cilindro circular a clep-

sidra inscrita no referido cilindro.

Considere o ponto O, chamado centro da esfera. O conjunto de todos os pontos do

espago cuja distancia ao ponto O é menor ou igual a R é a esfera de centro O e raio R.

e Objetivo

Ao final desta atividade os estudantes deverao concluir como deve ser calculado
o volume de uma esfera, comparando com o volume de um cilindro e dois cones

inscritos neste cilindro
e Procedimentos para calcular o volume da esfera

— Apresentar uma esfera e propor o problema: Como calcular seu volume?

Figura 3.13: Modelo - Esfera e se¢ao circular

— Explicar a utilizagao de um sélido de volume conhecido para que possa ser

aplicado o Principio de Cavalieri
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— Justificar a escolha do sélido para este calculo

Considere uma esfera e um cilindro equilatero de mesmo raio, ambos apoiados
sobre um plano horizontal. Subtraindo do cilindro a clepsidra inscrita, ou seja,
dois cones iguais, cujas bases coincidem com as bases do cilindro e os vértices
coincidem no centro do cilindro, vamos obter a anticlepsidra.

Um plano horizontal, paralelo ao plano de apoio, que intersecte a anticlepsidra
produzirda uma coroa circular cuja area é igual a area da secao gerada pela
intersecao deste mesmo plano com a esfera. A partir desse fato poderemos

usar o Principio de Cavalieri para calcular o volume da esfera.

— Calcular a area das sec¢oes paralelas de mesma altura e concluir que sao iguais

Considere uma esfera e um cilindro ambos de raio r e um plano «, paralelo

Figura 3.14: Esfera e anticlepsidra com segoes de mesma area

ao plano de apoio, que dista h do centro dos sélidos. Seja s o raio da segao
circular gerada pela intersecao de o com a esfera.

Temos s> = 7?2 — h? e a area da secao da esfera serd A; = 7ms? ou ainda
Ay = 7(r? — h?)

Considere agora a coroa circular de raio externo r e raio interno ¢, formada
pela intersecao de o com a anticlépsidra.

A area desta segao serd Ay = m(r? —t%). Como o cilindro é equildtero podemos
afirmar que t = h e portanto Ay = 7(r? — h?).

Concluimos assim que A; = Ay e por isso podemos aplicar o Principio de

Cavalieri

— Apresentar o modelo

Figura 3.15: Modelos - Secao da esfera e secao da anticlepsidra



— Qalcular o volume do cone e do cilindro

7'('7”2’/“

3

_ 2
‘/;ilindra =T7r-r

‘/cone -

— Concluir o volume da esfera

‘/cilindro = Vesfera +2x ‘/cone — ‘/esfera = Veilindro —

2

‘/esfera =mr?2r —2 x <~ V'esfera =

3

2 % ‘/cone
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Capitulo 4

Aplicacoes

4.1 Relato das Aplicacoes

Farei aqui um relato das aulas ministradas para a turma do 3° ano do curso de
Eletromecanica do IFBA - Campus Santo Amaro. O relato serd apresentado por aula e

cada aula teve duragao de 50 minutos com explanacao de um ou dois contetudos por aula.

A turma é bem reduzida, contando apenas com 15 alunos. O numero reduzido
foi visto como vantagem pois todos puderam participar ativamente, fazendo perguntas
e tentando entender as conclusoes. Como nao havia modelos em quantidade suficiente
para que cada um pudesse manipuld-los individualmente. os alunos fizeram trocas entre
si tanto de modelos quanto de observacoes sobre eles. As aulas foram gravadas para os

comentarios e conclusoes dos alunos fossem relatados com fidelidade.

e 1% aula: O Principio de Cavalieri.

Seguindo o roteiro sugerido foi apresentado o modelo do Principio de Cavalieri que
consta de dois prismas triangulares, subdivididos em secoes paralelas, de bases di-
ferentes porém com a mesma area e um plano de acetato que secciona estes dois
solidos .

Quando perguntados sobre como calcular o volume destes sélidos os alunos respon-
deram que bastava somar as segoes, sem explicar muito bem que grandeza estariam
somando. Foi mostrado para eles entao que quanto mais secoes fizéssemos nos sélidos
menor seria a altura de cada uma delas fazendo com que o valor numérico do volume
e da area destas fatias ficassem bem proximos. Deste modo os alunos perceberam
que precisavam somar as areas destas secoes ou entao calcular o produto da area de
cada se¢ao pela altura do prisma, recordando este conteido do programa pedagdgico

abordado no ensino fundamental. A partir dai foi proposto a eles que comparassem
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as areas das figuras formadas pelas intersecoes do plano de acetato com os prismas
dados e eles chegaram a conclusao de que eram iguais e como os prismas tinham a

mesma altura, seus volumes também seria iguais.

Em seguida foi apresentado o cilindro reto e o cilindro obliquo, feitos de acetato,
ambos com uma se¢ao de mesma area, mesma altura paralela a base . Entao foi
perguntado a eles qual seria a relacao entre os volumes dos dois cilindros. Alguns
alunos responderam rapidamente que o volume do cilindro obliquo era maior pois
aparentemente neste caberiam mais ’coisas’. Eu pedi para que explicassem quais
seriam as ’coisas’ e entao um dos alunos sugeriu que se usasse agua, ou qualquer
outro liquido para medir a capacidade (quanto cabia) dos dois cilindros. Neste mo-
mento eu perguntei se havia alguma semelhanca deste exemplo com o anterior e um
dos alunos perguntou se as bases dos cilindros eram iguais. Eu coloquei um cilin-
dro sobre o outro e nds constatamos que as bases se sobrepusseram perfeitamente,
ou seja, as areas das bases eram iguais e entao, quase imediatamente, o aluno que
havia questionado sobre a igualdade das areas associou este exemplo com o anterior
e concluiu que os volumes dos cilindros deviam ser iguais. Houve uma pequena
discussao entre eles pois alguns ainda discordavam desta conclusao mas depois de
alguma argumentacao do primeiro aluno citado, todos se convenceram da igualdade
dos volumes. Para concluir eles foram conduzidos a enunciar o Principio de Cava-
lieri com as proprias palavras: ”Quando dois solidos tém area das bases iguais os
volumes sao iguais”. Observado que os alunos nao perceberam a relevancia das al-
tursa dos solidos, foi perguntado se ao retirarmos uma das se¢oes de um dos prismas
do modelo inicial, se os volumes ainda permaneceriam iguais. Eles afirmaram que
nao e entao perceberam que o volume dependia da altura. Mais uma vez, eles fo-
ram convidados a enunciar o Principio de Cavalieri e elaboraram da seguinte forma:
”Quando dois solidos tem areas das bases iguais e mesmas alturas, entao os volumes
sao iguais”. A partir dai, foi apresentado o enunciado formal e comparado com o
enunciado elaborado pelos discentes. Os alunos verificaram entao as diferengas entre
eles e perceberam que nao bastava que as areas das bases fossem iguais e justificaram
citando o exemplo de uma piramide e um prisma, onde as bases podem ter areas
iguais mas as segoes produzidas por planos paralelos a base tem areas diferente.
Pelas observacoes e comentérios feitos pelos alunos foi verificado que o objetivo da
atividade foi atingido e que eles entenderam na pratica o que significa o Principio

de cavalieri, apesar de nao saberem expressi-lo de maneira formal.

2* aula: Calculo do volume do cilindro e do volume do prisma

Para o céculo do volume do cilindro foi apresentado o modelo de um cilindro de
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acetato com uma secao paralela a base e proposto o problema: Como calcular o
volume deste cilindro?

Nesta atividade foi considerado um cilindro de altura h e base de area a. Foi solici-
tado que os utilizazem o Principio de Cavalieri para o calculo do volume e questio-
nado em que condigoes pode-se aplicar o referido principio. Num primeiro instante,
os alunos nao souberam responder e sugeriram aplicar a férmula ja conhecida para
o célculo de volume. Com a insisténcia para a utilizacao do Principio de Cavalieri,
surgiu a idéia de procurar um sélido de volume conhecido para comparacao. Um dos
estudantes propos que usassemos um cubo pois era o solido cujo calculo do volume
ele achava mais facil. Outro estudante sugeriu que o sélido mais adequado seria o
bloco retangular pois neste caso o cdlculo do seu volume é conhecido e poderiamos
escolher um bloco de modo conveniente, ou seja, de modo que a area da base fosse

igual igual a area da base do cilindro e altura igual a altura do cilindro.

Foi apresentado entao o modelo de um bloco retangular cuja area da base era a
e a altura e h. Pelo Principio de Cavalieri os alunos concluiram que o volume do

cilindro seria igual ao do bloco apresentado e chegaram a conhecida relagao V' = ah

Para o calculo do volume do prisma de base poligonal o raciocinio foi imediato,
devido a experiéncia anterior. Foi apresentado o modelo de acetato de um prisma
de base poligonal com uma se¢ao paralela a base, como sugerido no roteiro e proposto

o problema: Como calcular a area de um prisma cuja base é um poligono qualquer?

Pelo exemplo anterior, os alunos perceberam que o ideal seria comparar o prisma
dado com um bloco retangular cujas medidas fossem adequadas ao célculo. Surgiu
um novo problema: como calcular a area da base de um poligono irregular? Entao
foi necessario recordar que todo poligono pode ser dividido em triangulos. Imedi-
atamente, os alunos perceberam que ¢é possivel dividir o prisma de base poligonal
em varios prismas de base triangular e intuitivamente concluiram que o volume do
prisma seria a soma dos volumes dos prismas triangulares. Apesar de nao ter sido
determinado o volume do prisma de base triangular, para os alunos pareceu bastante
natural dizer que o célculo do volume do prisma de um modo geral também poderia

ser obtido pela relacao V' = area da base x altura.

Em seguida foi calculado o volume de mais alguns prismas de base poligonal, apenas
para fixagao.

3* aula: Calculo do volume da piramide e do volume do cone

Inicialmente, foi apresentado o modelo de uma piramide de base triangular e pro-
posto o problema: Como calcular o volume deste sélido?

Os alunos perceberam que nao poderiam comparar a piramide com nenhum bloco
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regular para usar o Principio de Cavalieri, como foi feito anteriomente. Foi sugerida
a comparacao de duas piramides de mesma altura e bases poligonais diferentes de
mesma area. Neste ponto foi preciso relembrar a relacao entre as areas das bases
e das secoes geradas pelas intersecoes do plano paralelo as bases, com a piramide.
Perguntados sobre a aplicacao do Principio de Cavalieri naquele caso, a resposta
dos alunos foi imediata: os volumes de duas piramides de mesma altura, cujas bases

poligonais tem a mesma area, sao iguais.

Foi apresentado entao o modelo do prisma triangular e proposto o problema: Qual
a relacao entre o prisma triangular e a piramide triangular?

Esta relagao nao é simples de se perceber, mas com o modelo apresentado ficou muito
clara a divisao do prisma triangular em trés piramides triangulares. Manipulando
os modelos e comparando as piramides, duas a duas, os alunos observaram que os
volumes das piramides sao iguais e também concluiram que o volume do prisma é a
soma dos volumes de trés piramides. Desta maneira chegaram a relagao

volume do prisma

3

volume da piramide =

Em seguida foi apresentado o modelo de piramide de base poligonal e proposta a
pergunta: Como podemos calcular o volume desta piramide?

A intencao era generalizar o resultado para cédlculo de volume de piramide de base
poligonal qualquer, e o resultado foi imediato. O poligono da base do modelo apre-
sentado é dividido em triangulos de cores diversas, de forma a chamar bastante a
atencao e sugerir esta divisao, e além disso os alunos fizeram associacao com o ra-
ciocinio desenvolvido na aula anterior. Um deles disse que dividindo o poligono da
base da piramide em triangulos estariamos dividindo também a piramide de base
poligonal em varias piramides de base triangular. Dai todos puderam perceber que
o volume da piramide poligonal apresentada ¢ equivalente a soma dos volumes das
piramides triangulares nais quais ela foi dividida e concluiram que a relagao é valida
para qualquer piramide

area da base x altura
3

volume da piramide =

Para o céculo do volume do cone foi apresentado um modelo de cone de acetato
com uma secao paralela a base e foi feita apergunta: Como calcular o volume deste
solido?

Foi perguntado quais as condig¢oes para que se pudesse usar o Principio de Cavalieri.

Um aluno percebeu a semelhanca entre um cone e uma piramide, dizendo que o
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solido que deveriamos usar para fazer a comparagao com o cone deveria ser uma
piramide que tivesse a mesma altura do cone e cuja base tivesse a mesma area
da base do cone. Outro estudante sugeriu que usdssemos uma piramide piramide
de base triangular por ter sido o modelo que haviamos estudado anteriormente e
dois outros sugeriram o uso da piramide de base quadrada por ser um calculo mais
facil, mostrando que eles entenderam que o principio de Cavalieri continuaria valido
qualquer que fosse a piramide escolhida.

Entao, usando a piramide de base quadrada e fazendo a comparacao entre o cone
e esta piramide, foi questionado como poderiamos garantir que as areas das secoes
paralelas a base do cone e da piramide fossem iguais. Um dos alunos lembrou
da relacao de proporcao utilizada anteriormente na mesma aula para comparagao
enre duas piramides e perguntou se valia também para esta comparacao entre uma
piramide e um cone. Relembramos entao a razao de semelhanga entre as areas das
secoes das piramides e concluimos que a relacao também seria valida para as segoes
dos cones. Dai concluimos que as secoes paralelas de mesma altura eram iguais e
portanto os volumes dos dois solidos também seriam iguais e a expressao para o

calculo do volume do cone surgiu expontaneamente:

area da base x altura
3

volume do cone =

42 gula: Célculo volume da esfera

Para o calculo do volume da esfera foi apresentada primeiramente uma esfera e um
hemisfério com uma secao disco e apresentado o seguinte problema: Como calcular
o volume deste solido?

Para este cdlculo nao havia sido desenvolvido nenhum estudo anterior e portanto a
turma nao fez nenhuma associacao com férmulas ou expressoes conhecidas. A pro-
posta de que fosse utilizado o Principio de Cavalieri como anteriormente, fez surgir
um novo problema: Que sélido utilizar para compararacao neste caso?

Como o Principio de Cavalieri compara areas de secoes nos sélidos comecamos cal-
culando a area da secao mostrada no modelo. Para fazer este calculo foi necessario
calcular o raio da secao e isto foi feito aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo
retangulo mostrado no modelo, que tem catetos d e r e hipotenusa R onde d é a
distancia do centro da secao ao centro da esfera, r é o raio da secao e R é o raio
da esfera. Fazendo os calculos concluimos que a area da segao era A; = m(r? — h?).
Aqui foi preciso lembrar do cédlculo da area de uma coroa circular, conteido estu-
dado anteriormente nesta mesma série de ensino.

Para a escolha do sélido para comparacao foi apresentado o modelo da anticlépsidra

com a secao coroa. A utilizacao do modelo permitiu que os alunos percebecem cla-
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ramente a secao coroa destacada, de raio extermo igual ao raio da esfera e de raio
interno igual ao raio da secao disco. Alguns alunos logo disseram que ja poderiamos
aplicar o principio de Cavalieri e concluir que o volume da esfera seria igual ao vo-
lume daquele sélido apresentado.
Neste momento alguns alunos ainda nao haviam entendido de que sélido estavamos
falando. Foi preciso uma observacao um pouco mais detalhada do modelo para
entender como era formado este solido, até entao desconhecido para eles. Depois
que os alunos conseguiram perceber, com ajuda do modelo, como era formada an-
ticlépsidra bastou calcular os volumes dos cones e do cilindro e concluir a expressao
para o calculo do volume da esfera:
47 R3

3

volume da esfera =

4.2 Contribuicoes dos estudantes

Na rotina da sala de aula os modelos de materiais manipulaveis se mostraram muito
uteis principalmente na apresentacao de novos conteidos, como foi o caso do calculo do
volume da esfera. As aulas ficam mais interessante e as dedugoes e conclusoes vao surgindo
algumas vezes expontaneamente, outras provocadas por perguntas.

Em uma conversa informal com a turma em que acompanhou este trabalho, foram
feitas algumas perguntas aos alunos para saber qual a impressao deles sobre o uso de mo-
delos concretos e como eles percebiam essas em comparacao com o uso de computadores,
projetores e softwares. Alguns afirmaram que aprenderam com mais facilidade quando
puderam perceber as relagoes entre os objetos concretos, outros disseram preferir o uso
de imagens projetadas desde que pudessem ser movimentadas em todas as diregoes para
uma melhor visualizacao.

E compreensivel que uma parte da turma prefira a tecnologia computacional apli-
cada ao ensino, uma vez que essa € a realidade deles atualmente mas estes mesmos es-
tudantes reconhecem que a simples utilizacao da tecnologia sem a interacao dos alunos,
apenas transforma uma aula expositiva no quadro de giz em uma aula, igualmente expo-
sitiva, na tela do projetor.

Quanto a aplicacao do Principio de Cavalieri para o calculo de volumes de solidos
todos concordam que o material manipulavel é bem mais adequado do que imagens pro-
jetadas pois as comparacao entre os modelos proporciona uma melhor compreensao das

expressoes deduzidas.



Capitulo 5
Conclusao

A experiéncia com modelos manipulaveis descrita neste trabalho atingiu os obje-
tivos de estimular os estudantes para deduzir, descobrir e desenvolver relagoes entre os
objetos estudados, motivando as aula. Alguns contetidos aqui apresentados ja haviam
sido abordados nas séries finais do ensino fundamental e portanto diversos estudantes ja
estavam familiarizados com eles, surgindo entao uma alternancia entre deduzir uma forma
de calcular ou ratificar um conhecimento prévio, legitimando assim de forma empirica, al-
guns contetidos ou argumentos que haviam sido apresentados algebricamente. A utilizagao
de tecnologia digital como computadores, projetores e softwares também contribuir para
estas associagoes entre o concreto e o abstrato. Desta forma as maneiras de argumentar
se complementam na rotina do aprendizado e nenhuma delas pode ser considerada melhor
do que a outra, apenas, dependendo do contexto, mais ou menos adequada.

Para elaboracao das propostas das atividades e prepraragao das aulas foi preciso
um estudo detalhado dos objetos e de seus elementos e de como deveriam ser colocadas
as questoes para estimular as deducgoes. Porém as aplicagoes em turma destas propos-
tas, mostraram que a participacao dos estudantes pode estabelecer outros caminhos e a
argumentacgao pode precisar de adaptagoes, cabendo ao professor neste momento uma
reflexao e um replanejamento da aula, orientando um ambiente de discussao dinamico
e produtivo. Estas adaptagoes podem gerar uma resisténcia dos profissionais em apli-
car modelos manipulaveis na sua préatica de ensino, pois exigem mais tempo e dedicagao
para aprimoramento das atividades e analise de resultados. Além disto nao existem nas
escolas de ensino médio laboratérios ou acervo de modelos manipulaveis adequados com
roteiros para uso e poucas sao as univesrsidades que os tém e disponibilizam para uso dos
professores na pratica diaria.

Ao observar os resultados obtidos e as reacoes dos estudantes durantes as aulas
podemos perceber a mudanca de atitude destes estudantes. A manipulacao dos modelos

e a analise das propriedades de cada solido geométrico permitiram aos alunos compre-
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ender melhor os objetos e a partir dai participar das deducoes dos calculos e relagoes
matematicas, tornando assim o aprendizado mais interessante e efetivo. Certamente
Fazendo uma comparagao entre as aulas expositivas e as aulas em que foram uti-
lizados modelos manipuldveis, observa-se uma mudanca significativa na compreesao dos
conceitos e no interesse dos estudantes nos temas propostos. E claro que em diversas
situagoes nao podemos contar com modelos manipuldveis como recurso didéatico, mas a
maneira de pensar a partir do uso frequente destes modelos, pode contribuir para que as

discussoes abstratas fiquem mais claras e os calculos se tornem atraentes.



Apeéendice A

Cadastro de Modelo

Para cada modelo do LEMA - UFBA existe um cadastro onde constam informagoes
sobre o modelo, sua descri¢ao e a fundamentacao tedrica para a construgao deste modelo.

Os itens que constam no cadastro sao:

e Titulo - titulo do modelo, de maneira geral uma referéncia ao assunto trabalhado
e ('ddigo - cada modelo tem um cédigo de referéncia

o Area de Aplicagao - descreve a area da Matematica na qual o modelo pode ser

utilizado
e Nivel - indica o nivel escolar para o qual o modelo é adequado
e (Quantidade - indica a quantidade de modelos semelhantes que existem no LEMA
e Material - descreve o material utilizado na confeccao do modelo
e Descricao - descreve as parte que compoem o modelo

e Objetivos - descreve os objetivos das atividades a serem desenvolvidas utilizando

este modelo

e Resolucao - calculos e demosntragoes envolvidas na construcao e na utilizagao do

modelo

e Conclusao - descreve os resultados obtidos com o uso do modelo como férmulas ou

teoremas
e Manuseio - roteiro simplificado para a aplicacao

e Bibliografia - traz a bibliografia utilizada para o célculo e a construcao do modelo
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A seguir veremos como exemplo, o cadastro do modelo do caculo do volume da
esfera elaborado pelo LEMA-UFBA.

UNIVERSIDADE FEDERAL DA BAHIA LEMA
INSTITUTO DE MATAMATICA
LABORATORIO DE ENSINO DE MATEMATICA E
ESTATISTICA

UFBA

CADASTRO DE MODELO

Titulo: Volume da Esfera

Codigo: GE_VEPC_KIT 01

Area de aplicacio: Geometria Espacial

Nivel: Ensino Fundamental E Ensino Médio Ensino Superior E

Quantidade de: Kits Modelos |:| Pecas

Material utilizado na confeccdo: resina. isopor, massa acrilica, emborrachado, acetato,
papel especial (color plus).

Descricao: O Kit ¢ composto por uma esfera; uma anticlépsidra dividida em duas partes
1guais; um hemistério com uma se¢éio disco: uma parte de uma anticlépsidra com uma secdo
coroa e outra parte menor de uma anticlépsidra enfatizando a se¢io coroa.

Objetive: Deduzir o volume da esfera utilizando o Principio de Cavalier.

Resolucao:

Consideremos o solido limitado pela esfera de raio R e uma anticlépsidra de raio R
apolados em um mesmo plano. A anticlépsidra de raio R corresponde ao solido
compreendido entre o cilindro circular de raio R e altura 2R e dois cones circulares de raio
R e altura R (cones equilateros). Os cones estdo em posi¢des invertidas, um relagio ao
outro, e se tocam no vertice.



Vamos intersectar os dois solidos com planos paralelos ao plano de apoio e observar
que as secdes tém areas 1guais. Assim. pelo Principio de Cavalierl. o volume da esfera
coincide com o volume da anticlépsidra.

O volume da anticlépsidra € igual ao volume do cilindro menos os volumes dos dois
comnes. ou seja. € igual a

2 3 3
(nR?) 2R—2M=2RR3 _ﬁzﬂ.
3 3 3
4nR 3

Concluiremos entdo que o volume da esfera € igual a

As intersec¢des do plano de apoio com a esfera e a anticlépsidra sdo. respectivamente,
um ponto e uma circunferéncia de raio R. logo. consideramos que ambas tém areas iguais a
zero. O mesmo ocorre com o plano que tem distancia 2R ao plano de apoio.

Se a distancia do plano ao plano de apoio é igual a R entdo as intersecdes desse plano com
s o e ST . d : g ]
os dois solidos sdo dois discos de raio R, portanto de areas iguais a TR”.

Se a distancia do plano ao plano de apoio é menor que 2R. diferente de 0 e de R,
entdo as intersecdes com a esfera e a anticlépsidra sdo. respectivamente. um disco e uina

coroa.
AR

Seja d a distancia do plano ao centro da esfera e do plano ao centro da anticlépsidra.
Pelo Teorema de Pitagoras. o raio r do disco é dado por r* = R? — d”. Portanto. sua
area ¢ igual a T(R? — d?).
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A coroa é determinada por circunferéncias de raio maior R e raio menor s.
Mostramos que s = d. Fazendo uma se¢io da anticlépsidra com um plane perpendicular ao
plano de apoio. obtemos dois triangulo retangulos semelhantes. um de catetos iguaisa d e s
e outro de catetos iguais a R. Logo s = d. Entdo, a drea da coroa é igual a

R xSl =Rl =@ o),

igual a area do disco.

Manuseio:

Apresentar a esfera e dizer o objetivo de verificar, utilizando o Principio de Cavalieri.
que seu volume € igual a quatro tercos de 7T vezes seu raio ao cubo. Apresentar a
anticlépsidra. explicando como € construida: sélido limitado pelo cilindro com area da base
igual a R e altura 2R. sendo R o raio da esfera, excluindo dois cones equilateros de raio da
base igual a R. Mostrar com os modelos os tamanhos iguais da esfera e da anticlépsidra e
comparar o raio de uma das partes da anticlépsidra com o raio do hemistério. Enunciar o
Principio de Cavalieri (supde-se que o Principio de Cavalieri ja foi apresentado
anteriormente, utilizando modelos mais simples). Lembrar que sdo conhecidos os volumes
de um cilindro e de um cone. sendo facil calcular o volume de uma anticlépsidra. Dizer que

o volume da anticlépsidra é igual a TR” vezes a altura 2R. menos 2 vezes o volume do cone,
> , 4mR°>
TR” vezes a altura R, sobre 3. e que fazendo os célculos encontra-se S Que se mostrar

4mR’

e
Mostrar a secio disco do hemisfério e a secfio coroa de uma das partes da anticlépsidra e dar
uma idéia que elas tém areas iguais. Os casos em que a distincia dos planos que secionam
os solidos sdo 1guais a 0. R e 2R podem ser omitidas. a depender do publico.

que as secdes dos dois solidos tém areas iguais entdo o volume da esfera é igual a

Bibliografia:
Medidas e forma em Geometria. SBM. Elon Lages Lima;
A Matematica do Ensino Médio. SBM. Elon Lages Lima e outros

Cadastro atualizado em: 10/03/2013
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