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APRESENTACAO

“Fundamentos de Matemética Elementar’” é uma colegio em dez volumes
elaborada com a pretensdo de dar ao estudante uma visdo global da Matematica,
ao nivel da escola de 2° grau. Desenvolvendo os programas em geral adotados para
0 curso colegial, os 'Fundamentos’’ visam aos alunos em preparativos para exames
vestibulares, aos universitdrios que necessitam rever a Matemdtica Elementar e
também, como é bbvio, aqueles alunos de colegial mais interessados na ‘“‘rainha
das ciéncias’’.

No desenvolvimento dos intimeros caprtulos dos livros de “’Fundamentos”
procuramos seguir uma ordem légica na apresentacio de conceitos e propriedades.
Salvo algumas excecGes bem conhecidas da Matemdtica Elementar, as proposictes
e teoremas estdo sempre acompanhados das respectivas demonstrages.

Na estruturagdo das séries de exercicios, buscamos sempre uma ordenagio
crescente de dificuldade. Partimos de problemas simples e tentamos chegar a questdes
gue envolvem outros assuntos ji vistos, obrigando o estudante a uma revisio. A
seqiiéncia do texto sugere uma dosagem para tecria e exercicios. Os exercicios
resolvidos, apresentados em meio aos propostos, pretendem sempre dar explicacio
sobre alguma novidade que aparece. No final do volume o aluno pode encontrar a
resposta para cada problema propostc e, assim, ter seu refor¢o positivo ou partir a
procura do erro cometido.

A dltima parte de cada volume é constiturda por testes de vestibulares até
1.977 selecionados e resolvidos o que pode ser usado para uma revisio da matéria
estudada.

Queremos consignar aqui nossos agradecimentos sinceros ao Prof. Dr. Fernando
Furquim de Almeida cujo apoio foi imprescindrvel para que pudéssemos homenagear
nesta cole¢do alguns dos grandes matemiticos, relatando fatos notdveis de suas
vidas e sua obras.

Finaimente, como hd sempre uma enorme distidncia entre o anseio dos autores
e o valor de sua obra, gostarfamos de receber dos colegas professores umg apre-
ciacdo sobre este trabalho, notadamente os comentdrios criticos, os quais-agra-
decemos.

Os autores
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Johann F. C. Gauss
(1777 - 1855)



De plebeu a principe

Johann Friederich Carl Gauss nasceu em Brunswick, Alemanha. De familia
humilde mas com o incentivo de sua m3e obteve brithantismo em sua carreira.

Estudando em sua cidade natal, certo dia quando o professor mandou que
os alunos somassem os numeros de 1 a 100, imediatamente Gauss achou a resposta
— 5050 — aparentemente sem calculos. Supde-se que jé af houvesse descoberto a
férmula de uma soma de uma progressdo aritmética.

Gauss fot para Gottingen sempre contando com o auxilio financeiro do duque

de Brunswick, decidindo-se pela Matematica em 30 de mar¢o de 1796, quando se
tornou o primeiro a construir um poligono regular de dezessete lados somente com
o auxitio de régua e compasso.
' Gauss doutorou-se em 1798, na Universidade de Helmstadt e sua tese foi a
demonstracdo do ""Teorema fundamental da Algebra”, provando que toda equagio
polinomial f{x)=0 tem pelo menos uma rai’z real ou imagindria e para isso baseou-
se em consideracdes geométricas.

Deve-se a Gauss a representacdo grafica dos numeros complexos pensando
nas partes real e imaginaria como coordenadas de um plano.

Seu livro “Disquisitiones Arithmeticae’” (Pesquisas Aritméticas) é o principal
responsavel pelo desenvolvimento e notactes da Teoria dos Numeros, nele apresen-
tando a nota¢do b=c (mod a), para refacdo de congruéncia, que é uma relacdo
de equivaléncia.

Ainda nesta obra Gauss apresenta a lei da reciprocidade quadratica classifi-
cada por ele como a “joia da aritmética” e demonstrando o teorema segundo o
qual todo inteiro positivo pode ser representado de uma sé maneira como produto
de primos.

Descreveu uma vez a Matematica como sendo a rainha das Ciéncias e a Arit-
mética como a rainha da Matemadtica.

No comego do séc. XIX abandonou a Aritmética para dedicar-se a Astrono-
mia, criando um método para acompanhar a drbita dos satélites, usado até hoje,
e isto the proporcionou em 1807, o cargo de diretor do observatdrio de Gottingen,
onde passou 40 anos.

Suas pesquisas matematicas continuaram em teoria das fungdes e Geometria
aplicada & teoria de Newton.

Em Geodésia inventou o helitropo, aparelho gue transmite sinais por meio
de luz refletida e em Eletromagnetismo inventou o magnetémetro bifiliar e o
telégrafo elétrico.

Sua Unica ambicdo era o progresso da Matematica pelo que lutou até o
momento em que se conscientizou do fim por sofrer de dilatagdo cardiaca.

Gauss morreus aos 78 anos e é considerado o '‘principe da Matematica’'.

CAPITULO I

NOCOES DE LOGICA

I. PROPOSICAO

1. Definigcdo

Chama-se proposicdo ou sentenca toda oragdo declarativa que pode ser
classificada de verdadeira ou de falsa.

Observemos que toda proposigdo apresenta trés caracteristicas obrigatérias:
13) sendo oragdo, tem sujeito e predicado;
2%) & declarativa (ndo & exclamativa nem interrogativa)

3%} tem um, e somente um, dos dois valores logicos: ou é verdadeira
(V) ou é falsa (F).

2. Exemplos

Sdo proposigles:

a) 9 # 5 (Nove é diferente de cinco)

b) 7 > 3 (Sete ¢ maior que trés)

c} 2 € Z (Dois & um namero inteiro}

d) 3111 (Trés é divisor de 11)

e) Z CQ (O conjunto dos niimeros inteiros estad contido no conjunto dos
racionais)

Dessas proposicoes, todas sdo verdadeiras exceto d.
Ndo sdo consideradas proposigSes as frases:

f) 3.-5+1 (onde falta predicado)
g) V2 € Q7 (que é oragdo interrogativa)
h) 3x - 1=11 ({(que ndo pode ser classificada em verdadeira ou falsa)



i, NEG ACAO A.2  Qual é a negacdo de cada uma das seguintes proposicdes? Que negacdes sio verdadeiras?
a 3« 7 =21 b} 3-011 -7) %656
3 A partir de uma proposicdo gualquer sempre podemaos construir ¢ 3 1 27+ 1 >143 d15-7-2<5-8
outra, denominada negacdo de p e indicada com o simbolo ~p. el (?) <t 5) f Va <
gl -(-4) =7 n 37
Exemplos
a) p: 9#65 b} p: 7> 3
~p: 9 = 5 ~p: 7<3 =
I1l. PROPOSICAO COMPOSTA — CONECTIVOS
c) p: 2€Z d p: 3111
~p: 2£2Z ~p: 3411 A partir de proposi¢Bes dadas podemos construir novas proposicdes mediante
e} p: ZCQ o emprego de dois simbolos légicos chamados conectivos: conectivo A {lé-se:
~p: ZZQ e} e o conectivo V (l&-se: ou).
4. Para gque ~p seja realmente uma proposicio devemos ser capazes de 5. Conectivo A

classifica-la em verdadeira (V} ou falsa (F). Para isso vamos postular (decretar)
0 seguinte critério de classificacdo:

Colocando o conectivo A entre duas proposi¢Bes p e g, ‘obtemos uma

nova proposi¢cdo, p A g, denominada conjuncdo das sentengas p e gq.

A proposicdo ~p tem sempre o valor oposto de p,
isto & ~p & verdadeira quando p é falsa e ~p é falsa 19)
quando p é verdadeira.

Este critério estd resumido na tabela ao lado, P ~p 29)
denominada tabela-verdade da proposigdo ~p. ’

v F
F v
39)
Assim, reexaminando os exemplos anteriores, temos que ~p é verdadeira
no exemplo d e ~p é falsa nos demais,
49)

EXERCICIOS

A1  Quais das sentengas abaixo sdo proposigoes? No caso das proposicdes quais sdo
verdadeiras?

al 5.4 =20 b) 5-4=3 6

) 2+47-3-54+23 d) B3+ 1) =6-3+5-1 '

e) 1+3F1+8 f) (-2)5 = (-2)3

9 3+a>0 h) 11 4.2 peaq

Exemplos

p: 2>0
q: 2+ 1
pPAd: 2>0 e 2+ 1

p: -2 < -1
a: (-2)F < (-1)?
PAQ -2<-1 e (-2)2 < (-1)?

p: um quadrado de lado a tem diagonal medindo 2a

q: um quadrado de lado a tem area a°

p A q: um quadrado de lado 2 tem diagonal medindo 2a e 4rea
2 .
as.

p: 215 (2 é divisor de 5)
g: 315 {3 é divisor de 5)
PAQ:2l5 e 3|5 (2e 3 sio divisores de 5).

Vamos postular um critério para estabelecer o valor lbgico (V ou F)
de uma conjungdio a partir dos valores lbgicos (conhecidos) das proposicBes

3-A



A conjungio p A q & verdadeira se p e q sio ambas
verdadeiras; se ao menos uma delas for falsa, entdio p A q

é falsa.
Este critério estd resumido na P q PAQ
tabela ao lado, onde sio kaminadas v v v
todas as possibilidades para p e q.
) \Y F F

Esta tabela é denominada tabela-ver-
e F \" F
dade da proposicio p A q. F F F

Reexaminando os exemplos anteriores, temos:

19) pé V eqé V, entio pAg é V
2°) pé V eqé F entio pAq é F
3% pé F egé V entdio pAgq é F
4°) pé F eqé F, entio pAq é F

7. Conectivo V

Colocando o conectivo V entre duas proposicBes p & ¢, obtemos uma

nova proposi¢do, p \/ g, denominada disjun¢do das sentencas p e g
Exemplos

19 p:5>0
q:5>1
PV a:5>0 ocu 5>1

2) p:3=3
q:3<3
pVvVag 3<3

3% p: 10 é nimero primo
g: 10 é nOmero composto
pV q: 10 é nimero primo ou ndmero composto

49) p: 3P <28
q: 22 < (-3¥
pVva: 3* <25 ou 22 < (-3)°

4-A

8.

Vamos postular um critério para decidir o valor logico {V ou F) de uma

disjuncdo a partir dos valores logicos (conhecidos) das proposicoes p e g:

Este critério estd resumido na P q Pv A4
tabela ao lado, denominada tabela- v v v
-verdade da proposigdo p V q.

Proposi¢ v E Vv
F v \'
F F F

A disjun¢do p V q & verdadeira se ao menos uma das pro-
posicdes p ou q € verdadeira; se p e q sdo ambas fal-
sas, entdo p v q ¢ falsa,

Revendo os exemplos anteriores, temos:

19) pé V eqé V, entio pvgq é V
2°) pé V eqé F entio pvgq é V
39) pé F eqé V. entio pvg & V
4%) pé F eqgé F, entdio pvgq é F
EXERCICIO
A.3 Classificar em verdadeira ou falsa cada uma das seguintes proposi¢des compostas:
al 321 e 422
bl 321 ou 3=1
c) 2l4 ou 2014+ 1)
d) 36 +2)=3-56+3-2 e 3|7
ol <3 o sl
2 4
f-18=-1 e 25 <(-2)7
gt V16 =6 ou mdc (4,7) =2
1V. CONDICIONAIS

Ainda a partir de proposi¢bes dadas podemos construir novas proposicdes

através do emprego de outros dois simbolos logicos chamados condicionais:
o condicional se ... entdo ... (simbolo: -} e o condicicnal ... se e somente se ...
(simbolo: <)

5-A



9. Condicional —

Colocando o condicional — entre duas proposi¢cles p
uma nova proposicac, p — ¢, que se Ié: se p entdo ¢,
necessaria para q’', ‘g é condigdo suficiente para p”.

Exemplos
19) p: 214 ~
q: 4112

p>q: 214 »4]12
29 p: 10=5.:2

q: 3110

p>qg:10=56.2-3]110
3% p: 5<C2

q: 2€Z

p->q: 5<2->2€Z
4%) p: 7<3

q 3=6-2

p-»q 7€£3-+3=6.2

e g, obtemos
“p & condicdo

10. Vamos postular um critério de classificacdo para a proposicdo p - q

baseado nos valores l6gicos de p e q:

O condicional p - q #é falso somente quando p é ver-
dadeira e q ¢é falsa; caso contririo, p - q é verdadeiro.

Este critério esta resumido na

tabela ao lado, denominada tabela-ver-
dade da proposicdio p - q

P q P->q
V| Vv v
V | F F
F | vV v
F | F v

Revendo os exemplos dados, temos:

19) pé V e qé V, entdo p>q é V
29) pé V e gqé F, entdo p->q € F
3%) pé F e qé V, entdio p—>q é V
4%) pé F e qé F, entdo p>q é V

6-A

11. Condicional «—

Colocando o condicional <— entre duas proposices p e g obtemos
uma nova proposigio, p<«— g, que se |&: “p se e somente se q’. "'p é condi-
co necessdria e suficiente para q”', “¢ é condicdo necessaria e suficiente
para p” ou ‘s p entdo g e reciprocamente’.

Exemplos

19 p: 2112
g: 2-7112.7
peq: 2112« 2.7112.7

3 6
29 p: =2 - 2
P 4

2
q 3-4¥6-2
poqg 3-8 3.4%6-2
2 4

39 p: 6=12:3

g: 3-6=18

p«+q: 6=12: 3« 3-6=18
49) p: 4<3

q: 4-5<3-.5

p«>q 43 «>4:-5€3-5

12. Vamos postular para o condicional p «— g o0 seguinte critério de clas-
sificacdo:

O condicional <> & verdadeiro somente quando p e
q sdo ambas verdadeiras ou ambas falsas; se isso ndo a-
contecer o condicional <« ¢é falso.

Assim, a tabela-verdade da pro- p q p—q
posicdo p «<— q € a que estd ao lado.
\Y \" \"
v F F
F \") F
F F \')




Revendo os exemplos dados, temos:

1°) pé V e qé V, entio p<>q é V

29) pé V e gé F, entdio p«>q & F

39 pé F e qé V entdo pe>q é F

4%) pé F e gé F, entdo p<«>q é V
EXERCICIOS

A.4 (Classificar em verdadeira ou falsa cada uma das proposigtes abaixo
a)2-1=1 > 5+7=3+4
b) 22 =4 « (-22-4
c}) 6+7+1=10 = 3+:3=9
d} mdc{3, 86) =1 <« 4 é nimero primo
a) 218 > mme (2,8) =2
fl] 62 «> 6-2220

93 <2 53.7-2-5
5 7

A5 Admitindo que p e q sdo verdadeiras ¢ r ¢ falsa, determine o valor (V ou F)
de cada proposi¢do abaixo.
a p—>r
bl p<—>q
c) r—>p
d pV r)«>qg
el p—~>ilg—>r)
fl p>lavr
gl ~p <> ~q
h} ~p «—>r

V. TAUTOLOGIAS

13. Seja v uma proposi¢io formada a partir de outras {p, q, r, ...}, mediante
emprego de conectivos (V ou A} ou de modificador {(~)} ou de condicionais
(= ou <—). Dizemos que v é uma tautologia _ou proposigdo logicamente
v_e_{ggde_im_.quando v tem o valor l6gico V {verdadeira} independentemente dos
valores logicos de p, q, etc

-
Assim a tabela-verdade de uma tautologia v apresenta sé& V na coluna
de v.

8-A

Exemplos
19) (p A ~b) > (g V p) é yma tautologia pois

~p | pA~p | avr | BA~PI>laVv e

TThMm<c<|©
m< M| B
ne< <<
<< <<

< < T ™M
b B 2 W B 1 |

29 ~ {(p A g «> (~pV ~q} & uma tautologia pois

plalpagf~Aa| ~p|~a|~pV~a|~pAg > (~pV ~a)
viv| v F F|F F Vv
VIF| F Y Fl Vv v v
Flv| F v V| F Vv v
FIF| F v Vi|v Vv Y

VI. PROPOSICOES LOGICAMENTE FALSAS

14. Seja f uma proposicdo formada a partir de outras (p, q, r, ...}, mediante
emprego de conectivos (VouA) ou de modificador {~) ou de condicionais
{+ ou <), Dizemos que f §é uma proposicdo logicamente falsa quando
f tem o valor loégico F (falsa) independentemente dos valores logicos de
p, q, etc. ]

Assim, a tabela-verdade de uma proposi¢do logicamente falsa f apresenta
6 F pa coluna de f.

Exemplos

19) p A ~p ¢ proposicio logicamente falsa pois:

~p pA~p

v | F F
F v E




29 {p V~al > (~p Aa) VIIl. RELACAO DE EQUIVALENCIA

Pla |[~p[~ad | pV~q|~pAQ|(pPV~q)esr(~pAq)
18. Dadas as proposicdes p e q, dizemos que '‘p é equivalente a g quando
VIV]F F v F F p e g tém tabelas-verdades iguais, isto é quando p e g tém sempre ©
V FF v v F F mesmo valor logico.
FlV |V F F \ F ) . o
FIlF | v v v F F Quando p € equivalente a g, indicamos: p < q.
19. Observacoes
_ . a i icional
VIl. RELACAO DE IMPLICACAO ‘ 1.)' Notemos que p equivale a g quando o condicional p <« q
' ¢ verdadeiro.
22)  Todo teorema, cujo reciproco também é verdadeiro, é uma equivaléncia
15. Dadas as proposicbes p e q, dizemos que “p implica g quando na hipotese «= tese
tabela c.|e p e q ndo ocorre VF em nenhuma linha, isto é, quando ndo 20. Exemplos
temos simultaneamente p verdadeira e q falsa.
Quando p implica q, indicamos p = q. 10} p->a <= (~q- ~p)
16. Observagoes p q p->q ~q ~p ~g = ~p
) Vv Vv Vv F F v
1%)  Notemos que p implica q guando o condicional p » q é verdadeiro. V £ F V F F
29) Todo teorema é uma implicacdo da forma F Vv v F v v
o F F Vv Vv \ A
hipotese = tese

‘ MWW 29) 218 <> mdc{(2, 8 = 2 significa dizer que é verdadeiro o bi-
hleotese ser verdadeira e a tese faisa. o iy e - .
condicional "2 é divisor de 8 se, e somente se, o maximo divisor comum de
2 e 8 é 2",

17. Exemplos

19 214=2]4.5 EXERCICIC

significa dizer que o condicional ‘'se 2 é divisor de 4, entdo 2 é divisor de A6 Verificar, através das tabelas-verdades, a validade das equivaléncias abaixo:
4. 5" é verdadeiro.

a) da conjungdo b) da disjungdo
3 - . s pAa <= qAp pVa<=g\p
29) p € positivo e primo = mdc (p, p°) = p A g Ar = pAlgAnr) PVaVr=pVigVn
quer dizer que o condicional *'se p é niOmerc primo e positivo, entdo 0 maximo D//\\p = p pPVp<e>p
L I T . p/Av <= p pVVv=v
divisor comum de p e p° é p”, € verdadeiro. DA et o Vi e p
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¢} da conjungdo relativamente 2 disjun¢do d) da negacdo

p AlgVr < pbAalVIipATr ~{~p} <= p
pyvlaArn = pbyaAlpyr) ~p Agl = ~pV ~aq
pAPVag = p ~pVal <= ~pA ~q
pVipAg = p

onde p, g, r S3c proposicoes gquaisquer, v é uma tautologia e f uma proposi¢do
logicamente falsa.

IX. SENTENCAS ABERTAS, QUANTIFICADORES

21. Ha expressdes como:

A x+1=7
bl x > 2
gl x3 = 2x?

que contdm variaveis e cujo valor l6gico (verdadeira ou falsa) vai depender do
valor atribuido a variavel.

Nos exemplos citados temos:

a) x + 1 =7 é verdadeira se trocarmos x por 6 e é falsa para qualquer outro
valor dado a x;

b} x > 2 ¢é verdadeira, por exemplo, para

c) x3 = 2x* & verdadeira se trocarmos x por 0 (0%=2.0% ou 2(2°=2.2%
e ¢ falsa para qualquer outro valor dado a x.

22. Sentengas que contém varidveis sdo chamadas fun¢des proposicionais ou
sentencas abertas. Tais sentengas ndo sdo proposicdes pois seu valor Iog|c0
(V ou F) € discutivel, dependem do valor dado as variaveis.

Ha, entretanto, duas maneiras de transformar sentencas abertas em pro-
posicdes:

19)  atribuir valor as variaveis
28)  utilizar quantificadores.
23. O quantificador universal
O quantificador universal, usado para transformar sentengas abertas em

proposicoes, é indicado pelo simbolo % que se lé: “‘qualquer gque seja”, "'para
todo”’, ‘para cada”\
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Exemplos

19) (¥ x}{x +1 =7} que se '

“qualquer que seja o nimero x, temos x + 1 = 7", (Falsa)

20) (¥ x)x? = 2x%) que se &

“para todo nimero x, x® = 2x?“. (Falsa)

29) (¥a){a + 1}* = a2 + 2a + 1) que se lé:

4%) (¥y)ly? + 1 > 0) que se lé:

“para todo nimero y, temos y2 + 1 positivo”. (Verdadeira)

O quantificador existencial

O quantificador existencial ¢ indicado pelo simbolo 3 que se lé:

“axiste pelo menos um’’, ‘‘existe um’.

Exemplos

19 @x){x +1=7) que se lé:

“existe um nimero x tal que x +1=7". (Verdadeira)

29} (ax){x® = 2x*) que se 1&:

“axiste um namero x tal que x3 = 23" (Verdadeira)

39) (Fala® + 1 < 0) que se l&:

“existe um numero a tal que a® + 1 é ndo positivo”. (Falsa).

49 (Im)(m{m + 1) # m> + m) que se 1&:

’

“existe pelo menos um ndmero m tal que m(im + 1) # m? -+ m".

~

“qualquer gue seja © nGmero a, temos (a + N2 = a2 + 2a + 1. (Verdadeira)

”existe”,

{Falsa)

Algumas vezes utilizamos também outro quantificador: 31 que se &

“existe um Unico, “existe um e um s6”’, "existe s6 um’.

Exemplos

19 (Aixdx +1 =7 que se [&:
“existe um sO6 numero x tal que x + 1 = 7". (Verdadeira)

20 (FIx)(x? = 2x*) que se lé:
“existe um s numero x tal gue x> = 2x%" (Falsa}

39) {JIxHx + 2> 3) que se lé:
“existe um sb nomero x tal que x + 2 > 3", (Falsa)

13-A



EXERCICIO

A7 Transforme as seguintes sentengas abertas em proposicGas verdadeiras usando quan-
tificadores:

2

al x> -6x+4-0 b} {a + 1}a - 1) = a* - 1

oY + X £ Y A Vm +9#m+3
3 4 7
a) -f-x} = x f) 5a + 4 <11
2
gl Vx©'=x ) QL P
a

X. COMO NEGAR PROPOSICOES

Jé vimos o que é a negagdo de uma proposi¢do simples, no item |i deste
capitulo.

Vamos destacar aqui resultados obtidos no exercicio A.6, os quais cons-
tituem processos para negar proposicées compostas e condicionais.

26. Negagdo de uma conjungio

Tendo em vista que ~(pA q) = ~p V ~q, podemos estabelecer que
a negacdo de p A q é a proposicdo ~pV ~q.

Exemplos
19 p: a#0
q: b#* 0

pAg: a¥F0 e b#0
~pAQ): a=0 oupb=20

2% p: 214
g: 319

pA G 214 e 319
~lpAq): 244 ou 349

27. Negagdo de uma disjungio

Tendo em vista que ~{p V q) e« (~p N ~q), podemos estabelecer
que a negagdo de p \/ g @& a proposicio ~p A ~Q.
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Exemplos

19) p: o tridgngulo ABC é isdsceles
q: o tridngulo ABC é equilaterc
PV q: o triangulo ABC & isdsceles ou equilatero
~{p V g): o tridnguic ABC ndo ¢ isésceles e ndo é equildtero

29) =

p: a=20
q: b=20
PVg: a=0 ou b=0

~pVvag: a#0 e b#0

28. Negagdo de um condicional simples

Jd que ~{p - g} e p A ~qg, podemos estabelecer que a negagdo
de p-> q éa proposicio p A ~q. |

Exemplos
19) p: 2€Z
g 2€0Q

p>g: 2€EZ->2€0Q
~p>qh:2€Z e 2¢0Q

%) p: 8 = (-5)?
g 5=-5
p->q 5 =(-5%*>5=-5
~{p>q): B2=1(-52 e B # -5

29. Negagdo de proposi¢des quantificadas

a) Uma sentenga quantificada com o quantificador universal, do tipo
(¥x)(p(x)}, & negada assim: substituise o quantificador pelo existencial e
nega-se p(x), obtendo: {3Ix)(~pix)).

Exemplos

19) sentenga: (¥x)(x + 3 = 5)
negagdo: (I xHx + 3 #* 5)

29) sentenga: (¥x}{xix + 1) = x* + x)
negagdo: (IxHx(x + 1) # x® + x)
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P) sentenga: (¥xIWVXF+1=x+1)
negacdo: (Ix)WVxF+1 #x +1)
49) sentenca: Todo losango é um quadrado
negacdo: Existe um losango que ndo é quadrado

b} Uma sentenga quantificada com o quantificador existencial, do tipo
(Ix)plx)), & negada assim: substitui-se o quantificador pelo universal e
nega-se p{x), obtendo: (%¥x){~p(x)).

Exemplos

19) sentenca: (3 x)(x = x)
negacdo: (¥x)(x # x)

—

29) sentenca: (3 alla + 1? >

negagdo:: (¥ a)la + 1? <

w]= e

39) sentenca: (33)(1—6 R)
a

negacdo: (Va)(;— & R)

EXERCICIC

A.8 Dizer qual & a negagdo de cada proposigio abaixo:
a) mde(2,3) =1 ou mmc{2, 3) #6

b)%- - 8 ou 3-10%6-5

10
c)—:_} 21 e -32-7
d 22=4->va=12

e -3 =9 -»V9 #-3

f) 2<5>3*<s?

gl txdx > 2 > 3% > 3%

h (3xx <o

i} Todo nimero inteiro primo é [mpar

i} Todo triangulo isbsceles é equilatero

k) Existe um losango que ndo é quadrado

1} Existe um nGmero cuja raiz quadrada é zero

m} Todo tridngulo que tem trés angulos congruentes, termn trés lados congruentes

A9 Classificar em V ou F as negaiﬁes construidas no exercicio antarior.
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Criado um novo paraiso

Georg Ferdinand Ludwing Phillip Cantor nasceu em S. Petersburgo, passando a
maior parte de sua vida na Alemanha. Seus pais eram cristdos de ascendéncia
judia, e Georg logo se interessou pelos conceitos de continuidade e infinito da
Teologia medieval.

Estudou em Zurich, Gottingen e Berlim, concentrando-se em Filosofia,
Fisica e Matemdtica.

Possuindo grande imaginacdo, em 1867 obteve seu doutoramento em Berlim,
com uma tese sobre Teoria dos NGmeros.

Muito atraido pela Andlise, sua preocupagdo estava voltada para a idéia de
“infinite"”, que até 1872 foi muito discutida tanto em Teologia como em Matema-
tica mas sem se chegar a uma conclusdo precisa.

Em 1874, Cantor publicou no Journal de Crelle o mais revoluciondrio artigo
que até mesmo seus editores hesitaram em aceitar: havia reconhecido a proprie-
dade fundamental dos conjuntos infinitos e, ao contrario de Dedekind, percebeu
que nem todos eram iguais, passando a construir uma hierarquia destes conjuntos
conforme suas poténcias.

Mostrou que o conjunto dos quadrados perfeitos tem a meima poténcia
que o dos inteiros positivos pois, podem ser postos em correspondéncia biunivoca;
provou que o conjunto de todas as fracGes é contdvel ou enumeravel e que a po-
téncia do conjunto dos pontos de um segmento de reta unitério é igual & poténcia
do conjunto dos pontos de um quadrado de lado unitario.

Alguns destes resultados eram tdo paradoxais que o prépio Cantor, certa vez
escrevendo a Dedekind, disse: “Eu vejo isso, mas ndo acredito’’, e pediu ao seu
amigo que verificasse a demonstracao. Seus incriveis resultados levaram ao esta-
belecimento da Teoria dos Conjuntos como uma disciplina matemdtica comple-
tamente desenvolvida, de profundos efeitos no ensino.

Os matemdticos da época duvidavam
da teoria da infinidade completa de Cantor,
mas este, juntando as provas, construiu
toda uma aritmética transfinita.

Cantor passou a maior parte de sua
carreira na Universidade de Halle, de pouca
importdncia, nunca conseguindo realizar
uma de suas grandes aspiragbes que era a
de ser professor na Universidade de Berlim,
devido a persegui¢do de Kronecker.

O reconhecimento de suas realizagdes

. mereceram a exclamacdc de Hilbert: “Nin-
Georg F. L. P. Cantor guém nos expulsard do paraiso que Cantor
(1845 — 1918} criou para nos”’,

CAPITULO II

CONJUNTOS

Faremos aqui uma revisdo das principais nocdes da teoria dos conjuntos,
naquilo que importa a Matematica Elementar. Em seguida usaremos estas nogoes
para apresentar os principais conjuntos de nimeros.

.  CONJUNTO. ELEMENTO. PERTINENCIA

30. Na teoria dos conjuntos trés nocBes sdo aceitas sem definicdo, isto €,
sdo consideradas nogdes primitivas:

a) conjunto
b) elemento
c) pertinéncia entre elemento e conjunto

A nocdo matematica de conjunto é praticamente a mesma que se usa na
linguagem comum: é o mesmo que agrupamento, classe, cole¢do, sistema. Eis
alguns exemplos:

1) conjunto das vogais

2) conjunto dos algarismos romanos

3) conjunto dos ndmeros impares positivos

4) conjunto dos planetas do sistema solar

B} conjunto dos nameros primos positivos

6} conjunto dos naipes das cartas de um baralho
7) conjunte dos nomes dos meses de 31 dias '

Cada membro ou objeto que entra na formagdo do conjunto & chamado
elemento. Assim, nos exemplos anteriores, temos os elementos:

1) a €, i,0,u

2b LV, X, L,C, DM

3)1,3 5 7,9 11, ..

4) Mercario, Venus, Terra, Marte, ...

512 3,5 7,11, 13, ...

6) paus, ouro, copas, espada

7) janeiro, margo, maio, julho, agosto, outubro, dezembro
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No exemplo 3, cada nimero impar & elemento do conjunto dos nimeros

impares, isto é, pertence ao conjunto. Em particular, 5 pertence ac conjunto
dos niameros impares e 2 ndo pertence.

Um elemento de um conjunto pode ser uma letra, um namero, um nome,
etc. E importante notar que um conjunto pode ser elemento de outro conjunto.
Por .éxemplo, o conjunto das selecdes que disputam um campeonato mundial
de futebol é um conjunto formado por equipes que, por sua vez, sdo conjuntos
de jogadores.

31. Indicamos um conjunto, em geral, com uma letra maidscula A, B, C, ...
e um elemento com uma letra mindscula a, b, ¢, d, x, vy, ...

Sejam A um conjunto e x um elemento. Se x pertence ao conjunto
A, escrevemos

xXEA

Para indicar que X ndo & elemento do conjunto A escrevemos

x¢A

32. E habitual representar um conjun-
to pelos pontos interiores a uma linha
fechada e ndo entrelagada. Assim, na
representacdo ao lado temos:

a€EADEA ¢ d& A,

ed

No caso de usarmos um circulo
para representar um conjunto, estaremos
‘'usando os assim chamado diagrama de
Euler-Venn,

Il. DESCRICAO DE UM CONJUNTO

Utilizamos dois recursos principais para descrever um conjunto e seus
elementos: enumeramos (citamos, escrevemos) os elementos do conjunto ou
damos uma propriedade caracteristica dos elementos do conjunto.
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33. Quando um conjunto é dado pela enumeragio de seus elementos devemos
indicd-lo escrevendo seus elementos entre chaves.

Exemplos

1) conjunto das vogais {a, e, i, 0, u}

2) conjunto dos algarismos romanos  {I, V, X, L, C, D, M}
3) conjunto dos nomes de meses de 31 dias

{janeiro, margo, maio, julho, agosto, outubro, dezembro}

Esta notagéio também € empregada quando o conjunto é infinito: escrevemos

alguns elementos que evidenciem a lei de formagdo e em seguida colocamos
reticéncias,

Exemplos
1) conjunto dos nameros impares positivos
{1,3,5 7,9 11, 13, ..}

2) conjunto dos nimeros primos positivos
{2,38,5 7, 11, 13, ...}

3) conjunto dos moltiplos inteiros de 3
{0,3,-3,6,-6,9, -9, ..}

A mesma notagdo também é empregada quando o conjunto é finito com
grande numero de elementos: escrevemos os elementos iniciais, colocamos re-
ticéncias e indicamos o Gltimo elemento.

Exemplos
1) conjunto dos n(meros inteiros de 0 a 500
{0,1,2,3,.., 500}

2) conjunto dos divisores positivos de 100
{1, 2, 5, 10, ..., 100}

34. Quando queremos descrever um conjunto A por meio de uma proprieda-
de caracteristica P de seus elementos x, escrevemos

A = {x|x tem a propriedade P}

e lemos: A é o conjunto dos elementos x tal que x tem a propriedade P".

21-A



Exemplos

1) {x]x é estado da regifo sul do Brasil} é uma maneira de indicar
0 conjunto:

{ Parana, Santa Catarina, Rio Grande do Sul}

2) {xix & divisor inteiro de 3} é uma maneira de indicar o conjunto:

{1, -1, 3, -3}

3) {xlx éinteiro e O < x <500} pode também ser indicado por:

{0, 1, 2, 3, .., 600}

"HI. CONJUNTO UNITARIO. CONJUNTO VAZIO

35. Defini¢do
Chama-se conjunto unitario aquele que possui um UGnico elemento.
Exemplos
1) conjunto dos divisores de 1, inteiros e positivos: {1}
2) conjunto das solugbes da equagdo 3x + 1 = 10: {3}

3) conjunto dos estados brasileiros que fazem fronteira com o Uruguai:

{Rio Grande do Sul}

36. Defini¢ao

Chama-se conjunto vazio aquele que ndo possui elemento algum. O simbolo
usual para o conjunto vazio é P.

Obtemos um conjunto vazio quando descrevemos um conjunto através ce
ima propriedade P logicamente falsa.

Exemplos

Ni{xix#x} =0
2) {x|x & impar e multiplo de 2} = @
A {xIx>0 e x<0} =0
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IV. CONJUNTO — UNIVERSO

37. Quando vamos desenvolver um certo assunto de Matemética, admitimos
a existéncia de um conjunto U ao qual pertencem todos os elementos utilizados
no tal assunto. Esse conjunto U recebe o nome de conjunto universo.

Assim, se procuramos as solucdes reais de uma equacdo, nosso conjunto-
universo é R (conjunto dos nimeros reais); se estamos resolvendo um
problema cuja solugdo vai ser um nlmero inteiro, nosso conjunto-universo
é Z {conjunto dos nimeros inteiros); se estamos resolvendo um problema de
Geometria Plana, nosso conjunto-universo & um certo plano a.

38. Quase sempre a resposta para algumas questdes depende do universa U
em que estamos trabalhando. Consideremos a questdo: '‘qua! é o conjunto dos
pontos P que ficam a igual distdncia de dois pontos dados A e B, sendo
A # B?f'

1)Se U é areta AB, o con-
junto procurado é formado sé por P; 77 77

2)Se U & um plano contendo
A e B, o conjunto procurado é a
reta mediatriz do segmento AB;

3} Se U é o espago, o conjunto
procurado ¢ o plano mediador do segmen-
to AB (plano perpendicular a AB
no seu ponto meédio). -

39. Portanto, quando vamos descrever um conjunto A  através de uma
propriedade P, é essencial fixarmos o conjunto-universa U em que estamos
trabalhando, escrevendo

A={x€Ulx tem a propriedade P}
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EXERCICIOS

A.10. Dé os elementos dos seguintes conjuntos:

A= {x | x & letra da palavra “matemética’’ }
B = {x [x & cor da bandeira brasileira}
C = {x | x & nome de estado que comega com "“a’’

Solugdo

A = {m, a t, e, i, c}

B = {branco, azul, amarelo, verde}

C = {amazonas, amapd, acre, alagoas}

A.11 Descreva através de uma propriedade caracter{stica dos elementos cada um dos
conjuntos seguintes:
A=1{0,24,868, ..}
8 =1{01,2 ..,9}
C = {brasl’lia, rio de janeiro, salvador}
Solugio
A = {x Ix & inteiro, par e nio negativo}

B = {x Ix & algarismo arébico}
C = {x | x & nome de cidade que j4 foi capital do Brasil}

A.12 Escreva com simbolos:

a) conjunto dos multiplos inteiros de 3, entre -10 e +10

b) conjunto dos divisores inteiros de 42

¢} conjunto dos miltiplos inteiros de 0

d) conjunto das fragdes com numerador e denominador compreendidos entre 0 e 3
e} conjunto dos nomes das capitais da regido centro-oeste do Brasil

A.13 Dascreva por meio de uma propriedade dos elementos
A= {+1, -1, +2, -2, 43, -3, +6, -6} B = {0, -10, -20, -30, -40, ...}
c=1{1,4,9 16,25, 36, ..} D ={Lua}

A.14 Quais dos conjuntos abaixo sdo unitérios?
A={x|x<%ex>%} B={xl0+x=2}
C={x|x é inteiro ex2=3} D={x|2x+1=7}

A.15 Quais dos conjuntos abaixo sdo vazios?

A={xlo-x=0}
B={x|x>-f:—e x<—g—}

C = {x | x & divisor de zero}

D= {x | x 4 divisfvel por zero}
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V. CONJUNTOS IGUAIS

40. Definigio

Dois conjuntos A e B sdo iguais quando todo elemento de A pertence
a B e, reciprocamente, todo elemento de B pertence a A. Em simbolos:

A=B == (¥x)ix € A = x € B}

Exemplos
1 {a b, c,d} ={d, c b, a}
20{1,3,5 7,9, ..} ={xix & inteiro, positivo e impar}

3 {x|2x + 1 =5} = {2}

Observemos que na definigdo de igualdade entre conjuntos ndo intervém
a nocao de ordem entre os elementos, portanto:

{a, b, c,d} ={d, c, b, a} ={b, a, c d}

Observemos ainda que a repeticio de um elemento na descrigio de um
conjunto € algo absolutamente indtil pois, por exemplo:

{a,b, ¢, d} ={a a, b, b, b, c d ddd}

(para conferir basta usar a definigdo). Assim, preferimos sempre a notagio mais
simples.

41. Se A ndo éigual a B, escrevemos A # B. E evidente que A ¢ dife-

rente de B se existe um elemento de A ndo pertencente a B ou existe em B
um elemento ndo pertencente a A.

Exemplo

{a, b, d} # {a, b, ¢, d}
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VI. SUBCONJUNTO

42, Definigdo

Um conjunto A & subconjunto
de um conjunto B se, e somente se,
todo elemento de A pertence também
a B,

Com a notagdo A C B indicamos
que “A é subconjunto de B"” ou "A
estd contido em B” ou “A & parte de B"".

O simbolo C é denominado sina/ de inclusso.

Em simbolas, a definicdo fica assim:

ACB +«— (¥x)(x € A= x EB)

Exemplos

1} {a, b} C {a, b, ¢, d}

2) {a} C {a, b}

3) {a, b} C {a, b}

4) {x|x & inteiro e par} C {x[x é inteiro}

43. Quando A C B, também podemos
escrever B D A que se I8 *'B contém A",

Com a notacio A ¢ B indicamos AZB
que A nfo estd contido em B”, isto
é, a negagdo de A C B.

E evidente que A ¢ B somente
se existe ao menos um elemento de A
que ndc pertence a B,

Assim, por exemplo, temos: AdsB

1) {a, b, c} Z {b, c, d, e}
2} {a, b} & {c, d, e}

3) {xIx é inteiro e par} ¢ {x|x & inteiro e primo}
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44. Vimos anteriormente o conceito de igualdade de conjuntos:
A =B = (¥x){x €E A e x €B)

Nesta definigdo estd explicito que todo elemento de A é elemento de
B e viceversa, isto 6, AC B e B C A, portanto, podemos escrever:

A=B< (ACB e BCA).

f‘ssim,_prara‘_gr_gﬁ\{aﬂl_'mos que A =B devemos provar que ACB e B C A

PP

45. Propriedades da inclusio

Sendo A, B e C trés conjuntos arbitrdrios, valem as seguintes propriedades:

17) $CaA

2%) A C A (reflexiva)

3 (ACBeB CA)=>A-=B (anti-simétrica)

4%3)) (ACBeB CC)=ACC (tansitiva)

A demonstragdo dessas propriedades é imediata com excecdo da 128 que
passamos a provar. Para todo x, a implicagdo

XEP=>xEA

& verdadeira gis X € g) é falsa. Entdo, por definicdo de subcon'lunto, g) C A.

46. Conjunto das partes

Dado um conjunto A, chama-se conjunto das partes de A — notagdo
(A} — aquele que é formado por todos os subconjuntos de A. Em simbolos:

Aia) = (X1 X< Al
Exemplos
19) Se A ={a} os elementos de @(A) sio @ e {a}, isto é:
Fin) = (B, (a}}
29) Se A ={a b} os elementos de @(A) sdo ©, {a}, {b} e {a, b},
isto é:
Ja) - (@, {a), {b}, {a, b}
39) Se A ={a, b, c} os elementos de @(A) sio @, {a}, {b}, {c},
{a, b}, {a, ¢} {b, ¢} e {a b, c}, isto é:
A - 1@, {a}, (o}, {c}, {a, b}, {b, ¢}, {c, a}, {a b, c})
Provaremos mais adiante (capitulo Ill) que se A é um conjunto finito
com h elementos, entdo @(A) tem 2" elementos.
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EXERCICIOS

A.16

A19

A.20

A1
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Dados A = {1, 2, 3, 4} e B = {2, 4}, pede-se:
a) escrever com os simbolos da teoria dos conjuntos as seguintes sentengas:

18) 3 é elemento de A 2%) 1 ndo estiem B
3%) B & parte de A 43) B éigual a A
5%) 4 pertence a B

b) classificar as sentencas anteriores em falsa ou verdadeira.

Solugao

1% 3€A v}
20 1€&8 v)
3 BCA (V)
43 B = A (F)
59 4EB )

Sendo A =1{1,2}, B =12,3},C=1:1,3.4} ¢ D ={1,2, 3, 4}, classificar em
V ou F cada sentenga abaixo e justificar:

al ACD by ACB ¢t BCC
4 DDOB el C=D N adc
Solugao

a) V pois 1TEA 1ED,2EA ¢ 2€D
b} F pois 1€Ae1¢B
) F pois 2€8B e 2¥¢C

.d) V pois 2€B,2€D,3€8 e 3€D

e) F pois 2€D e 2€C
fl V pois 2€EA & 2€C

Quais das igualdades abaixo s3o verdadeiras?

a) 1a, a a, b, b} = {a, b}

b) {x|x2:4}={x|x¢0 e x3—4x=0]
o) {xlax +7 =11} = {2}

d) ‘Lx|x<0 e x20}=¢

Dizer se é verdadeira (V) ou falsa (F} cada uma das sentengas abaixo.

as 0={o0,1,2 3, 4} f) a € {a, {a}}

bl ia} € {a b} o) {a} C{a, (2]}

o) @E{o} h @C{D, {a}}
doED _ H PED, {al}

e} «;a}CQﬁ i) {a,b}E{a, b, ¢ d}

Fazer um diagrama de Venn gue simbolize a situacdo seguinte: A, B, C, D sdo conjun-
tos nao vazips, D C CcC B C A.

Construir 0 conjunto das partes do conjunto A = {a, b, c, d}.

VI, REUNIAO DE CONJUNTOS

47. Definigdo

Dados dois conjuntos A e B, chama-se reunido de A e B o conjunto
formado pelos elementos que pertencem a A ou a B,

AUB={x|xEA ou x €8}

O conjunto A U B ({iése “A
reunido B ou “A u B} é formado
pelos elementos que pertencem a pelo ‘
menos um dos conjuntos A e B.

Notemos que x ¢ elemento de
A U B se ccorrer ao menos uma das
condigbes seguintes:

B
x €A ou x &€ B. @

Exemplos

1) {a, b} U {c, d} = {a, b, ¢, d}

2) {a, b} U {a, b, c,d} =1{a, b, c, d}
3){a, b, ctU{c d, e} ={a b c d e}
4)ia, b, ct}VU@=1{a b, c}

B EUD=¢@

48. Propriedades da reunido

Sendo A, B e C conjuntos quaisquer, valem as seguintes propriedades:

1) AU A = A {idempotente)

29 AU @ = A [elemento neutro)

33 AUB=BUA ({(comutatival

43 (AUBYUC=AUI(BUC (associativa)

]

Demonstracdo

Fazendo A = {x|x tem a propriedade p} ou, simplesmente
A=ixlpx)} e ainda: B={xlqix}}, C={xlrlx)} e @={xif}
onde f é proposicdo logicamente falsa, ternos:

AUA={xlpx) ou plx)}={xlpx}=A

Analogamente, as demais decorrem das propriedades das proposi¢oes vistas
no exercicio A.6.
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VIIl. INTERSECGCAO DE CONJUNTOS

49. Defini¢do

Dados dois conjuntos A e B, chama-se interseccdo de A e B o con-

junto formado peios elementos que pertencem a A e a B.

ANB={x|xEA e x €EB}

. O conjunto A N B (lese “A
inter B”) é formado pelos elementos
que pertencem aos dois conjuntos (A e
B) simultaneamente.

Se x € AN B, isto significa
que x pertence a A e também x
pertence a B. O conectivo e colocado
entre duas condigGes significa que elas
devem ser obedecidas ao mesmo tempo.

Exemplos

1 {a, b c}nN{b cde}=1{b,e¢c}
2){a, b} N{a, b, c d}=1{a b}
3){a,b,c}N{a b, c}=1{ab,c})
4) {a, b} N{c,d}=¢

5 {a, b} NG =0

50. Propriedades da interseccio

Sendo A, B e C conjuntos quaisquer, valem as seguintes propriedades:

13 ANA
29y ANU

A (idempotente)

4 AnNnBNC=(ANB NC

Como mostramos para a operagio de reunifio, estas propriedades s3o também
demonstriveis com auxilio do exercicio A.6.
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O

A (elemento neutro)
3 ANB=BNA (comutativa)

51. gn'!untgi di':'luntﬁ

Quando A N B = @, isto & quando os conjuntos A e B ndo tém
elemento comum, A e B sfo denominados conjuntos disjuntos.

IX. PROPRIEDADES

52. Sendo A, B e C conjuntos quaisquer, valem as seguintes propriedades,
que inter-relacionam a reunifio e a intersec¢io de conjuntos:

18 AU(ANB)=A
23) AN(AUB)=A
3¥) AUBNC=(AUB)JN(AUCQ

(distributiva da reunido em relagdo & intersecgdo)
42) ANBUC=ANBIU{ANC)
(distributiva da intersecgdo em relagio & reunido).

n

Demonstremos, por exemplo, a 12 e a 34:

AU (A NB)={xlplx) v iplx) A alx)} = {x!(px))} = A
AU B NC = {xlpx) Vigx) A r(x)}} = {x]{p(x) V alx) A {p(x) V r{x)}} =
= {xlplx) Valx}} N {xIpx)V rix)} = (A UB)N (A UC)

EXERCICIOS

A.,22 Dados os conjuntos A = {a, b, c}, B = {c, d} e C-= {c, e}, determinar A UB,
AUC BUC e AUBUC,

A.23 Provar que A C (A UB), ¥ A,

Solucdo
xEA= xEA ou xEB
é uma implicacdo verdadeira, % x, portanto: A C {A U B)

A.24 Classificar em V ou F;:

a) DC(AUB) bl (AUB CaA
cd AS(AUB) d (AUB) Ci{aUB)
e) BC{AUB) fl AUB C(AUBUC

admitindo que A, B e C sdo conjuntos quaisquer.

A.25 Determinar a reunio dos cfrculos de raio r, contidos num plano @ e que tém
um ponto comum 0 € a.
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A.26

A.27

A.28

A.29

A.30

A31

A.32

A.33

Determinar a reunido das retas de um plano & que sdo paralelas a uma dada reta
r de Q.

Dados os conjuntos A = {a, b, c, d}, B = {b, ¢, d, e} e C= {c, e, f}, pede-se
descrever AMB, ANC,BNC ¢ ANBNC.

Provar que (A M B) C A, ¥ A,

Solugdo

xEANB=—= (xEA ¢ xEB= xE€A

¢ uma implicagdo verdadeira, ¥ x, portanto (A M B) C A,

Classificar em V ou F
al BC (AN B
c) A€ (A MNB)

b) A C (A NB)
d} (AN B) C(ANB)

e) (ANB CB fl ANBDANBNC)

admitindo que A, B ¢ C sdo conjuntos quaisquer.

Consideremos 0s conjuntos:

K = conjunto dos quadrildteros planos

P = {x S K|x tem lados 2 a 2 paralelos}
L={x€Kl|x tem 4 iados congruentes}
R
Q

{x Ex|x tem 4 angutos retos}
{x € K|x tem 2 lados paralelos e 2 angulos retos}

Pede-se determinar os conjuntos:
a) LOP ¢t LNR el LMNQ
by RMNP d aNRem fl PUQ

Dados os conjuntos A = {1, 2, 3}, B = {3, 4} e {1, 2, 4}, determinar

C =
oconjunto X talque XUB=AUC e XNB-=.
Solugao
a) X UB = {1, 2, 3, 4} entdo os possfveis elementos de X sdo: 1,2, 3 e 4.
b XNB=@ = 3&X o 4¢X

Conclusdo X = {1, 2}

Determinar o conjunto X tal que
{a,b,c,d}UX=1{a bc d, e} {c,d}Ux= {a, ¢, d, e} @
{b,c,d}Nx={ck

Assinalar no diagrama ao lado, um de 0

cada vez, 0$ seguintes conjuntos:
X5

ay ANBNC ¢t AUBNC)
bl ANBUC d AUBUC
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X. DIFERENGCA DE CONJUNTOS

53. Defini¢io

Dados dois conjuntos A e B, cha-
ma-se diferenca entre A e B o con-
junto formado pelos elementos de A
que nao pertencem a B.

A-B={xIxEA e x&B}

Exemplos -
1){a, b, c} - {b, c, d, e} = {a}
2) {a, b, ¢} - {b, ¢} = {a}
3 {a b} - {c d, e f} = {a b}
4){a, b} -{a, b c del=0

Xl. COMPLEMENTAR DE B EM A

54. Defini¢do

Dados dois conjuntos A e B, tais
que B C A, chama-se complementar de
B em relagio a A o conjunto A -8B,
isto é, o conjunto dos elementos de A
que ndo pertencem a B.

Com o simbolo

B —
CA ou A

© ok

indicamos o complementar de B em relagdo a A.

Notemos que Ci sb é definido para B C A e al temos:
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bb.

Exemplos
1S A ={abcde e B=I{cde}, entio:
B
C3 ={a b}

2)Se A =1{a b,c,d} =B, entio:

B
CA=¢
3)Se A =4{ab,cd} e B=¢, entio:
Ci:{a,b,c,d}=A

Propriedades da complementacio

Sendc B e C subconjuntosde A, valem as seguintes propriedades:

1 (Ane-o e (Bue-aA
(42 oL2- 4

m Cul Ch-0

w) CleNC - [CBu (¢

A
o O Ve~ 03 O
Provemos, por exemplo, a 23 e a 4a:
Ca-xeAaixga -0
C?={x€AIX¢®}=A

C,&BQC)={XEA|X¢BQC}={xEAix¢B ou x & C}=
-xeAIxgBlUxeAixgc= (Bu (¢

EXERCICIOS

A.34 Sejam os conjuntos A = {a, b, ¢, d}, B = {c, d, e, f, g} e C = {b, d, e, g}_

Determinar:
a) A-B ¢c) C-B e) A-{B N C)
b} B-A d (AUC)-B

fi (AUB)-(ANC)

A.35 Provar que (A - B) C A, VA,

Solugdo
xEA-Bl=(xE A e x&Bl =xEA
é verdadeira para todo x, entdo (A - B} C A,

A implicagao

A.36 Classificar em V ou F as sentencas:

al (A-B)D @
¢l (A-B) CB

admitindo que A e B siio conjuntos quaisquer.

b) (A-B) U (AMNB) = A
dl (A-B) C (A U B}

A.37 Dados os conjuntos A = {1,2, 3, 4,5},

8 ,2,4,6,8
obter um conjunto X talque X C A e A-X =B8N C

-{1.2,4,6,8} ¢ c-{2,4,5,
X

?

A.38 Assinalar no diagrama ao lado, um de
4 cada vez, os seguintes conhjuntos:

a) A -B
bl A-AUB
cd BUA
d AUB
el ANB
il BNA

A.39 Provarque A -B =A MNB onde A e B sdo conjuntos quaisquer do universo U,

Solugao
A implicagdo

xEA-Bl=(x EA e xE& B =>xEA ¢ x€B ==
== x € AMNB &verdadeira, ¥ x, portanto, estd provado.

A.40 Classificar em V ou F as seguintes sentengas:
a) (A-B} U (B-A) = (AUB)-(ANB)
by ACB==1{( (B C1{ Cal
el (A-BY C( CA)

d (A-BYC ( CB

EXERCICIOS SUPLEMENTARES

A.41 Descrever os eiementos dos conjuntos abaixo:
A ={x|x2-Bx-6 =0}
B = {x | x & letra da palavra “exercicio”’
C -{xIx2-9=0 ou 2x-1=9}
D={xi2x +1 =0 e 2x*-x-1 =0}
E = {xix & algarismo do namero 234 543}
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Ad42 Seja E = |a, {a}}. Dizer quais das propesices abaixo sdo verdadeiras. . .
la, { }} q proposig A.49 Dados dois conjuntos A e B, chama-se diferenga simétrica de A com B o con-

a) {a}e E junto AAB tal que:
b) {a; € E
cdaCeE AAB = {(A-B) U (B- A}
d) {a} CE Pede-se:
e) JCE a) determinar {a, b, ¢, d} A {c, d e f g}
)l JCE b) provar que AAG = A, para todo A
¢) provar que AAA = @ para todo A
A.43 Sejam A e B dois conjuntos finitos. Provar que d) provar que AAB = BAA, para Ae B quaisquer
_ B el assinalar em cada diagrama abaixo o conjunto AAB:
"AUB  "at"8 " "ane: I !

O simbolo Ny representa o nimero de elementos do conjunto X.
A
A.44 Em uma escola que tem 415 alunos, 221 estudam !nglés, 163 estudam Francés e 52 es- e
tudam ambas as linguas. Quantos alunos estudam Inglés ou Francés? Quantos alunos
ndo estudam nenhuma das duas?

A.45 Sendo A,BeC conjuntosfinitos, estabelecer uma formula para calcular faUBUC A50 Desenhar um diagrama de Venn representando quatro conjuntos A, B, C e D ndo

A.46 Uma populagdo consome trés marcas de sabdo em po: A, B e C. Feita uma pesquisa vazios de modo que se tenha

do mercado, colheram-se os resultados tabelados abaixo: AZB BZ A,CDO(AUB e DC (AN B)
marca A B C AeB| BeC|{ CeA | A BeC | nenhumadas trés
nimero de 109 | 203 | 162 | 25 41 28 5 115
consumidores

Pede-se:

a) ndmero de pessoas consultadas

b) nimero de pessoas que sb consomem a marca A

¢) nimero de pessoas que ndc consomem as marcas A ou C
d) nimero de pessoas que consomem ao menos duas marcas.

A.47 Determinar os conjuntos A, B e C que satisfazem as seguintes seis condigdes:
¥ AUBULC :{z,x,v,u,t;s,r,q, p}
23) AN B = {r s}
3¥) B M C ={s x}
43y ¢ NA = {s, t}
53) A U C:{p,q,r,s,t,u,v,x}
gay A U B:{p,q, r,s,t,x,z}

A.48 Em certa comunidade ha individuos de trés racas: branca, preta e amarela. Sabendo que
70% s3o brancos e 210% néo sdo pretos e 50% sdo amarelos, pergunta-se:

a) guantos individuos tem a comunidade?
b} quantos sdo os individuos amarelos?
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CAPITULO III

CONJUNTOS
NUMERICOS

I. CONJUNTOS DOS NUMEROS NATURAIS

56. Chama-se conjunto dos n(meros naturais — simbolo N — o conjunto forma-
do pelos nimeros 0, 1, 2, 3, ...

N=1{0123...}

57. Neste conjunto sao definidas duas operagdes fundamentais a adi¢do e a mul-
tiplicacdo, que apresentam as seguintes propriedades:

[A.1] associativa da adicdo
fat+tb)+c=a+(b+c
para todos, a, b, ¢ € N.
|A.2] comutativa da adi¢do
a+b=>b+a
para todos a, b € N.
[A.3] elemento neutro da adicdo
at+t0=a
para todo a € N
[M.1]associativa da multiplicagdo
(ab)c = albc)
para todos a, b, c € N
[M.2] comutativa da multiplicagdo
ab = ba
para todos a, b € N
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[M.3]elemento neutro da multiplicagdo
a*1=a
para todo a € N

[Dl Distributiva da multiplicagéo relativamente & adicso
alb + ¢) = ab + ac

para todos a, b, c € N

58, Veremos que os proximos conjuntos numéricos a serem apresentados s3o
ampliagGes de N, isto é, contdm N, tém uma adicdo e uma multiplicacdo com as
propriedades formais j& apresentadas e outras mais, que constituem justamente o
motivo determinante da ampliaggo.

Assim, dado um natural a # 0, o simétrico de a nio existe em N:
-a € N. O resultado disso é que o simbolo a - b ndo tem significado em N
para todos a, b& N, isto é, em N a subtragio nio é uma operagac. Venceremos
esta dificuldade introduzinde um novo conjunto numérico.

. CONJUNTO DOS NUMEROS INTEIROS

59. Chama-se conjunto dos nimeros inteiros — simbolo Z — o seguinte conjunto:

Z-={..,-3-2-1,01,23...}

60. No conjunto Z distinguimos trés subconjuntos notdveis:
Z,=10,1,23 ...} =N
(chamado conjunto dos inteiros n3o negativos)
Z.=1{0, -1, -2, -3, ...}
{chamado conjunto dos inteiros ndo positivos)
Z' ={..,-3-2,-1,1,23, ...}
{chamado conjunto dos inteiros nio nulos)

61. No conjunto Z sdo definidas também as operaces de adicdo e multiplicagdo

que apresentam, além de [A1], [A2], [A3), [M1], [M2], [M3] ¢ D,a proprie-
dade:
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[A.4] simétrico ou oposte para a adigdo
Para todo a € Z existe -a & Z tal que
a+t(-a)=0

Devido a propriedade [A4], podemos definir em Z a operagdo de sub-
tracdo, estabelecendo que a-b = a+(-b) paratodos a b € Z

62. Os nameros inteiros podem ser representados sobre uma reta orientada
através do seguinte procedimento:

a) sobre a reta estabelecemos um sentido positivo e um ponto 0 (origem)
que representa o inteiro 0 (zero)

Y

0
b) a partir de 0, no sentido positivo, marcamos um segmento unitério
u # 0 cuja extremidade passara a representar o inteiro 1

—u
0 1

oy

c) para cada inteiro positivo n, a partir de 0, marcamos um segmento de
medida nu no sentido positivo cuja extremidade representard n e marcamos um
segmento de medida nu no sentido negativo cuja extremidade representard o
inteiro -n. .

O resuitado é este:

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

' oo
T _—

t t t t t

u u u u u J] u u

63. Uma importante nogdo que devermncs ter sobre nlmeros inteiros é o con-
ceito de divisor.

Dizemaos que o inteiro a é divisor do inteiro b —simbolo al b — quando
existe um inteiro ¢ tal que ca = b.

albe= {3 cEZ lca=Dh)

Exemplos

1) 2] 12 pois 6-2 =12

2) 3|-18 pois (-6)-3 =-18
3)-61 20 pois (-4){-5} = 20
4) -2 | -14 pois 7-+(-2) = -14
5) 41 0 pois 0:-4=0

6) 0| 0 pois 1:0=0
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64. Quando a ¢é divisor de b dizemos que “b é divisivel por @ ou ‘b é
maltiplo de a”.

Para um inteiro a qualquer, indicamos com D(a) o conjunto de seus di-
visores e com M(a) o conjunto de seus maltiplos.

11l. CONJUNTO DOS NUMEROS RACIONAIS

Exemplos
N D2 ={1, -1, 2 -2} M2 ={0, £2, £4, 6, ...}
2) D(-3) = {1, -1, 3, -3} M(-3} = {0, £3, +6, %9, ...} 66. Dado um nimero inteiro q # 1 e -1, o inverso de g nio existe em
3)DO) =2Z M(0) = {0} Z: %g Z. Porisso ndo podemos definir em Z a operacio de divisdo, dando
significado ao simbolo % Vamos superar esta dificuldade introduzindo os nlime-
65. Dizemos que um numero inteiro p é primo quando p¥*0,1e-1e ros racionais,

D(p) = {1, -1, p, -p}.
Exemplos
2,-2,3,-3,5 -5 7¢-~7 sio primos.

67. Chama-se conjunto dos nimeros racionais — simbolo @ — o conjunto dos

pares ordenados (ou fragdes) %, onde a€Z e b€ 2Z" paraos quais

adotam-se as seguintes definigdes:

EXERCICIOS ] 4 ¢
{i) igualdade: 55 = ad = bc
A.51 Quais das proposigoes abaixo sio verdadeiras?
a) 0 EN b} 2-3) €EN ct N Cz (i) d..._a+£_ad+bc
dNUZ =2z et z,Nz_ =@ ) (32 € 2 W adigao: (-t = o
g) -4)(-5) € 2, h) 0 € z_ i) B-11)E 2Z
Itiplicacdo: 2.z
A.52 Descrever os seguintes conjuntos: D(8), D{-18), D{-24) N D(16), M(4), M{10} e (i) multip Y h o d bd
M(-9) M M(6).
A.53 Quais dos seguintes elementos de Z n3o sdo primos: 12, -13, 0, 5 31, -1, 2,-4,1, . X .
49 e 53?7 68. No conjunto dos racionais destacamos os subconjuntos:

@, = conjunto dos racionais ndo negativos
A54 Sendo aeb dois nimeros inteiros, pergunta-se:

a} Dia) e Dib) podem ser disjuntos? Q_ = conjunto dos racionais ndo positivos
b} Que nome se dd aum inteiro m taique Dla}) N D(b) = D(m)?
¢} Quando Df(a)’ M Dib) = {1,-1}, qual é a relagdo existenteentre a e b? o - conjunto dos racionais nio nulos

dl Em que caso ocorre  M(a) C Mib)?

e) Em que caso ocorre M{a) M Mib) = Mlab}?

f) Que nome se ddaum inteiro n tal que Mia) N M{b) = Min)? a . -
69. Na fracio B a € o numeradore b o denominador.Se aeb sdo

A.55 Determinar os seguintes nameros inteiros:

. . , , a . .
a) mdc(2, 3) b) rdc(-4, 6) primos entre si, isto é, se mdc(a, b) = 1, dizemos N é uma fracao irredu-
¢) mdc{-6,-14) d) mme(2, 3)
: .23 7 .. . 6 . .
e} mme(-4, 8) f) mme(-6, -14) tivel, Assim, as fracSes 37975 s irredutiveis mas g ndoé:
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70. Consideremos o conjunto @' formado peles nameros racionais com de-

nominador unitario: Q' = {%I x €2Z}. Temos:

a

b
T—T¢=>a-b
-a—+£=a+b <= g +b=a+h
1 1
%-%=a;b <> a+b=a-+b

portanto, os racienais com denominador igual a 1 comportam-se para a igualdade,
a adicdo e a multiplicagdo como se fossem nameros inteiros. Assim, fazendo o

, X T R R
racional T coincidir com o inteiro x, decorre gue:

Q =2, logo, Z2 C Q

71. Pode-se verificar que a adicdo e a multiplicagdo de racionais apresentam as
seguintes propriedades:

a c e a c , e
. —+ =) + — = — + (= + =
[A.1] (b d) f b (d f)
Ay eg s 5o
a a
[A.3]B+0—F
[A.4]—E~+ 21 =0
a5
c . ¢ 2
M2y -3 =9 %
a a
[M.S]B- 1 =5
a a ¢ ,a e
e (= =) = e e — A — e —
L A R S I
onde %, % e % sdo racionais quaisquer, portanto, sdo validas as mesmas pro-

priedades formais vistas para os nimeros inteiros. Além dessas, temos mais a

seguinte:
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[M.4] simétrico ou inverso para a multiplicacdo

para todo % €EQ e % # 0, existe

b

;6 Q talgue — -

b
a

a
b
Devido & propriedade [M.4], podemos definir em Q", a operacdo dedi-

e a,c a d a c . ! .
visdo, estabelecendoque — : — = — «— para — e — racionais quaisquer
b d b ¢ b d

nao nulos.

. . . a
72. Notemos finalmente que todo ndmero racional B pode ser representado

por um nimero decimal. Na passagem de uma notagdo para outra podem ocorrer
dois casos:

19) o nimero decimai tem uma quantidade finita de algarismos, isto é, é

uma decimal exata.

Exemplos
3 _ 4 1 _ 45 1o .27
T° 3; 5y = 0,5; 70 0,05; 7000 0,027

29) o nGmero decimal tem uma quantidade infinita de algarismos que se re-
petem periodicamente, isto €, é uma dizima periodica.

Exemplos

~ N

= 0333...; = 0,285714285714. ..

1
3

EXERCICIOS

A56 Quais das seguintes proposicdes sdo verdadeiras?

a NCa b)Z C @ d0E

d) 617 € Q el 0,474747... € Q f) {%, 1—31} ¢ o

gl 1E€EQ-Z h]%e Q-Z i) ; € Q-7

i 2L 6 irrecutivel 0 12 < e hrEa=—-€a



A.57 Colocar na forma de uma fragdo irredutivel os seguintes ndmeros racionais: 0,4;

0444, ., ; 032, 0323232 ...; 54,2, 5,423423423 ...
, Lo . .15 11 18 47
A58 Colocar em ordem crescente os niimeros racionais seguintes: % 12° 19" 1, 28
e 2
3"

AB9 Mostrar que se r; e rp sdo racionais & r; < ry, entdo existe um racional r
tal que ry < r < rj;.

3

A.60 Representar sobre uma reta orientada os nGmeros racionais seguintes: -2, =X -1,
1 2 4 7 6
‘Z. 0, ':'3'4 1, 3. 2, 3 e —i_

IV. CONJUNTO DOS NUMEROS REAIS

, ; a ,
73. Dado um nimero racional Y e um nidmero natural n 2 2, nem sempre

n/— & racional. Por exemplo, v 2 ¢ Q o que é provado facilmente assim:

{i) admitamos que a fracdo irredutivel —;— sejatalque Vv 2 = % :

{ii) %= V2 = a® = 26> = a® épar = a é par

(iii) fazendo a =2m, com m € Z, temos:

a® = 20> = (2m)% = 2b® = b? = 2m? == b® épar = b & par
e isto é absurdo pois mdcla, b} = 1.

Vamos agora infroduzir um conjunto numérico que contém Q e onde a
radiciacdo pode ser definida.

74. Chama-se conjunto dos nimeros reais IR — aquele formado por todos os

.

pumeros com_representacdo decimal, isto & as decimais exatas ou periodicas
{que sdo nGmeros racionais) e as decimais ndo exatas e n3o periddicas (chamadas

nmeros irracionais).

Assim, todo racional é nimero real
OQCR

e, além dos racionais, estio em R niameros como:
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V2 -14142136. ..
7 =3,1415926 . . .
a =1,010010001 . ..

chamados numeros irracionais.

Se quisermos outros nimeros irracionais, poderemos obté-los, por exemplo,
através da expressio VvV p onde p € primo e positivo. Sdo irracionais:

V3 V5 V7, etc
Outro recurso para construgdo de irracionais é usar o fato de que se a é
L , . - v a roo.
irracional e r é racional nio nulo, entdo: a +r, a.r, — e r sao todos
r

irracionais.

Exemplos

\/5 + 1, 3‘\/7, @ % sao irracionais.

75, Além de O, destacamos em R trés outros subconjuntos

R, = conjunto dos reais ndo negativos
R_ = conjunto dos reais n3o positivos
R* = conjunto dos reais ndo nulos.

76. As operacOes de adi¢do e multiplicagdo em R gozam das mesmas pro-
priedades vistas para o conjunto @ Em R é também definida a operacio
de subtragio e em R™ é definida a divisdo. Com a introdu¢3o dos nimeros

irracionais, a radiciagio é uma operagdo em R,, isto &, VaeR para todo
a € R..

77. Ja vimos que os niimeros inteiros podem ser representados por pontos de
uma reta

Analogamente, os nimeros racionais ndo inteiros também podem. Se qui-

. 1
sermos, por exemplo, representar o nimero 7 sobre a reta, marcamos a par-

tir de 0 um segmento de medida %u no sentido positivo. A extremidade desse
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1 . . ..
segmento representa 5 Na figura abaixo representamos sobre a reta varios

fhumeros racionais.
-3 2 -1 0 1 2 3

} " Il 4l {
+

T s 5 4 1 1 3 9 11
3 33 "2 2 2 T
Os nameros racionais, entretanto, ndo preenchem completamente a reta,
isto €, ha pontos da reta que nao representam racional algum, Por exemplo, entre
os pontos 1,41 e 1,42 fica um ponto que representa \F2 = 1,4142156 . ..

{irracional}.

fl
T T T —

Quando representamos também sobre a reta os numeros irracionais, cada
ponto da reta passa a representar necessariamente um nimero racional ou irra-
cional {portanto, real}, isto €, os reais preenchem completamente a reta.

-3 -2 -1 0 1 2 3
] . .

T
3 Nz
Esta reta, que representa IR, é chamada reta real ou reta numérica,

78. Na reta real os nGmeros estdo orde-
nados. Um niimeroc a é menor que qual- a

quer numero X colocado & sua direita e

/
maior que qualquer nimero x a sua es- {xERIx<a} {xERIx>a}
querda.

EXERCICIOS

A.61 Quais das proposi¢des abaixo sfo verdadeiras?

a) 3€ER b) N CIR cZCR
u)%ElH-ﬂ e Va4 ER-0 nYaer-a

g (V2-3vV3 ER-a h)a—\/—EGIR-m iy 3\560
V5 5+/2

A62 Provar que se a, b, ¢, d sdo racionais, p é primo positivo e a + b\/;: c+tdVp,
entdo a =¢c e b =d.

Solugio
a+bVp-c+dVp <> b-adVp=-c-a

Como ¢ - a ¢ racional, a Gltima igualdade sé subsiste quando (b - d)\/;e Q,
isto é, se b-d = 0. Neste caso, ¢ -a = O, provando a tese.

A.63 Mostrar que VvV 4 + 2\/5 =1 + \/5
A64 Mostrar qgueexistem a e b racionais tais que V18—-8\/5= a + b\/E.

A.65 Dados dois nOmeros x e y reais e positivos, chama-se média aritmética de x com

X + . s
y o real a-= —2! e chama-se média geométrica o real g = V xy. Mostrar

que a2 g paratodos x,y & R4,

A.66 Representar sobre a reta real, cada um dos seguintes conjuntos:
A={xER|1 € x< 2}
B-{x€ERIO< x< 3}
Ca{XEIRIx.gO ou x > 2}
D={x€ER[-1<x<0 ou x> 3}

V. INTERVALOS

79. Dados dois numeros reais a eb, coma < b, definimos:

a) intervalo aberto de extremos a e b é o conjunto
lab[={x €ER|a < x < b}

que também pode ser indicado por a—b.

b) intervalo fechado de extremos ae b é o conjunto
[a, bl ={x ER]a € x < b}
que também pode ser indicado por a—ib.
c) intervalo fechado & esquerda (ou aberto & direita) de extremos a e b
é o conjunto

l[a.bl ={x € Rla < x < b}

que também pode ser indicado por ar—b.

d) intervalo fechado a direita {ou aberto 3 esquerda) de extremos ae b

. é 0 conjunto

Ja,b] = {x ERla < x < b}

gue tambeém pode ser indicado por a-—ib.
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80. Os ndmeros reais a e b sdo denominados, respectivamente, extremo in-
ferior e extremo superior do intervalo.

81. Exemplos

19) ]2, 5[ = {x E R |2 < x < 5} éintervalo aberto

20) [-1, 4] = {x ER|-1 < x < 4} éintervalo fechado

2
39) [—5-, 71 = {x € IR % < x < 7} éintervalo fechado a esquerda

1

1 .
49) |- 3 V2l ={x ER|- 3 < x < V'2} éintervalo fechado 3 direita.

82, Também consideramos intervalos lineares os “intervalos infinitos” assim
definidos:
a) ]-oo, al = {x ER|x < a}
gue podemos também indicar por - oo
b) ]-, al = {x ER | x < a}
que também podemos indicar por - co—a,
c) Ja, + o[ = {x ER | x > a}
gque também podemos indicar por a
d)[a, + o[ ={x ER|x > a}
que também podemos indicar por ap—- + oo,
e) J-, + o[ = R
que também podemos indicar por -oo

+ oo,

+ oo,

83. Os intervalos t8m uma representacdo geométrica sobre a reta real como segue:

a b
la. ] OHHHHHHHHHEHHIHHHHO -
o Bl o —————
o Bl O -
Ia. b] ;mumuwmﬂmg;-———-
=90, 8] i ——————————————_
Ja. + oo HHHHHHHHHHE M
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EXERCICIOS

A.67 Descrever, conforme a notagic da teoria dos conjuntos, os seguintes intervalos:

{-1.3) [0 2[. ]-3 4[. J-=. B[ e [1, + oo,

\.68 Utilizando a representagdc gréfica dos intervalos sobre a reta real, determinar

AMB e AUB sndo A-1[03] e B-=1[1 4]

Solugdo

A —ﬂ_mwmmwmwﬂﬂ.__q__.o J

B ——'—F—JHHHHHHHHHHHHMHH%HHHH:——-

ANB —+——-+—¢1|-H+H+HHH+H+H+I-H+H+HHH+:——+—->
0 4

A B IR -
entio AN B=[1,3 e AUB-|o 4]

A.69 Descrever os seguintes conjuntos:

a [0, 2] N |1, 3]

b) [0, 2] N J1, 3]

o -1 50N Jo. 5l
d) J-e0, 2] 0 [0, + oo
el [1. + w[ O [_; 2]

f) {1, 2] N o, 3] N [-1, 4]

\.70 Determinar os seguintes canjuntos:
a [-1, 3] U [0, 4]
5 1-2, 1] U Jo, 5]
¢ [-1, 3]V [3, 5]
1

@[3 o[V }-3. - 7]

.71 Sendo A = [0, 5[ e B = ]1, 3[, determinar CE\



VL. CONJUNTO DOS NUMEROS COMPLEXOS

, n
84. Em IR. a radiciagdo é uma operacdo, isto &, v'a € Ry qualquer que

3 4 A7
seja o real @ n3o negativo. Assim, por exemplo, V2, V5, V8, s 2 e

\/6 7 sdo ndmeros reais.

n
Desde que o findice da raiz seja impar, os radicais da forma V -a,
onde a € R,, também representam nameros reais. E o caso, por exemplo, de

5 7
V=1, V=32 e V-3
Se o radicando € negativo e o indice da raiz é par, entretanto, o radical
\/n -a ndo representa elementa de IR. Por exemplo, + -1 ndo éreal, pois:

V-1l = x==-1=

2
. - ~ 2
e isto & impossivel pois se -x € R, entdio x° = 0.

85. Resolveremos definitivamente o problema de dar significado ao simbolo

Vn a, para todo namero a, introduzindo no volume F desta colecdio o con-
junto € dos nimeros complexos do gqual IR & um subconjunto.

VIl. RESUMO

86. Os conjuntos numéricas pedem ser representados esquematicamente pela
figura abaixo:

Observemos que N CZ CQ CR C C,
Notemos também que:

Z - N = conjunto dos ndmeras inteiros negativos
Q - Z = conjunto dos nimeros racionais nfio inteiros,
R-Q =

conjunto dos nlmeros reais irracionais.

Finalmente lembremos das principais operag¢des definidas em cada conjunto:
N: adicdo e multiplicacdo

Z. adigdo, multiplicagdo e subtragio

Q: adigdo, multiplicacéo, subtragdo e divisio

: adigdo, multiplicagio, subtracio, divisio e radiciagdo {para reais ndo ne-
gativos)

Vill. PRINCIPIO DA INDUCAO FINITA

87. A indugdo vulgar (generalizagdo de propriedade apés verificagdo de que a
propriedade é vilida em alguns casos particulares) pode conduzir a sérios enganos
na Matematica. Vejamos dois exemplos:

n
19} Consideremos a relacio y = 2% + 1  definida para n € N.

Temos;
n=0=—y=-2"+1=2"4+1-3
n=l==y=2"+1-22+1-5
n=2==y=2"4+1:-2"4+1=-17

n=3=y=2"+1-24+1-257

n:4=y=224+1=216+1=65537

Os nameros ¥ encontrades sio ndmeros primos, Fermat (1601-1665) acre-
ditou que a férmula acima daria nimeros primos qualquer que fosse o valor
inteiro positive atribuido a n. Esta inducao é falsa pois Euler (1707-1783)
Tostrou que para n = 5 resulta y = 2% + 1 =22 4+ | = 4294967297 =
= 641 X 6700417, isto é, resulta um namero divisivel por 641 e que, portanto,
130 é primo.
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7 29) Dada a relacﬁé y = —%3 + %rf - %’l... 3, definida para todo
n € N*, temos:

n=1=y=_1_63+3-212_731+3=-1+9;14+18=2

n=2=y__2§ ?L222_73_2+3=—8+36-628+18:3

n=3=y__%3+3-_23’_7_‘;3_+3=-27+816-42+18=5

h= Ay = _5g+g;_4’_7:;_4+ 2. —64+1446-56+18 -

Poderiamos tirar a conclusdo precipitada: 'y é nimero primo, ¥ n € N*",
Esta inducdo também ¢ falsa pois:
3 3.5 7. -125+225-70 +
n=5=y=_§_+u_7 5,571 0+18 _

6 2 3 B 6 8

88. E necessirio, portanto, dispor de um método com base ldgica que permita

decidir sobre a validade ou ndo de uma indugdo vulgar.
Consideremos, por exemplo, a igualdade:
1+3+5+,..+{2n-1)=n? (n € N*)

que expressa a propriedade: “a soma dos n primeiros nimeros impares positivos
é ni”

Vamos verificar se ela é verdadeira:

n=1==1=1 (V)

n=2==1+3=4=22 (V)

h=3==1+3+5=9=23 (V)

n

10 =1+3+5+..+19 =100 =10 (V)
Mesmo que continuemos o trabalho fazendo a verificagdo até n = 1000000

ndo estara provado que a féormula vale para todo n natural, pois poderad existir
um n > 1000000 em queaformula falha.
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89.

Para provarmos que a relacio é vélida para todo n € N*

principio da inducdo finita {(P.I.F.} cujo enunciado segue:

Uma proposicac Pin), aplicével aos numeros naturais

para todo n €N, n 2 ny, quando:

90.

19} P(ny) ¢€ verdadeira, isto 8, a propriedade é vilida para

empregamos o

é verdadeira

n = ng,

20} Se k€ N,k >n, e P(k) éverdadeira, entio Pfk + 1)também
€ verdadeira.

Provemos, por exemplo, que:

1+3+56+...+{2n-1) =n?

19} Verifiguemos que P(1) é verdadeira

n=1=1=12

{n € N¥)

20) Admitamos que Plk), com k € N*, seja verdadeira:

1 +3+5+...+ {2k-1) = k? : (hipitese da indugdo)

e provemos que decorre a validade de P{k + 1), isto é:

1T+3+56+.. . +(2k-1) % [2k + 1)-1] = (k+1)?

Temos: Y
1+3+5+, .. +(2k-1+(2k+1)=k*+{2k+1} = kK* +2k+1 =
— — R '

h i

EXERCICIOS

A.72

A73

A.74

AT5

A.76

Demonstrar usando o principionda indugdo finita.

1+2+3+___+n=ﬂ“2+_”‘ n € N*
2+56+8+...+..+ {2+ 3n) n(4+3n),Vn€N
20 + 21 3+ 22 + | ¥ n € Nt
12+22+32I+...+n2=n(n+1)6(2n+1),‘\7‘n€N‘
13+23+33¥...+n3=[ﬂ—+—”]2, ¥ n€& N

2

(k+1)?
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A77 813 - 1), ¥ n €N
“Solugdc
10} P(1}) & verdadeira pois 8 | (3% - 1)
20}  Admitamos que Plk), k € N*, seja verdadeira

81 (3% - 1) (hipotese da indugdo)
e provemos que 8 | (32(k+” - 1)
AT gl gk+2 g gtk g2y g%Kigiq) Ly —g.3
entdo
8183k I LI
8131

CA78 Binln+ 1 in+ 2),¥n €N
A79 2lin?2+n), ¥n €N
ABO 3|(nd+ 2n), ¥ n € N

1 1 1
A.B1 (1+‘!)(1 +-é-)(1 +-Z)-.A. 1 +T)

n+ i,

VHEN*

1 1 1 1 n
1 . _n_ € N+
A.821_2+2_3+3.4+..4+n(n+” n+1,’v‘n N

AB3 1.2+ 23+ 3.4+ ... +nln+ 1) =

3

ABE 2n = n+ 1, ¥ n & N
Solugao
19} P{1) é verdadeira pois 2+1 2= 1 + 1
20)  Admitamos que Pi{k}, k € N*, seja verdadeira:

2k = k + 1
€k + 1) 2 (k + 1) +1

(hip&tese da indugdo)
e provemos que
Temos:

2k + 1) =2k + 22 (k+ 1) +2 > {k+1)+1

A85 2" > ¥ nEN

a

3 +n3>“T,vn€N*.

Age 12+ 22+ 3%+ .

A87 N +a" 21 +na ¥ nERN.VYaER, az -1
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2k

+ (3

nin + 1 (n +2) ¥, € N

2k

-1)

A.88

A.89

A0

O ndamero de diagonais de um poligono convexode n lados é d, = ﬂn_?——_S) )
Solugdo
19)  P{3}) é verdadeira pois:
3 -
n-3 ds - (3-3) _ 0
2
e isto € verdade porque um tridngulo ndo tem diagonais.
29)  Supondo vilida a formula para um poligono de k lados (k = 3):
kik -3 . . ~
dg = { 5 ) (hip6tese da indugdo)

provemos que ela vale para um poligono de k + 1 lados:

ke Mk + ) -3] k+ )k -2)

dic + 1 5 5

Quando passamos de um polfgono com k vértices para um de
centando mais um vértice, ocorre o seguinte:

k + 1 vértices, acres-

(i) todas as diagonais do primeiro polfgono continuam sendo diagonais do segundo;
(i) um lado do primeiro se transforma em diagonal do segunde;

{iii} no segundo hd k-2 novas diagonais (as que partem do novo vértice).
Vejamos, por exemplo, a passagem de um quadrilatero para um pentagono

D E  (novo vértice)

AC e BD sdo diagonais —> AC e BD continuam diagonais
AD ¢ lado —— AD se transforma em diagonal

EB e EC sdo diagonais
Entado:

K2-3k+2k -2 _ (k+ 1) (k-2)

di4+p = d + 1 + (k=2) = 5 2

kik = 3)
ka3 -t =
2 tk

A soma das medidas dos dngulos internos de um poligonc convexo de n lados é
Sp = (n-2)+180°.

Se A @& um conjunto finito com n elementos, entdo L@/J(A), conjunto das partes
de A, tem 2" elementos.
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Desvendado mistério da continuidade

Julius Wilhelm Richar Dedekind foi um dos quatro filhos de uma familia luterana de
Braunschweig, Alemanha. Entrou em Gottingen aos dezenove anos e aos vinte e dois obteve seu
doutoramento com uma tese sobre Calculo, elogiada até por Gauss. Foi aluno de Dirichlet e
dedicou-se ao ensino secunddrio em Brunswick até os Gltimos anos de sua vida.

Preocupado com a natureza das fungOes e dos nimeros, concentrou-se no problema
dos nameros irracionais desde 1858 quando dava aulas de Calculo, publicando seu livro mais
célebre, “A Continuidade e os Nomeros lrracionais’.

Uma de suas grandes davidas era sobre o que hd na reta geométrica continua que a
distingue dos ndmeros racionais, pois, Galiteu e Leibniz haviam concluido que entre dois
pontos quaisquer sempre existe um terceiro e, assim, os numeros racionais formam um
conjunto denso mas ndo continuo.

Relendo, Dedekind observou que a esséncia da continuidade da reta ndo estd ligada &
densidade mas a natureza da divisdo da reta em duas partes, que chamou classes, através de um
(nico ponto sobre a reta. A essa divisdo da reta chamou "‘schnitt” ou “corte’, que passaria a ser
o apoio da Andlise, pois com essa observacdo “o segredo da continuidade seria revelado’’.

Dedekind viu também que os pontos de uma reta podem ser postos em correspondéncia
biunivoca com os niUmeros reais, 0 que ‘conseguiu ampliando § conjunto dos racionais. Esta
coneclusdo & conhecida por ndés como Axioma de Cantor-Dedekind.

Mais uma de suas observagoes foi sobre o
teorema fundamentat dos limites, achando gue
para obter-se uma demonstragdo rigorosa deste

conceito era necessario desenvolvé-lo somente atra-
vés da Aritmética, sem interferéncia de métodos
geométricos embora estes tenham sido responsa-
veis por Seus brilhantes resultados.

Em 1879 foi o primeiro a dar uma definigao
explicita de corpo numérico como sendo uma co-
lecdo de nUmeros gue formam um grupo abeliano
{comutativo) em relagdo a adigdo e multiplicagdo,
no qual a multiplicacdo é distributiva em relagdo a
adigdo. Este conceito, que foi fundamental para o
desenvolvimento da Algebra, tarmbém é responsavel
pelo teorema dos inteiros algébricos, bem como
introduziu na Aritmética o conceito de “ideal”.

Dedekind viveu tantos anos depois de sua
célebre introducdo dos ‘“‘cortes” que a famosa
editora Tebner deu como data de sua morte, 4 de
setembro de 1898. Isto divertiu Dedekind gue
i viveu mais doze anos e escreveu ao editor gue
Julius W. R. Dedekind passara a data em questdo em conversa estimulan-

{1831 — 1916) te"tom seu amigo Georg Cantor.

CAPITULO IV

RELACOES

I. PAR ORDENADO

91. Chama-se par todo conjunto formado por dois elementos. Assim {1, 2},
{3, -1}, {a, b} indicam pares. Lembrando do conceito de igualdade de con-
juntos, observamos que inverter a ordem dos elementos nio produz um navo par:

1,2} ={2,1}, {3,-1} = {-1, 3}, {a b} = {b, a}.
Em Matematica existem situacOes, onde ha necessidade de distinguir dois

pares pela ordem dos elementos. Por exemplo, no sistema de equagdes

3
1

X +y
X =Yy

It

x=2 e y=1 ésolugdoaopassoque x =1 e y =2 nao é solucio.
Se representassemos por um conjunto teriamos: {2, 1} seria solugio e {1, 2}
ndo seria solu¢do. H4 uma contradicio, pois sendo {2, 1} = {1, 2}, o mesmo con-
junto é e ndo é solucdo. Por causa disso dizemos que a solugdo é o par ordenado
{2, 1} onde fica subentendido que o primeiro elemento 2 refere-se a incagnita
X e o segundo elemento 1 refere-se a incognita vy.

92. Admitiremos a nocdo de par ordenado como conceito primitivo(*). Para ca-
da elemento a e cada elemento b, admitiremos a existéncia de um terceiro
elementc (a, b) que denominamos par ordenado de modo que se tenha

la,b) = {¢,d) «=a=¢ ¢ b=d

{*) Poderiamos definir par ordenado como Kuratowski fez:

{a,b) = {{a}, {a,b}}

mas isto ficaria fora do nivel deste curso.
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1l. SISTEMA CARTESIANO ORTOGONAL

93. Consideremos dois eixos X e y p

perpendiculares em 0, os quais deter- vA Py Yip

minam o planc a. 1 x
Dado um ponto P qualquer, ‘P € a.

conduzamos por ele duas retas:
xIx e yily
Denominemos P; a intersec¢do de

x com ¥y’ e P, aintersec¢do de y com

x’ 5 : > -
Nestas condigbes definimos: Puo x

a) abscissa de P é o nimero real xp representado por P;

b) erdenada de P é o nGmero real yp representado por P,

¢) coordenadas de P sdo os nGmeros reais xp e yp, geralmente indi-

cados na forma de um par ordenado (xp, ¥p) onde xp é o primeiro termo.
d) eixe das abscissas é o eixo x (ou Ox)
e) eixo das ordenadas é o eixo y (ou Oy)

f) sistema de eixos cartesiano ortogonal (ou ortonormal ou retangular)
é o sistema xOy

g) origem do sistema é o ponto O

h) plano cartesiano é o plano «a

94, Exemplo
Vamos localizar os pontos
b4 c
A{2, 0), B(0, -3), C(2, 5), D(-3, 4) 5 T
5 9 '
E(-7, - F - G(—-, = T
(7, -3, F4, -5), Gl ) e :

5 9 :
oo 2! 3’ 3 "
no plano cartesiano lembrando que, no B
par ordenado, o primeiro nimero repre- e £
senta a abscissa e o segundo a ordenada -
do ponto.
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95, Teorema

Entre o conjunto dos pontos P do plano cartesiano e o conjunto dos
pares ordenados {xp, yp) de nimeros reais existe uma correspondéncia biunivo-
ca.

Demonstracao

7@ Parte

As definicOes dadas anteriormente indicam que a todo ponto P, P € q,
corresponde um Unico par de pontos (Py, P;) sobre os eixos x e y res
pectivamente e, portanto, um dnico par ordenado de nimeros reais (xp, yp)
taisque Xxp e yp 530 representados por Py e P,, respectivamente.

Esquema: P —> (P, Py} - (x5, vp)

22 Parte

Dado o par ordenado de nimeros reais (xp, yp), existem PLEXx @
P, €y taisque P; representa x, e P, representa y,, conforme vimos
no item 77.
Se construirmos x’fx por P, e y'/y por P;, essas retas vo concorrer
em P. Assim, a todo par (xP, yP) corresponde um dnico ponto P, P € o.

Esquema: (Xp, vpl —> (Py, Py} — P
EXERCICIOS

A91 Dar as coordenadas de cada ponto do plano cartesiano abaixo.

A.82 Assinalar no plano cartesiano os pontos: A(2, -3), B(O, -4), C(-4, -5}, D{-1, 0),

15
£(0, 5), FI5, 41, G(3, 0), H(-3, 2), 1=, 3.
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I1l. PRODUTO CARTESIANO

96. Definigio

Sejam A e B dois conjuntos njo vazios. Denominamaos produto cartesiano
de A por B o conjunto A X B cujos elementos sio todos pares ordenados
{x,y) onde o primeiro elemento pertence a A e o segundo elemento pertence a B.

AXB={lx,y)Ix €A e ye€EB}
osimbolo A X B |é&se “A cartesianc B’ ou “produto cartesiano de A por B”,

Se A ou B for o conjunto vazio, definimos o produto cartesiano de A
por B coma sendo o conjunto vazio.

AX QD=0 DXB=@ FX@=0

97. Exemplos

19) Se A ={1,23} e B={1,2] temos
AXB={01L1,0,2,1(2 1,12 2,3 1,3 2}
e
B X A={(1,1), (1,2, (1,3), (2. 1), (2,2), (2, 3)}

e as representagGes no plano cartesiano sdo as seguintes:

v AXB v A BXA
11,3 4
3 ,-.___.?S__?).-’_(g’3)
| i
22422 452 N W12 d2,2)
AN .
(1 0 ! H :
NI AR CATRCRT NI IR
] ! . l
P L
T T t -5 i T -
1 3 1 2

29) Se A =1{2,3} entipo conjunto A X A [que também pode ser
indicado por A? e Ié-se “A dois”) é

AXA={(22),(23), (3,2, 3,3}
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30) Se A={xER|1<x<3} 4y
e B ={2} entdotemos AXB = {{x,2) | x € Ab.2{----- -—
A representacdo graficade A X B dd
como resultado o conjunto de pontos
do segmento paralelo ao eixc dos x da
figura ao lado.

¥

_
[

40) Se A={x ER|1<x<3 e B={xERI|1<x<D5} te
mos AX B={(xy) ER*|1<x<3 e 1<ys< 5} representado gra-
ficamente no plano cartesiano pelo conjunto de pontos de um retangulo. Note-
mosque B X A ={x,y) ER*|1<x<5¢e 1<y<3} érepresenta
do por um retangulo distinto do anterior.

vk AXB vA BXA
N

x ¥

_‘~‘kk‘k._
w

98. Observagoes

1) Se A“¢ B entio A X B # B X A, isto é o produto cartesiano
de dois conjuntos ndo goza da propriedade comutativa.

2) Se AeB sdoconjuntos finitoscom m e n elementos respectivamente,
entio A X B éum conjunto finito com m - n elementos,

3)Se AouB forinfinito e nenhum deles for vazio entdio A X B éum
conjunto infinito.
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EXERCICIOS

A93

A9q

A95

A96

A97

A98

A.99

64-A

VDados 0s conjuntos

A ={1,34} B -{-2,1} c=1{-1,02}
representar pelos elementos e pelo grafico cartesiano os seguintes produtos:
al A x B b) B X A ct A X C
d)C x A e) B2 f) ¢*

Dadoes os conjuntos

A-{xER|1< x< 3}
B-I{xERI|-2< x < 2}
Cr{x€R|—4<x<1}

representar graficamente os seguintes produtos:

a) A x B b) A X C c) B X C

d) C x B e) A2 f) C2

Dados 0s conjuntos A = {1,2,3,4} e B = {x CRITE x € 4} representar
graficamente os conjuntos:

a) A X B

by B X A

c) {A X By U (B X A)

Sejam os conjuntos A, BeC taisque A C B C C. Estabelecer as relacdes de in-
clusdo entre os conjuntos A X A/A X B, A XC B XA B XB B XC,C XA,
C XB e C XC

Sabendo que {(1,2), 4,2} C A? & nia?) = 9,
tos o conjunto A2,

represente  pelos elemen-

Solugio

, 2 . ,
O namero de elementos de A” ¢ igual ao quadrado do nimero de elementos de A, por-
tanto

n(A?) = [n(AI = [n(AI]? = 9 = n(A) = 3.
Se A éum conjunto de 3 elementos, (1,2) € A% e (4,2) € Az, concluimos que
A ={1,2a}
Assim sendo,
AsCA - {11,1), 0,2, (1, 4,12, 1), 2,2), (2, 4), (4, 1),(4,2), (4, 4)}

Se {(1,—2), {3, 0)} C A e n(A?) =« 16 entdo represente A? pelos seus elermen-
tos.

Considerando A C B, {(0,5), (-1,2), (2,-1)} C A X B e nlA X B) = 12,re
presente A X B pelos seus elementos.

IV. RELAGAO BINARIA

99, Consideremos os conjuntos A = {2, 3, 4}
e B ={2 3, 4, 5, 6}. O produto cartesiano 6
de A por B ¢é oconjunto : ! :

AXB={x,y)IxEA e y € B} R R T

formadopor 3 -5 = 15 elementos represen-
tados na figura ao lado. Se agora considerarmos ‘ !

o conjunto de pares ordenados (x, y} de | __@__
A X B tais que x|y (lé-se: x é divisor de ;

y). teremos

R=1{xy) €AXBIlxlyl] =

={(2, 2, (2, 4), (2, 6), (3, 3), (3, 6), (4, 4)}
que é chamado relacdo entre os elementos |

S Y S

F-Y
.

+

I

I

|

I

|

1

‘

|

i

1
L

|

i

de AedeB ou, maissimplesmente, uma refa- 2 3 4
¢do binaria de Aem B.

O conjunto R estd contidoem A X B
e é formado por pares (x, y) em que o ele-
mento x de A é “associado’’ ao elemento y de
B mediante um certo critério de ‘“relaciona-
mento’ ou “‘correspondéncia’’.

Sera bastante (til a representacao da rela-
cdo por meio de flechas, come na figura ac lado.

100. Definicao

Dados dois conjuntos A e B, chama-se reflacdo bindria de A em B
subconjunto R de A X B.

R é relagdo binariade AemB < R C A X B.

todo

Se, eventualmente, os conjuntos A e B forem iguais, todo subconjunto de

A X A échamado relacdo bindria em A.

R é relagdo binarisem A = R C A X A
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Utilizaremos as seguintes nomenclaturas j& consagradas

A
B

conjunto de partida da relagio R
conjunto de chegada ou contra-dominio da relacao R.

Quando o par (x, y) pertence a relagio R, escrevemos x Ry {lé-se: "
erre y'’}

(x,y) €E R <= xRy

e se o par (x, y} ndo pertence a relacio R escrevemos x/Ff y (l&-se: “x ndo
erre y'’)

O, y) R = xHy

101. Exemplos

19)Se A =1{1,2,3 4,5 ¢ B =1{1,2 3,4+ quaissio os elementos da
relacio R = {(x,y) | x < y} de AemB?

Os elementos de R sdo todos os pares ordenados de A X B nos quais o
primeiro elemento ¢ menor que o segundo, isto €, sdo os pares formados pela

“associagdo de cada elemento x € A com cada elemento de y € B tal que
x < y".

Temos entdo

R ={(1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2, 4), (3,4)}

20)Se A =1{1,234,5} e B =1{1,2234,56}, quaissio os elemen-
tos da relacdo bindria R de Aem B assimdefinida: xRy e= y = x + 2?7

~ Fazem parte da relagdo todos os pares ordenados (x, y) tais que x € A,
yEB e y=x+2.

Utilizando as representacdes graficas
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Ay

q ___,:_,@_,_4___4___?“

o ‘
' &

: |
JSNCNR . S
[ ' ! X :
] t | H
2t
L S SR S -
1 t 1 ' '
. | i | i
: : : . : - A B
1 2 3 4 5  x

30) Se A =1{-1,0, 1, 2} quais sdo os elementos da relagdo
R = {{x,y) € A? | x? = y?}?

Fazendo a representacdo grafica notamos que

R ={(0,0), (1,1), (1,-1), (<1,-1), (-1, 1), {2, 2}

______.,____
D
Nz

A B

1
i
]
)
M
i
]
1
)
'
)

40)Se A={x ERI1T<x<3 e B={yERI1<y=<2} pe
de-se a representacdo cartesianade AX B e R ={{x,y) €EAXBly = x}

kv A
AXB

}
o |
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EXERCICIOS 103. Exemplos

A.100 Pede-se: 1°)Se A=1{0,2 34} ¢ B=1{1,2 3, 4,5 6} qual é odominio

1) enumerar pares ordenados e a imagem da relagio R = {(x, y) € AX B | y é muiltiplo de x]?

11} representar por meio de flechas

IH) fazer o gréfico cartesiano Utilizando o esquema das flechas é
das ralagdes bindrias de A = {-2, -1, 0, 1, 2} em B = {-3, -2, 1,1, 2, 3,4} de facil perceber que D é o conjunto dos
finidas por: elementos de A dos quais partem flechas
a) x Ry < x+y-=2 b} x Sy &= xZ=y e que Im é o conjunto dos elementos de
o x Ty == Ixl :-2|vl d) x Vy €= x+y>2 B aos quais chegam flechas, portanto:
oWy byt R = {(2, 2, (2, 4) (2. 6), (3, 3), (3, 6), (4, 4)}
A.101 Dado o conjunto A = {1, 2,3, 4,5, 6}. Enumerar os pares ordenados e construir D = {2, 3, 4} Im = {2, 3, 4, 6}
o gréfico cartesiano da relagdo R em A dada por:
R = {lx. y) €A2 | mdc Ix, y} = 2} 29)Se A={xERI1<x<3} e B={y€ERI1<y<4}, qual

: i ; ¢ o dominio e a imagem da relagio R = {(x, Y EAX B ly= 2x}?
A.102 Seja o conjunte A = ‘[1. 2,3, 4,5, 6}. Construir o gréfico cartesiano da relacdo

R em A definida por: Utilizando a representagdo cartesiana

x Ry == x ey sdo primos entre si.
temos D={xER|1<x<2} e Im={yERI2<y<4}
A.103 Dado o conjunto A = {m €Ezl7<m< 7}. Construir o grafico cartesiano da

relacio bindria R em A definida por: 431y _ _AXB s 71
x Ry <== x2+ y2 _ 25 3 Im{a /
2 é-' ;
_ 11._. _ 14.-- +—)
V. DOMINIO E IMAGEM | B
e e L 1 3 X ! 15_4? 3 X
102. Definigdo .__A_,
. - EXERCICIOS
~ Seja R uma relacdo de A em B.
Chama-se dominio_de R o conjunto D de todos os primeiros elementos A.104 Estabelecer o dominio e a imagem das s{eguintes relagdes: ,
dos pares ordenados pertencente a R, al {(1, 1), (1, 3), (2, &} b) 1(-2, 4), (-1, 1), {3, -7), (2, 1}
o {2, 1, (1,31, (5,v/21} a) {11 +v2,V2), 1 -3 1}
< o {83, 112 0 S 0)
XED & Iy, yEB | (x, y) ER 2

A.105 Estabelecer o dominio e a imagem das relagSes bindrias do exercicio A.100.

Chama-se /magem de R o conjunto Im de todos os sequndos elementos dos

A.106 Sejam os conjuntos A = {-2, -1,0,1,2,3, 4,6}, B=1{-2-1,0,12} e Ra
pares ordenados pertencentes a R.

relagdc bindria de A em B definida por

x Ry &= x = y2

yEim <= 3x, xEAIllx, y)ER Pede-se:

a) enumerar os pares ordenados de R

b} enumerar os elementos do dominio e da imagem de R
Decorre da definicdio que D C A, e Im C B. ¢} fazer o gréfico cartesiano de R
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A.107 Se R é a relacdo binariade A= {xEIR | 1 < x <6} em B - YERI 1 <y<yg
definida por '

' xRy &= x =2y

Pede-se:

a) a representacdo cartesiana de A X B

b) a representacio cartesiana de R

c) o dominio e a imagem de R

A.108 Se R e S sdo as relagSes bindrias de A = {x cz | 2<x < 5} em
B=1{yE€z | -2<y <3} definidas por:

x Ry <= 2 divide {x - y}

XSy = (x-1)2 = [y - 2)2, A B B A
Pedem-se: )

al as representagdes cartesianas de R e de S temos R = {(2: 3), (2. 5), (2, 7), 3, 5), (3, 7), (4, 5), (4, 7), (6, 7}
b} o Cr"(\)mllmo e a imagem de R e de S e R ={(3 2), 18 2), (7, 2), {5, 3), {7, 3), {5, 4], (7, 4), (7, B)}
cl R S.

2% S A={xERIi1<x<4} e B={yERI2<y<8} re
presentar no plano cartesiano as relacdes R : {(x, Yy EAX B |y - 2x} e
sua inversa R7'.

VI. RELAC/_\O INVERSA Av Ay
8 1.t R

104. Definicdo rR!

Dada uma relagdo bindria R de A em B, consideremos o conjunto MRCEEEE -

R = {ly, €B X Al {x, y) € R} 2 |

Como R™' & subconjunto de B X A, entdo R™' & uma relacio bindria de : : 1 q----

B em A a qual daremos o nome de relacdo inversa de R. . ! — 4 -
1 4 x 2 8 X
ly, x) ER? = (x, y}) ER
Vil. PROPRIEDADES
Decorre dessa definiciao que R™ é o conjunto dos pares ordenados obtidos S30 evidentes as sequintes propriedades

a partir dos pares ordenados de R invertendo-se a ordem dos termos em cada par. 17) D(R™Y) = Im(R)

isto é, 0 dominio de R~ & iguat 4 imagem de R.

105. Exemplos 2% Im(R!) = D(R)
: isto é, a imagem de R™' & igual ao dominio de R.
19) Se A=1{2,3 4,6} e B= {13, 5, 7} quaissio os elementos de
R=1{x, yy EAXBI|x<y} ede R : O3 RYHT-R

. , o -1 ~
- egar R.
Utilizando o esquema das flechas isto &, a relacdo inversa de R a relacdo
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EXERCICIOS

A.109

A0

A 111
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Enumerar os elementos de R-!, relacdo inversa de R, nos seguintes casos:
a) R=1{(1,2),13 1), 3}

b) R = {{1,-1), (2. -1}, (3, -1, (-2, 1}}

¢ R={1-3 -2, (1,3, (-2, -3), 3, 1}

Enumerar os elementos e esbocar os graficos de R e R-1, .relagdes bindrias em
A= {x € N | x <10}, nos seguintes casos: .

a) R={tx, y)EA2 | x+y =8}

bl R= {ix, y) EA2 | x + 2y = 10}

c) Rz{(x,y)EA2|y=(x—3)2+‘l}
d R={lx y)EA2|y=2x}

Dados os conjuntas A= (xEIR | 1<x<6}, B={y ER |12y <10} easseguin-
tes relagdes bindrias:

a) R=1{lx, vy EAXB | x=y}

bl S= {ix, y EAXB|y=2x}

d T={ix,yyEAXBIly=x212}

dve{lx VEAXBIx+y=7}

[

pede-se o grafico cartesiano dessas relagdes e das respectivas relagGes inversas.

I. CONCEITO DE FUNGAO

106. Vamos considerar, por exemplo, os conjuntos

CAPITULO V

FUNCOES

A=1{0,1,223 e B=1{1,0 1,2 3}

e as seguintes relagOes bindrias de A em B:
R={lx, y EAXBIly=x+1}

= {lx, yy EAXB Iy =x*
{lx, y EAXB = x}

S
T
Vv
W= {{x,y)y €EAXB = 2}

Analisando cada uma das relagSes temos.

a) R={{0, 1, (1, 2), (2,3)}

Para cada elemento x € A, com
excecdo do 3, existe um s6 elemento
y € B tal que (x, y) € R.

Para o elemento 3 € A, nao exis-
te y € B tal que (3, y) € R.

b) S = {(0, 0), (1, 1), (1, 71},
(2, 2), (3, 3)}

Para cada elemento x € A, com
excecdo do 1, existe um sé elemento

y €EB tal que {x, y) €S. Para o ele-

mento 1 € A existem dois elementos de
B,o1eo-1taisque (1, 1) €S e
{1, -1) € S.

Iy
{x, Y EAXBly=I(x-1%-1}
Ly
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¢ T=1{00,60,1,(2 2,13 3)}

" Para todo elemento x € A, sem
excegdo, existe um s elemento y € B
tal que {x, y} € T.

dy v ={(0,0), (1,-1), (2,0), (3,3)}

Para todo elemento x € A, sem
exce¢do, existe um sd elemento y € B
tal que (x, y) € V.

el W=1{(0,2),(1,2),(22),(3,2)}

Para todo elemento x € A, sem \
Lo X ; [y
exce¢do, existe um so elemento y € B ’
tal que (x, y} € W.
A B

As relagdes T, V, W, que apresentam a particularidade: “‘para todo x € A
existe um s6 y € B tal que {x, y) pertence a relagio”, recebem o nome de
aplicagdo de A em B ou fungdo definida em A com imagens em B.

1l. DEFINICAC

107. Dados dois conjuntos A e B'*!, nio vazios, uma relacio f de A em B
recebe o nome de aplicacdo de A em B ou fungéo definida em A com imagens
em B se, e somente sg, para todo x € A existe um s0 y € B tal que (x,y) €f.

f & aplicagio de A em B «== (¥x €A, FlyEB | (x,y) €T

108. Vejamos agora com o auxilio do esquema das flechas, que condicOes deve
satisfazer uma relagdo f de A em B para ser aplicacdo (ou func3o).

19) ¢ necessério gue todo elemernto x € A participe de pelo menos um par
(x, y} € f, isto é todo elemento de A deve servir como ponto de partida de fle-

29) é necessirio que cada elemento x € A participe de apenas um (nico par
{x,_y) € f isto & cada elemento de A deve servir como ponto de partida de uma
unica flecha.

Uma relacdo f, ndo é aplicacio (ou funcdo) se ndo satisfazer uma das con-

dicOes acima isto 8,
1) se existir um_elemento de A @““‘.B
A

do qual ndo parta flecha alguma ou

{*) Em todo o nosso estudo de fungdes, fica estabelecido que A e B sdo conjuntos forma-
dos de nimeros reais, isto é, A ¢ B contidos em R,
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do
ente de A %‘::‘
ual partam u is f ) A B

29) se existic um elemento de A
f ndo é fungdo.

109. Podemos verificar através da representacdo cartesiana da relagdo f de A em

B se f é ou ndo funcdo: basta verificarmos se a reta paralela ao eixc y condu-
zida pelo ponto (x, 0), onde x € A, encontra sempre o gréfico de f em um s6
ponto.

110. Exemplos

19) A relagio f de A em IR, com
A=-{x€RI-1<x< 3}

representada ao lado € fungdo, pois toda
reta vertical conduzida pelos pontos de
abscissa x € A encontra sempre o gréd-
fico de f num s6 ponto.

x ¥

2% A relacio f de Aem IR repre-
sentada ac lado, onde

A={x€ERI-2<x<2}
ndo é fungdo, pois hd retas verticais que

encontram o gréfico de f em dois pon-
tos.

x ¥
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3% A relagdo f de A em R, re- i
presentada ao lado, onde

A={xERI0<x<4}
nido é funcdo de A em /R pois a reta
verticat conduzida pelo ponto (1, 0} ndo

encontra o grafico de f. Observemos que
f é funcdo de B em IR onde

B={x€ RI2<x< 4}

EXERCICIOS

A_.112 Estabelecer se cada um dos esquemas das relagdes abaixo define ou nio
de A= 1{-1,0.1,2} em B= {2 -1,0 1,2, 3}. Justificar.

R

uma fungéo
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A.114 Quais das relagdes de IR em IR cujos graficos aparecem abaixo, sdo fungdes? Justificar,

a) b) c}
Y Y V4
——
—
X X
X [y
Pl
o) ) f)
Y Y Y
i
i |
\ / A |
\ A J
‘ X X
\ J
X

IIl. NOTAGCAO DAS FUNGOES
111. Toda funcdo é uma relacdo bindria de A em B, portanto, toda fungdo é
um conjunto de pares ordenados.

Geralmente, existe uma sentenca aberta y = f(x) que expressa a lei me-
diante a qual, dado x € A, determina-se y € B tal que (x, y) € f, entdo
f={{x.y)l x€A yEBey=flx)}

Isto significa que, dados os conjuntos A e B, a fungdo f tem a lei de
correspondéncia y = f(x).

Para indicarmos uma funcdc f, definida em A com imagens em B se-
gundo a lei de correspondéncia y = f{x}, usaremos uma das seguintes notagdes

1A — B A-YB

x — f(x) ou x — f(x)
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112. Exemplos

19y f: A — B
X b— 2x

¢ uma func¢do que associa a cada x de A um y de B tal que y = 2x.

29) f:R — R
X —> x?

é uma funcdo que leva a cada x de IR um y de R tal que y = x°.

3% f:R, — R
X —> vV x

€ uma funcdo que faz corresponder a cada x € IR, um y € IR tal que y=V «x.

113. Se (a, b) € f, como ja dissemos anteriormente, o elemento b ¢é chama-
do imagem de a pela aplicacdo f ou valor de f no elemento a e indicamos:

fla) = b

que se lé “f de a é igual a b"'.

114. Exemplo

Seja a funcdo
f:R — R
x — 2x + 1 entdo
a) a imagem de O pela aplicacdo f é 1, isto é:
fl0) =2-0+1=1

b) a imagem de -2 pela aplicagdo f é -3, isto é:
f-2)=2-(-2)+1=-3 R R

¢) analogamente \ _ /
flg) =2+ 2 4122 ]

2

HV2) =2 V2 +1 / — \
f07) =2+ 07+1-24
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EXERCICIOS

A.115 Qual é a notagdo das seguintes funcdes de IR em IR?

a) f associa cada nimero real ao seu oposto

b) g associa cada namero real 2o seu ‘cubo

¢} hassocia cada namero real ac seu quadrado menos 1
d) k associa cada ndmero reai ao numero 2

A.116 Qual é a notagdo das seguintes fungdes?

a) f é fungdo de @ em @ que associa cada ndmero racional ao seu oposto adicionado
com 1.

b) g é a fungdo de Z em @ que associa cada namero inteiro & poténcia de base 2
desse namero.

c) h é a fungdo de IR* em IR que associa cada nimero real ao seu inverso.

_A.117 Seja t a fungdo de IR em IR definida por fix) = x2 - 3x + 4. Calcular:

al £2) b) fl-1) o f(—12-)

d) f(-%) : el V3 £t -V2)

A.118 Seja f a fungdo de Z em Z definida por f(x) = 3x - 2. Calcular:
al £(2) cl f{0)
bl -3} INTES

A.119 Seja f a fun¢do de IR em IR assim definida

1 se xEQ

f =
=} x+1 se x&Q
3
a)l £(3) b) f(->) e fV2)
d V4 el fV3-1) f) £0,75)
. o L Zx - 3 X
A.120 Seja a funcdo f de IR em IR definida por f(x) = 5 - Qual é o elemento do
o 3 .
do dominio gque tem - 2 como imagem?
Solugao
Queremos determinar o valor de x tal que fx) = —% :
basta, portanto, resolver a equacao 2x5— 3 = - %
Resolvendo a equagdo:
2x—5:3 :—% = 4{(2x - 3) =-3+*5 = Bx - 12 = -15 = x:—%

Resposta: o elemento é x = e
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A.121 Seja a fungdo f de IR - {1} em IR definida por f(x) =

3x + 2
" . Qual é o elemento

-1
" do dominio que tem imagem 27

A.122 Quais sdo os valores do domfnio da funcdo real definida por f{x) = x2 - 6x + 9 que
produzem imagem igual a 37

IV. DOMINIO E IMAGEM

115. Definigdo

Considerando que toda fungdo f de A em B ¢ uma relagdo bindria, entdo
f tem um dominio e uma imagem.

Chamamos de dominio o conjunto D dos elementos x € A para os quais
existe y € B tal que (x,y) € f. Como, pela definicdo de fungdo, todo elemento
de A tem essa propriedade, temos nas funcdes:

dominio = conjunto de partida
isto é,
D=A.
Chamamos de imagem o conjunto Im dos elementos y € B para os quais
existe x € A tal que (x, y) € f, portanto:
imagem é subconjunto do contradomfinio

isto é,
ImCB

dominio contra-dominio
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Notemos, que, feita a representacdo cartesiana da fungdo f, temos:

Dominio

(D) é o conjunto das abscissas dos pontos tais que as retas verticais condu-
zidas por esses pontos interceptam o grafico de f, isto é, é o conjunto formado
por todas as abscissas dos pontos do gréfico de f.

Imagemn

{Im) é o conjunto das ordenadas dos pontos tais que as retas horizontass
conduzidas por esses pontos interceptam o grafico de f, isto é, é o conjunto for-
mado por todas as ordenadas dos pontos do gréfico de f.

116. Exemplos

=Y

-2 0 1

D={xERI-2<x<1} D={x&€R | -2<x<3}

Im={yERIOLy <4} Im=1{yEIRI|-1<y=<4}
39) y 42 Ay
el
- L .
X -2 -1 T 2 x

D={x€ERIx#0} D
m={yeERI-2<y<0  Im
ou 1<y<2}

{xeRI-2<x<?2}
{112}

fl
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117. As funcdes que apresentam maior interesse na Matemadtica sdo as fungdes . EXERCICIOS

numeéricas, isto &, aquelas em que o dominio A e o contradominio B sdo subcon- A

juntos de R. As fungdes numéricas sio também chamadas funcbes reais de vari- -123 Estabelecer o dominio e a imagem das funcses
vel real.

abaixo:

Observemos que uma fungdo f fica completamente definida quando sac
dados o seu dominio D, o seu contradominio e a lei de carrespondencia y = f(x}.

Quando nos referirmos a funcdo f e dermos apenas a sentenga aberta
y = f{x) que a define, subentendemos que D é o conjunto dos nimeros reais x
cujas imagens pela aplicagdo f sdo numeros reais, isto é:

xED < f{x) € R.

118. Exemplos A.124 Nos graficos cartesianos das funcdes abaixo representadas, determinar o conjunto ima-
gem.

Tomemos algumas funcdes e determinemos o seu dominio.

af ki d) v
19) y = 2x
notando que 2x € IR para todo x € R, temos: 4
D = R. 1 X X
2% y = x?
notar)do que x> € IR para todo x € R, temos:
D = IR. b) v 0 -
1
3% v-= g ‘
1 . ~ X
notemos que ~ € IR se, e somente se, x éreal e diferente de zero; temos entao
D=IR"
x
4% y = VX
notemos que Vx€ER se, e somente se, X ¢ real e ndo negativo, entdo © Y f) Y -
D = R.. / \ x
5% y = ¥/ x .
notando gue WE IR para todo x € IR, temos: - N ] {
D=R. * f
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A.125 Considerando que os gréificos abaixo sdo graficos de funcdes, estabelecer o dominic ' 120. Exemplos
e a imagem.

a) T " , 19) Se A= {1,2,3} e B={-2-1,0 1,2} entdo as fungbes de A
‘ Y \ em B definidas por:
. 2
* x" -1
HE vy i a1 L 1‘(x):x—1eg(x)=xJr1
sdo iguais, pois
- X 1-1
= f =1-1= 1} = =
- x =1 == f(1) 0 e gl = 377 =0
x=2—= f{2) =2-1=1 e g{2) = 77 =1
/ \ _ _ - _9-1
- y | x—32=f(3)—3~‘1-Zeg(3)_3+1-2
\[11/ X ‘ o ; i
| [ 29) As funcbes f(x) =V x* e gi(x} = Ixl de Rem R sdo iguais, pois
( Vv x? = ixl, ¥xE R.
c) Y f) ¥ '
‘ 3% As fungdes f{x) = x e g(x) = IxI de R em R ndo sdo iguais, pois
1 s || ' x# Ixl para x <0,
f
,__ x L
x ; EXERCICIOS
l , .
. A}!? Sejam as fungdes f, g e h de IR em IR definidas por fix} = x3, gly) =y3 e
A.126 Dar o dominio das seguintes funcées reais: hiz} = z3. Quais delas sdo iguais entre si?
1 s
al fix) = 3x + 2 b) glx) = <t 3 AAL28 As fungdes: f de IR em IR definida por f(x) =V x2 e gde R em IR definida
c) hix} = :2 —_ 14 d) plx) = /% =1 por g(x) = x sdo iguais? Justificar.
1 A/
e) qix) = - ) orx) = Y2+ 2 ? A.129 As funcdes f e g cujas leis de correspondéncia sdo
x + 1 x =2 8
9) stx) =/ 2x - 1 e ! fix) x -1 X) = i odem ser iguais? Justifi
D e o U2 Vaxts / SRRVAFEE R RV guals? Justificar
 x -3 )
A130 As fungdes feg de A= {x ERI-1<x<0 ou x> 1} em R, definidas por:
V. FUNCOES IGUAIS x+ Vx+1 R -
C fix) = - . e glx} = Vﬁ sdo iguais? Justificar.
119. Definigdo A.131"As fungdes: ‘
. f:iR — R e aR-{1} —mR sio iguais? Justificar.
Duas fungdes, f de Aem B e g de C em D sio iguais se, e somente se, \ x — x+1 X x2-1

A=C, B=D e f(x) =gix) para todo x € A. x -1
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APENDICE SOBRE INEQUAGOES

Vamos ver aqui algumas técnicas Uteis para 0s proximos capitulos.

121. Definigdo

Sejam as fungSes f(x) e g(x) cujos dominios sio respectivamente D; C R

e D, C IR. Chamamos inequacdo na incognita X, a qualguer uma das sentencas
abertas, abaixo:

f(x) > gix)
fix) < gix)
t(x) = g{x}
fx) < gix)

Exemplos
$19 2x - 4> x 6 uma inequagio onde f(x) = 2x -4 e g(x) = x.
29 3x -5<2 éuma inequagdo onde f{x) = 3x -5 e glx) = 2,
(¢] 2 > 1 . - . 1
3V x2-32>2 ~ ¢ uma inequagdo onde f(x) =x2-3 e glx) = —.
X

i . . -
4% Vx-2< <3 ¢uma inequacdo onde f(x) =V x~2 e g{x) = _1..§
X—

122. Dominio de validade

Chamamos de dominio de validade da inequagdo f(x) < g{x) o conjunto
D = D, N D,;, onde D; é o dominio da fun¢gdo f e D, é o dominio da funcio
g. E evidente que para todo xo € D, estdo definidos f(xy) e g(xq), isto é:

X ED == (x&€D; e x €D;) == (flxg) €E R e glx,) € R.)
Nos exemplos anteriores, temos:
°99D=-=-RNR=R

) D-RNR=R

3% D=RN R*=R"
) D={xERIx22N{xER | x#3}-=
={xERIx>22¢e x+ 3}
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123. Solugdo

O niimero real xo & sofugdo da inequacdo f{x) > g(x) se, e somente
se, é verdadeira a sentenca f(xo) > gi{xe).

Exemplo

O namero real 3 é solucio da inequagdio 2x + 1 > x + 3, pois

2.3+1 > 3+3
£(3) gi3}

é uma sentenc¢a verdadeira.

124. Conjunto-solugdo

O conjunto S de todos os nimeros reais x tais que fix) > g(x) é uma
sentenca verdadeira, chamamos de conjunto-solugdo da inequagdo.

Exemplo

A inequagdo 2x + 1> x + 3 tem o conjunto-solugdo S = {x€ R | x> 2},
isto é, para qualquer xo € S a sentenga 2xo + 1 > xp + 3 ¢é verdadeira.

Se ndo existir o namero real x tal que a sentenca f{x) > g{x) seja
verdadeira, diremos que a inequagdo f(x) > g{x} ¢ impossivel e indicaremos o
conjunto solugdo por S = 1)

Exemplo

O conjunto-solucio da inequagio x + 1 > x+2 & S = @, pois nio
existe xo € R tal que a sentenga xo + 1 > Xxo + 2 seja verdadeira.

Resolver uma inequacdo, significa determinar o seu conjunto-solugdo. Se
Xp € R & solugdo da inequagdo f{x} > g{x}, entdo, xo ¢€ tal que fixe) € R
e glxg) € R, isto & xo € D (dominio de validade da inequacdo). Assim sendo,
temos )

X €S == x €D

ou seja, o conjunto-solugdo é sempre subconjunto do dominio de validade da
inequagdo.
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125, Inequagdes equivalentes

Duas inequagbes s8o equivalentes em D C /R se o conjunto-solugio da
primeira € igual ao conjunto-solu¢do da segunda.

Exemplos

1°9)3x+6>0 e x+ 2>0 sdo equivalentes em R, pois o conjunto-
solugdo deambas é S = {x &€ R | x > 2}.

2% x <1 e x* <1 ndo sio equivalentes em R, pois xo = ~2 & solu-
¢do da primeira mas ndo o é da segunda.

. 126. Principios

Na resolugdo de uma inequacdo procuramos sempre transformd-la em outra
equivalente e mais ‘“‘simples’’, em que o conjunto-solucio possa ser obtido com
maior facilidade. Surge, entdo, a pergunta: ““que transformacgdes podem ser feitas
em uma inequa¢do para obter-se uma inequacdo equivalente?’’. A resposta a esta
pergunta sdo os dois principios sequintes:

P-1) Sejam as func¢Bes f(x) e g{x) definidas em D, e D;, respectivamente. Se
a funcio h(x) é definida em D; N D,, as inequagdes

f{x) <gix} e f{x) + hix) < g{x) + hix)

sdo equivalentes em D; N D,.

Exemplo
Seja a inequacdo
3x -1 > 2x + 3 Q)
R \W—J
fix} gix}

adicionemos hix) = -2x + 1 aos dois membros:

Bx -1 + (-2x+ 1) > (2x +3) + (-2x + 1)
fagamos as simplificagcbes possiveis:

f{x) + hix} gl{x) + hix)

portanto, como @ ¢ equivalente a @ temos:
S={x€ R | x>4}

Na prdtica, aplicamos a propriedade P-1 com o seguinte enunciado:
“em uma inequacdo podemos transpor um termo de um membro para outro
trocando o sinal do termo considerado’’:

flx) + hix) < glx) =—= f(x} < glx} - hix}.
Assim, no exemplo anterior, teriamos:
X -1>2x+3 —= 3x-1-2x>3 =—= x>3+1 =—= x>4

P-2} Sejam as funcBes f{x) e g(x) definidas em D, e D, respectivamente. Se
a funcdo hi(x) é definida em D; N D, e tem sinal constante, entdo:

a) se h{x) > 0, as inequacBes f(x) < g{x} e

fx) - hi{x) < gix) « hix} sio equivalentes em D; N Dj.
b) se h{x) < 0, as inequagdes f(x) < g(x) e

f(x) - hi{x} > g({x} « hix) sdo equivalentes em D; M Dj.

Exemplos

19) % - % > % e 6x - 9> 4 sdo equivalentes em R, pois a segunda
inequagdo foi obtida a partir da primeira através de uma multiplicagdo por 12,

29) 252 + 3x > 1 e 2x* - 3x < -1 sdo equivalentes em R, pois a
segunda foi obtida da primeira através de uma multiplicacdo por -1 e inversdo
do sentido da desigualdade.

39 4;(—-?- >0 e 4x - 3> 0 sdo equivalentes em IR. Notemos que a

x* +
segunda foi obtida da primeira através da multiplicacdo por x*+1>0, ¥x€ER.
Na préatica, aplicamos a propriedade P-2 com o seguinte enunciado:
“em uma inequacdo podemos multiplicar os dois membros pela mesma expressio,
mantendo ou invertendo o sentido da desiguaidade, conforme essa expressdo seja

positiva ou negativa, respectivamente.”

EXERCICIOS

A.132 Resolver as inequagGes em (R:

a) 4x + 5 > 2x - 3
b) Bix +3) - 2{x + 1) <2x + 3
¢) 3Ux + 1) -226{x -1) - 3(2x - 1)
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A.133 Resolver em R, a inequacio

Solugao

A inequacdo proposta é equivalente 3 inequacdo que se obtém multiplicando pelo

m.m.c. {3, 2) = &:
2(x + 2) - 3{x - 1) == 6x.

Efetuando as operagdes, temos:

-x + 7 2 6x
ou ainda
-7x 2 -7.

Dividindo ambos os membros por -7 e lembrando que devemos inverter a desigual-

dade, temos
x 1
e, portanto,
s-&xeErRIx<1})

A.134 Resolver em IR, as inequacdes:

x -1 _ x -3
2

2x - 3 5 - 3x 1

b)—z'—*— 3 <3x-6-

ch (Bx + 1)(2x + 1) S (2x - 1) {3x + 2) - (4 - Bx)

dl Bx - 212 - (Bx - 12 > ix + 2)2 - (x - 1}2

e) 4{x -2) - (3x+2) >6x -6 -4(x - 1)

f) Blx +2) - 2(3x + 2} > 2(3x - 1) - 3{2x + 1)

a) 21

A.135 Resolver em IR, a inequagdo:

Ix —
x-3 %2
x -1
Solugio
. ~ . . 2x - 3
A inequacdo proposta é equivalente a 3
X —

-1

gue, reduzindo ao mesmo denominador, fica
x -1

Notemos que a fragdo

tivo, entdo o denominador x - 1 deverd ser positivo. Lembrando que o denomina-

dor ndao podera ser nulo
Xx-12>0 == x>1

e, portanto, .

S=xER | x>1}

A.136 Resolver em IR, as inequagdes:
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a)

3x - 2 4x - b
< -
1—)(\3 b) 2x -1

v
N

-2<0

-1 .
-3 devera ser ndo positiva; como o numerador -1 & nega-

-4 - 3x

3x + 2

Familia serve a ciéncia por 100 anos

Nenhuma famiflia na histéria da Matematica produziu tantos matematicos célebres
quanto a familia Bernoulli. Oriunda dos Paises Baixos espanhdis, esta famnilia emigrou em
1583 para Basiléia, na Suiga, fugindo da guerra. Cerca de uma di{zia de membros da familia
conseguiu renome na Matemdtica e na Fisica, sendo quatro deles eleitos como sOcios
estrangeiros da Academia das Ciéncias, da Franga.

Nicolaus
(1623-1708)

Jacques Nicolaus | Jean |
(1654-1705) {1662-1716) (16617—1 748)

Nicolaus I1i Daniel | Jean il

Nicolaus 11
(1687-1759) (1695-1726) (1700-1782) (EIO—1790)
I I ]
Jean 11 Daniel il Jacques il
(1746-1807} (1751-1834) {17569-1789)
Christoph
(1782-1863)

Jean Gustave
(1811-1863)

Os Bernoulli mateméticos: arvore genealdgica

Os primeiros Bernoulli que se destacaram em Matemdtica foram Jacques e Jean,
respectivamente quinto e décimo filhos de Nicolaus.

Jacques viajou muito para encontrar cientistas de outros paises. Destacou-se por
seus estudos sobre infinitésimos, seus artigos sobre maximos e minimos de fung¢des publicadas
na revista *Acta Eruditorum’’ (Anotagdes dos eruditos), suas pesquisas sobre séries infinitas
em que aparece o resultado célebre conhecido como “‘desigualdade de Bernoulli’’: (1 + x)n >1+
+ nx. A ele é também atribuida a demonstracéo de que a série harmbnica é divergente,

Jacques tinha uma verdadeira fascinagdo por curvas, tendo estudado vérias delas: a
pardbola semi-cObica, a lemniscata, a catendria, a isdcrona a espiral legaritmica, etc.

Jean Bernoulli segundo a vontade do seu pai deveria ser médico, porém indo estudar
em Paris, desgarrou para a Matematica, escrevendo em 1691-1692 dois livros de Célculo que
foram publicados muito mais tarde, Em 1692, passou a ensinar Célculo a um jovem rmarqués
de L'Hospital e, em troca de um saldrio regular, concordou em enviar ao nobre francés suas
descabertas matematicas, para serem usadas como o marqués o desejasse. A conseqiéncia foi
que uma das mais importantes descobertas de Jean passou a Histdria com nome ‘‘regra de
L 'Hospital” se f(x) e glx} sdo fungbes diferencidveis em x = a, fla} = 0 e gla) -~ O,

= . . i{x) f'{x)
entao existe Jim —— m o = im — .
x>ag (X) X->a g(x) x>a 0 (%)
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Os irmdos Jean e Jacques mantinham intensa correspondéncia com Leibniz pois todos
eles colaboravam com artigos para a mesma revista, “Acta Eruditorum” {Anotac8es dos eru-
ditos). Jacques & também autor do cldssico “Arte de conjecturar’’, considerada a mais antiga CAPiTULO 14 §
obra sobre probabilidade.

Jean foi pai de Nicolas, Daniel e Jean [I. Nicolas foi professor de Matemdtica em -~
S. Petersburgo e Daniel e Jean |l foram professores em Basiléia. Qutre Bernoulti, Nicolas 11, F l ’N OES
primo desses trés, ocupou durante algum tempo o lugar que foi de Galileu, em Pddua.

Da geragdo mais jovem foi Daniel que mais se destacou com seus resultados em hidro-

dindmica e probabilidade. '] RA U
Houve ainda outros Bernoulli que conseguiram evidéncia em Matematica, no século D .

XVII, fazendo juz a0 nome da familia.

I. FUNGAO CONSTANTE

127. Defini¢do

Uma aplicagio f de IR em IR Ay
recebe o nome de fungio constante quan-
do a cada elemento x € IR assoc@a ©. o
sempre o mesmo elemento ¢ € IR.
Isto é:
f:R — R -
X — c X
Jean Bernoulli Jacques Bernoulli . o . : d
O grafico da fungdo constante é uma reta paralela ao eixo dos x passando
(1667 — 1748) (1654 — 1706) g ¢

pelo ponto {0, c).

A imagem é o conjunto Im = {c}

128. Exemplos

Construir os graficos das aplicagbes de IR em IR definida por:
Thy=3 2y =-1
by Ay

{0, 3

Y~

Daniel Bernoulii
(1700 — 1782)

x"

{0, -1}

92-A 93-A



Il. FUNCAO IDENTIDADE " 131, Exemplos

, I 3
o . - "
129. Definigio 19} Con.struw o grafico c.ta funcdo
y = 2x. Considerando que dois pontos
Uma aplicagio f de R em IR :2,2) dlstlntos~dets:=rm|nam uma reta e no Cfaso
recebe o nome de fungdo identidade (o, 0|, :(“i) da‘ funcdo Imear'urrn dos pontos ¢ a
' ) 1 oy
quando a cada elemento x € IR as T X origem, basta atribuir a x um valor 2
socia 0 praprio x, isto é: A nao znulo e calcular o correspondente
! ‘ y = 2x.
f:R— R 2,72
X — X
O grafico da fungdo identidade é uma reta que contém as bissetrizes do x y = 2 {0.0) -
19 e 392 guadrantes. ) x
1
A imagem é Im = IR,

Pelos pontos P(0, 0) e Q(1, 2)

HI. FUNGAO LINEAR tragamos a reta PQ que é precisamente |,
' o gréfico da funcdo dada.
130. Definigdo . "
i 29)  Construir o grafico da fungdo
= - : 1
Uma aplicacio de IR em IR re- y 2x. Analogamente, temos: ' -
|
cebe o nome de funcdo linear quando Ay ©. 0 | X
a cada elemento x € IR associa o x v = -2x |
elemento ax € IR onde a # 0 & :
um nimero real dado, isto é: 1 -2 |
-2 J___ {1, -2)
f.R—— R o
x— ax, a# 0 (% .
Demonstra-se que o grafico da fun-
do lin a na reta que passa pela .
ca? ear e un a9 P P EXERCICIOS
origem. (**)
A imagem é Im = IR. A.137 Construir o grafico das funcBes de IR em IR:
- . ) y=2 b} vy = -3
De fato, lquer que seja o € IR, existe x= Y € R, as0, tal a
e fato, qualquer q j y . cty=vV2 dy=0

gue

A.138 Construir, num mesmo sisterna cartesiano, os graficos das fungdes de IR em IR:
fx) = HY)=a.- L=y, x
a a a) y = x bl v = 2x cl vy = 3x d)y=3.

{*) Observe que se a = 0, teremos a fungdo constante y = O A.139 Canstruir, num mesmo sistema cartesiano, os graficos das fungdes de IR em IR:

{s+) Essa demonstragdo serd feita para um caso mais geral e se encontra na pagina 96. a) y = ~x b} vy = ~2x ¢l y = -3x dy=--2=
2
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IV. FUNGAO AFIM

132. Defini¢do

Uma aplicagdo de IR em IR recebe o nome de fungcdo afim quando a
cada x € IR estiver associado o elemento {ax + b) € IR com a # 0, isto é:

f:R — R
X — ax+b, a#0

133. Exemplos

a) y=3x+2 onde a=3 e b=2
b)) y=-2x +1 onde a=-2 e b=1
c)y=x-3 onde a=1 e b=-3
d) v = 4x onde a=4 e b=0

Notemos que para b = 0 a fungdo afim y = ax + b se transforma
na fungdo linear y = ax; podemos, entdo, dizer que a fun¢do linear é uma
particular fungo afim.

V. GRAFICO

134. "0 gréfico cartesiano da fungio f(x) = ax + b {a # 0) € uma reta”.

Demonstragdo

Sejam A, B e C 1trés pontos quaisquer, distintos dois a dois, do grafico
cartesiano da funcfo y = ax + b (a # 0) e (xy, vi), (X2, va) e (X3, y3), res-
pectivamente, as coordenadas cartesianas desses pontos.

Para provarmos que os pontos A, vA
B e C pertencem a mesma reta, mos- V3
tremos, inicialmente que os tridngulos
retangulos ABD e BCE sdo seme-

Ihantes. 2

De fato:

ax1+b® "
axy + b @

x, i} Ef =y,

(x2,¥2) Ef =y,

(x3,v3) Ef > ys=axs + b (3)

Subtraindo membro a membro, temos:

¥3 - ¥2 = alx3 - x3)
Ya- Y2 _ Ya2a- Y1 _

X3 - Xz X2 — X3

a

Y2 - Vi = alxz - %)

Os tridngulos ABD e BCE sdo retdngulos e tém lados proporcionais, entdo
s30 semelhantes e, portanto, a = f. Segue-se que os pontos A, B e C estdo
alinhados.

135. Aplicagbes

18)  Construir o grafico da fungo y = 2x + 1,
Considerando que o grafico da fun-
¢do afim é uma reta, vamos atribuir a x [
dois valores distintos e calcular os cor-
respondentes valores de vy.

X y =2x + 1

0 1 /
1 3
/

O grafico procurado é a reta que passa pelos pontos (0, 1) e (1, 3.

-
X

29)  Construir o grafico da fungdo y = -x + 3.
De modo andlogo, temos

X y=-x+3

0 3

1 2 -
x
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EXERCICIOS

A._140 Construir o grafico cartesiano das fungges de IR em IR:

NI by = x + 2
- 2x - 3
¢) y=3x+2 d y = >
e} y=-3x - 4 f) vy = -x + 1
g y=-2x+3 h)y:ﬂ

2
A.141 Resolver analftica e graficamente o sistema de equagdes:
X -y =-3
2x + 3y = 4
Solugdo Analitica
Existem diversos processos anallticos pelos quais podemos resolver um sistema de
equacdes. Vamos apresentar dois deles.

19} processo:  Substituicio

Este processo, consiste em substituir o valor de uma das incognitas, obtido a partil
de uma das equagdes, na outra,

Resolvendo, por examplo, a8 primeira equagdo na incdgnita x, temos:

Xx-—y=-3 <= x=y-3
e substituimos x por este valor na segunda equagdo:

2ly -3} + 3y =4 > 2y -6+3y =4 > y =2
que levamos a primeira equagdo, encontrando:
X =-2=-3 <= x-=-1.

A solugio do sistema & o par ordenado (-1, 2).
29) processo:  Adigio

Este processo baseia-se nas seguintes propriedades:

I, “Num sistema de equagdes, sa multiplicarmos todos os coeficientes de uma equagio
por um namerc ndo nulo, o sistema que obtemos é eguivalente ac anterior {+)’

ajx + by = ¢y ka;x + kb1y = key (k #0)
=
azx + bay = ¢ azx + bay = €9

I, “Num sistema de equagdes, sé substituirmos uma das equacdes, pela sua soma
com uma ouira equagdio do sisterna, 0 novo sistema é equivalente ao anterior”.

a;x + by = ¢y (a; + a3lx + {by + byly = ¢ + ¢

a;x + by = €2 azx + byy = ¢

(+) Sistemas des equagdes sdo equivalentes quando apresentam as masmas solugdes.
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A.142

O fundamento do processo da adicdo, consiste no seguinte: aplicando a primaira
proprieda‘de, multiplicamos cada equaciio por nimeros convenientss, de modo que,
os coeficiantes de determinada incégnita sejam opostos e pela segunda propriedade,
substituimos uma das equagbes pela soma das duas equagoes,

X~y = -3

Assim, no sistema
{ 2x + 3y = 4 .

multiplicamos a primeira equagdo por 3
3x - 3y = -9
2x + 3y = 4
Substituindo a primeira equagiio pela soma das duas equacdes, temos:

5x = -5
2x + 3y = 4 P

qua é equivalente a:
{x = -1
2x + 3y = 4
substituindo x = -1 em 2x + 3y = 4, encontramos
2:(-1+3y =4 = y=2

A solugdo do sistema é o par ordenado (-1, 2).

Solucdo Grifica

O sistemna proposto ¥
x-y=-3 h v E X H3
2x + 3y = 4 N,
~
é equivalents a
y =x+3 N
-2x + 4 X
y= =277 -
3
k‘
Construlmos os gréficos de y = ~2x + 4
-2x + 4 1| 3

y=x+3 e y=

3

A solucdc do sistema sdo as coordenadas do ponto de interseccao das retas, portanto
(-1, 2.

Resolver analitica e graficamente os sistemas de eguagdes.

Xty=5 3x -2y = -14
a){x-v-—-1 b) 2x + 3y = 8
o) {2x-5y=9 d) 4y + By = 2

7x + 4y = 10 6x + 7y = 4
) x+ 2y =1 f) 2x + by = 0
o Uox +ay =3 3x -2y = 0
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A.143 Resolver os sistemas de equagdes:

1 + 1 _ 3
) X -y X +y 4
8 I R
X =y X +y 4
Sugestdo. faga ! =a e 1 =b
’ X -y x +y
3 - 2 - 2
x +y +1 2x -y + 3 12
b) 2 + 3 = 1
x +vy +1 2x -y + 3

A.144 Obter a equacgdo da reta que passa pelos pontos (1, 2) a (3, -2},
Solugdo

Seja y = ax + b aequagdo procurada. O problema estara resolvido se determinarmos o
valores de a e b.

Considerando que o ponto (1, 2), pertence a reta de equagdo y =ax + b, a
substituirmos x =1 e y=2 em vy =ax + b, temos a santenga verdadeir:

2=a*1+b istoéd a+b=2
Analogamente, para o ponto (3, -2}, obtemos:
-2=a+*3+b istoé: 3a+b=-2
Resolvendo o sistema
{ a+b=2
3a+b=-2
encontramos a = -2 e b =4,

Assim, a equagdo da reta & y = -2x + 4,

A.145 Obter a equagio da reta que passa pelos pontos:

a) (2,3) e (3,5) b) {1, -1) e (-1, 2}
c) {3, -2) e (2, -3) d {1,2) e {2, 2)
VI. IMAGEM

136. O conjunto imagem da funcdo afim f: |R - IR definida por f(x) = ax + |
com a#0 é R.

De fato, qualquer que seja y € IR existe x = y-b

a
fix) = (Y "Ry, Yob oLy
a

€ IR tal qu
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VIl. COEFICIENTES DA FUNCAO AFIM

137. O coeficiente a da fungdo f{x) = ax + b & denominado coeficiente
angular ou declividade da reta representada no plano cartesiano.

O coeficiente b da fungdo y = ax + b é denominado coeficiente linear.

138. Exemplo

Na fungdo y = 2x + 1 o coeficiente angular 6 2 e o coeficiente linear

é¢ 1. Observe que se x = 0 temos y = 1. Portanto, 0 coeficiente linear ¢é
a ordenada do ponto em que & reta corta o eixo v.

EXERCICIOS

A.146 Obter a equacdo da reta que passa pelo ponto: (1, 3] e tem coeficiente angular
igual a 2, ’

Solugdo

A equacdo procurada é da forma y = ax + b,

Se o coeficiente angular ¢ 2, entdo a = 2.

Substituindo x =1,y =3 e a=2 em y =ax +b, vem:
3=21+b = b=1.

A equagdo procurada é y = 2x + 1.

A.147 Obter a equacdo da reta que passa pelo ponto (-2, 4) e tem coeficiente angular
igual a -3.

A.148 Obter a equagdo da reta com coeficiente angular igual a - & passando pelo

=

ponto (-3, 1).

A._149 Obter a equagio da reta que passa pelo ponto (-2, 1) e tem coeficiente linear igual
a 4.

A.150 Obter a equagio da reta com coeficiente linear igual a -3 e passa pelo ponto
(-3, -2).
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A.151 Dados os graficos das fungdes de IR em IR, obter a lei de correspondéncia dessas

funcdes,
a) v b) v

-

] X
&

<) ' d) Oy

v

¥ X x

7

VIil. ZERO DA FUNGCAO AFIM

139. Definigdo

Zero de uma funcdo ¢ todo niimero x cuja imagem & nula, isto &, f{x) = 0

x ézerode y=flx) = fix}=0

Assim, para determinarmos o zero da fungdo afim, basta resolver a equagac
do 19 grau

ax +b=0

m|c‘

que apresenta uma (nica solugdo x = -

De fato, resolvendo ax + b =0, a # 0, temos

ax +b=0 = ax = -b e x:-s..

Exemplo

O zero da fungdo fix) =2x -1 & x = _;_ pois, fazendo 2x - 1 = (

vem X = —.

2
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140. Podemos interpretar o zero da fungdo afim, como sendo a abscissa do ponto
onde o grafico corta o eixa dos x.

Exemplo A
Fazendo o gréfico da fungao Y
y = 2x - 1, podemos notar que a reta
intercepta o eixo dos x em X = %
isto é, no ponto (%m, 0.
S Y
0 -1 (0,=1)
1 ¥

IX. FUNCOES CRESCENTES QU DECRESCENTES

141. Definigdo

A funcio f: A —— B definida por y = f(x} ¢& crescente no conjunto
A, C A se, para dois valores quaisquer x; e X, pertencentes a A,, com
x, < %y, tivermos fix;) < f(x,}.

Em simbolos: f é crescente quando

(VXI, X2)(X1 < X = f(xl) < f(XZ))

e isto também pode ser posto assim:

(WX, X){x, Fx, = ) - Fixa) > 0)

Xy~ X

Y

Na linguagem pratica (ndo matema-
tica), isto significa que a funcdo é cres-
cente no conjunto A, se, ao aumentar-
mos o valor atribuido a x, o valor de |
y também aumenta.
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142. Exemplo

A fungdo f(x) = 2x é crescente em IR, pois:

X <X = 2% < 2x, para todo x; € IR e todo x, € R,
e

fix;) fixq)

143. Definigio

Afungdo f: A — B definida por y = f(x) & decrescente no conjunto
A; C A se, para dois valores quaisquer x; e x, pertencentes a A;, com
Xy < X3, tem-se fix;) > f(x,).

Em simbolos: f é decrescente quando
(Vxl, Xz)(Xx < X, = f(Xl) > f(xz))
e isto também pode ser posto assim:

fix,) - fi(x,)
B

<0

(%%, X )% # %, =

Na linguagem pratica, (njo mate-
matica} isto significa que a funcio &
decrescente no conjunto A, se, ao au-
mentarmos o valor atribuido a x, o
valor de vy diminui.

<Y

144. Exemplo

A funcdo f(x) = -2x é decrescente em IR, pois
X; < %x; = -2%x; > -2x, para todo x; € R e todo X, € iR.
[ [
f(Xl) f(xz)

Notemos que uma mesma fungio Ay
y = f{x}, pode ndo ter o mesmo com
portamento {(crescente ou decrescente)
em todo o seu dominio.

€ bastante comum que uma funcio
seja crescente em certos subconjuntos
de D e decrescente em outros. O gra- — -
fico ao lado representa uma funcdo cres-
cente em IR, e decrescente em IR,

x
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EXERCICIO

A.152 Com base nos graficos abaixo, de funcdes de IR em IR, especificar os intervalos

onde a funcdo é crescente ou decrescente.

al Ay b) Y

Al

\

A

|

PCY ST
~

1

N

[N

x

X. TEOREMA

145, “A funcdo afim é crescente (decrescente) se, e somente se, o coeficiente
angular for positivo (negativo)”.

Demonstragdo

f(x) = ax + b & crescente <« foa) - H06) 5 g (x, # x,) =

Xy = Xz
— fax, + bt - {ax; + b) >0 (x; # x) == —_—a(xl - X2 > 0 (x; # %) =
Xy - Xz Xy - Xg
= a>0
Fica como exercicio provar que f(x}) = ax + b decrescente equivale a
a <o0.
EXERCIC{OS

A.153 Especificar para cada uma das funcdes abaixo, se é crescente ou decrescente em IR:

al y = 3x -2 bl y = -4x + 3

Solugdo
a) E crescente, pois o coeficiente angular é positivo f{a = 3)

b} E decrescente, pois o coeficiente angular é negative (a = -4).
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A.154 Especificar para cada uma das fun¢des abaixo, se é crescente ou decrescente em IR.

‘al y=1+5x b) vy =-3-2x
¢l y=x+2 d) y =3 -x
e) y = -2x f) v = 3x

A.155 Estudar segundo os valores do pardmetro m, a variagdo (crescente, decrescente ou
constante} da fungdo y= (m - 1)x + 2,

Solug¢do

Se m-1>0, isto é, m>1, entdo a fungdo terd coeficiente angular positivo e,
portanto, crescente em IR,

Se m-1<0, istog, m< 1, entdo a funcdo terd coeficiente angular negativo e,
portanto, decrescente em |R.

Se m-1=0 .stoé m=1, entio serd fungdo vy =11 - 1)x + 2, ou seja,
y = 2 que é constante em IR,

- A.156 Estudar segundo os valores do pardmetro m, a variagio (crescente, decrescente ou
constante} das fun¢des abaixo

al y=1{(m+ 2)x -3 b) y ={(4-mlx +2
¢l y=4-(m+ 3)x dt v = milx ~ 1) + 3 - x

Xl. SINAL DE UMA FUNCAD

146. Seja a funcdo f: A > B definida por y = f(x}. Vamos resolver o problema
“para que valores de x temos f(x) > 0, f{x} = 0 ou f(x} <07

Resolver este problema significa estudar o sinal da fungdo vy = f(x)
para cada x pertencente ao seu dominia.

Para se estudar o sinal de uma funcjo, qguando a fungdo esta representada
no plano cartesiano, basta examinar se é positiva, nula ou negativa a ordenada
de cada ponto da curva.

147 Exemplo

Estudar o sinal da fungdo y = f{x) cujo grifico estd abaixo representado.

Y
/ y = fix)
/-1 2 4\/7 x

x
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Observemos, inicialmente, que interessa o comportamento da curva vy = f(x}

em relacdo ao eixo dos X, ndo importando a posicde do eixo dos .

Preparando o gréfico com aspecto pratico, temos:

y = f{x}
/o \_/3\ 0 i
ca 2 4\(y7 X
] - 2 M ! X
| | | i o
. i : | I
sinal de -0 + o+ (5 _ d +
V:f(X) t [ | 1
1 | | |
I i | i
Conclusao:
fix)=0e=x=-1 ou x=2 ou x=4 ou x=7
fix) >0 ee=-1<x<2 ou 2<x<4 ou x>7
fix) <Oe=x<-1 ou 4 <x<7,
EXERCICIO

A.157 Estudar o sinal das fungdes cujos graficos estdo representados abaixo.

a) }v
y = tx)
\ /—\2 ﬁ/ ‘
5 -3 x
b) Ay
/N g :
AV
y = gix)
o Av v =hix)
2 i
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X11. SINAL DA FUNGAO AFIM

Considerando que x = - E, zero da funcdo afim f(x) = ax + b,

a
o valor de x para o qual f(x} = 0, examinemos, entdo, para que valores
ocorre f{x} > 0 ou f{x) < 0.

Devemos considerar dois casos.

148. 1% caso: a> 0

flx) =ax +b>0 <= ax > -b <= x>-—£
a
fix) =ax +b <0 & ax < -b x<—£
a

Colocando os valores de x sobre um eixo, o sinal da fungio f(x) =ax +b
com a >0, é

f(x) = ax + b i)
(a > 0) - 0 +

Um outro processo para analisarmos a variacdo do sinal da funcio afim
é construir o grafico cartesiano.

Lembremos que na fungdo afim f(x) = ax + b o grédfico cartesiano é
uma reta e, se o coeficiente angular a é positivo, a fungdo é crescente,

Construindo o gréfico de f{x) = ax + b com a > 0, e lembrando que
ndo importa a posigdo do eixo y, temos:

m]c-

149. 2% caso: a < O
fix)=ax +b >0 &= ax > -b = x <-

fix) =ax + b <0 = ax <-b < x> -

I

oo ®|o
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Colocando os valores de x sobre um eixo, o sinal da funcdo f(x) =ax+ b
com a <0, é:

f(x) = ax + b +
{a <0

EEtd = IELE oo

Podemos analisar o sinal da fungio f(x) = ax + b com a<0, construindo
o grafico cartesiano. Lembremos que neste caso a fungdo é decrescente,

o

150. Resumo

o o

1} A funcdo afim f(x) = ax + b anula-se para x = -

2) Para x > - E, temos:

a
se a>0 entio flx) =ax +b >0
se a<0 entio flx) =ax+b <0

isto é, para x > - b a funcdo f(x) = ax + b tem o sinal de a
a

3) Para x < - ~2—, temos:

{se a>0 entio fix) =ax +b <0
se a<0 entdo fix)=ax +b >0

isto é, para x < - b a fungdo f(x) = ax + b tem o sinal de -a (sinal
a

contrdrio ao de a).
Se colocarmos os valores de x sobre um eixo, a regra dos sinais da fungdo
afim, pode ser assim representada:
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x < - b X = - -] X > - b
a a a

- N\ - X

f(x) tem o sinal de -a 0 f(x) tem o sinal de a
ou, simplesmente: b
* & x
f(x) tem o sinal de -a 0 f(x) tem o sinal de a
151. Exemplos
19)  Estudar os sinais da fungdo f(x) = 2x - 1.
Temos:
fix) = 0= 2x - 1=0=> x= %
a=2= a>0 e -a<o0
Logo:
para x > %: f(x) > 0 (sinal de a =2 > 0)
para x < 15 = f{x) <0 (sinal de -a = -2 < Q)
Fazendo o esquema grafico, temos
1
| F) X

sinal de ‘ - 0 +

flx) = 2x - 1 :
2%) Estudar os sinais de f(x) = -2x + 4.
Temos

fix) =0 = -2x + 4 =0==>x = 2
a=-2=a<09e -a>0

para x > 2 => f{x) <0 (sinal de a = -2 < 0}
para x < 2 = f{x}) > 0 (sinal de -a =2 > Q)

Fazendo o esquema gréfico

| 2

|

sinal de ’ + 0 -
flx) = -2x + 4
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152. Um outro processo para analisarmos a variagdo do sinal da fun¢do afim
¢ construir o grafico cartesiano.

Lembremos que na fungdo afim f(x) = ax + b o grifico cartesiano é
uma reta e a fungio é crescente (decrescente) se o coeficiente angular a é
positivo {negativo).

Assim nos dois Ultimos exemplos, temos:

by flx) = 2x - 1 w\ v

L
Y~

_/l 2
2 -

/]

fix) =-2x+4
EXERCICIOS
A.158 Estudar os sinais das fungdes definidas em IR:
al y = 2x + 3 bl y = -3x + 2
cl y=4-x dhy =5+ x
X X 3
e) y=3- 2 f) = 2+ 2
2 Yo 3t 3
by o= 2x - 2 hty = -x
g 3 Yy =
A.159 Seja & fungdo de R em R definida por fix) = 4x - 5. Datermine os valores

do dominio da funcdo que produzem imagens maiores que 2.

Solugdo

Os valores do dominio da fungio que produzem imagens maiores que 2, sio os
valores d@ x © R tais que

4% - 5> 2
e, portanto,
x> 1
4
A.160 Para que valores do domfinio da funcdo de R em IR definida por fix) = 25—2'—1
a imagemn ¢ menor que 47
A.161 Para que valores de x € R a fungdo flx) = _::2{ - % ¢é negativa?
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4x - 1 ..
A.162 Sejam as fungdes f(x) = 2x + 3, g{xl =2 -3x e hix)= x2 definidas
em R. Para que valores d¢ x € R, tem-se:
a} fix) 2= glx)? b) gix) < h(x)? c) fix) 2 nix)?
A.163 Dados os gréficos das fungBes f, ge h AY ,
definidas em R. Determinar os valores ] v n £
de x € IR, tais que: N - ,
a) flx) > gix) N,
b} glx) < hix)
c) flx) 2 hix) A "
d) glx) >4
a) fix) <O 7
TARN
7 N

- XIH. INEQUAGOES SIMULTANEAS

153. A dupla desigualdade f(x) < g{x) < hi{x) se decompde em duas inequa-
cBes simultaneas, isto €, equivale a um sistema de duas equacdes em X, sepa-
radas pelo conectivo e:

f) <glx)  @®
fix) < gix} < hix} == e
gx) < htx) (@D

Indicando com S; o conjunto-solugdo de @ e S, o conjunto-solucdo e

@, o conjunto-solucdo da dupla desigualdade é S = S; N S,.
154. Exemplo

Resolver 3x +2 < -x+3<x+4
- .

Temos que resolver duas inequagoes:

@ 3x+2<—x+3m4x<1=x<%
@ X+3€Cx+4=-X<S {1 =x2 - ;—
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A interseccdo desses dois conjuntos é

1
3
<x<%} ::

S={xERI-L =
2
S -
1
2
EXERCICIOS
A.164 Resolver as inequagdes em IR:
a) -2 <3x-1<34 d)x+1<7-3x<_;_-1
b) -4 <4 -2x<3 e) 3x +4 <5 <6 - 2x
c) -3 <3x -2<x fl 2 -x <{3x +2<4x +1

A.165 Resolver os sistemas de inequacdes em IR:

A gl a>ax 41 bl r5_-2x <o
Bx +1 < 2x - 5 3x+124x -5
x-320

4x -1 >3x - 4 1-x

2
3-2x<x -6 :X—4'3>x
x + 1

C){3x+2>5x-2 da [ =5 g,

A.166 Com base nos gréaficos das fungdes f, g Y

e h definidas em IR, determinar r

os valores de x € R, tais que N hi

b) glx} < f{x} < hix}

a} fix} < glx) < hix) — =
AN

¢l hix} < fix) <gix)

-
W
™~

XIV. INEQUACOES-PRODUTO —

155. Sendo f(x) e gi{x} duas funcdes na varidvel x, as inequagGes
f(x) - glx) >0, f(x)+glx} <0, fix)-alx) 20 e f(x).glx) <
sdo denominadas inequacées-produto.

0
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1566. Vejamos, por exemplo, como determinamos o conjunto-solugdo S da
inequagdo f(x) - g{x) > 0.

De acordo com a regra de sinais do produto de ndmeros reais, um ndmero
Xo 6 solucdo da inequagdo fix): gix) > 0 se, e somente se, flx,) e gaixe),
ndo nulos, tem o mesmo sinal.

Assim, sdo possiveis dois casos:

19) flx) >0 e gix) >0

Se S; e S, sdo, respectivamente, 0s conjuntos-solugGes dessas inequacgdes
entdio S; N S, é o conjunto-solugdo do sistema.

29) fix) <0 e gix}) <0

Se S; e S, sdo, respectivamente, os conjuntos-solugdes dessas inequagdes,
entdo S3 M S, é o conjunto-solugdo do sistema.

Dai concluimos que © conjunto-solu¢do da inequagdc do produto
fix) - g{x) >0 é

S = (S5, N S;) U (S3N 8y)

Raciocinio andlogo seria feito para a inequagéo
f(x) - glx) <O.

157. Exemplo

Resolver em R a inequacio (x + 2)(2x - 1) > 0.

Analisando 0s dois casos possiveis

19 caso

Cada um dos fatores é positivo, isto é:
X+2>0= x>-2 -2
e e
2% - 1> 0= x > ‘7 1
A interseccio das duas solugdes é 2

31032={x€IR|x>%}
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29 caso

Cada um dos fatores é negativo, isto é:

X+2<0=>x<-2 -2 .
e o W P
2x‘1<0=X<1— WM =
2 1 S

2

A interseccdo das duas solugdes é:
§3N Sy ={x€ RIx <-2}

O conjunto-solucio da inequacdo

x+2(2x - 1) >0 é&:

S=1(5,N8) U(S;NS) ={x€E RIx> %}u{xe Rlx < -2}
portanto

S={x€RIx<-2 ou x> %}

158. Vejamos, um outro processo, mais pritico para resolvermos a inequacio
x+2)¢(2x-1)>0 em R,

Fazemos inicialmente o estudo dos sinais das fungdes fi{x) = x + 2 e
glx) = 2x - 1
1
| 2 : l z x
f(x)l - 0 + o gix} I - 0 + =

Com o objetivo de evitar cdlculos algébricos no estudo dos sinais do
produto  f(x) - g{x), usaremos o quadro abaixo, que denominamos quacdio-
produto, no qual figuram os sinais dos fatores e o sinal do produto.

- 1

-2 2 x
fix) - 0 I
glx} - - 0 +
f{x) « glx) + 0 - 0 +
+ + O (O A
_2 1
2
S={x€ Rix<-2 ou x> %}
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159. Podemos estender o raciocinio empregado no estudo dos sinais de um
produto de dois fatores para um produto com mais de dois fatores.

Exemplo
Resolver a inequagdo (3x - 2)(x + 1{3 - x} <0 em IR.

Analisando os sinais dos fatores, temos

2
3 X
f(x) = 3x - 2 — " -
+1 . =
glx} = x - . " -
3 X
hix}) = 3 - x 3 =
+ 0 -
Vamos, agora, construir o guadro-produto:
2
-1 3 3 X
f(x) - , - 0 + . N
glx) - 0 + ; + 5 +
hix) + i + + 0 -
fix) + glx) = hix) + & - M{g + ) i
-1 2 3
3

S:{xE.Rl—1<x<% ou x > 3}

160. A inequa¢do fi{x). g{x) = 0 tem por conjunto-solu¢do S a reunido do
conjunto-solugdo S, da inequacdo f(x)-glx) > 0 com o conjunto solugdo
S, da equagdo fix) . glx} = 0, isto &

fix) - gix) > 0
fix)-gix}) =0 ou
fix) . gix) =0

Exemplo
Resolver a inequagdo (3x + 1){2x - §) = 0 em R.
A inequagio (3x + 1)(2x - B) > 0 ¢é equivalente a:
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(3x +1)«(2x -5 >0 0,
ou
3x + 1) (2x -B6) = 0 @

Resolvendo @ temos S; = {x € Rlx <- - ou x > 2}
3 2
Resolvendo (1) temos S, = {- 1 E}
3' 2

O conjunto-solugdo é:

S=5,US ={xE Rtx<- - ou x>§}u{_l E}
3 2 3’2
ou seja:
S-{xERIx<-1 ou x> E}
3 2

Se recorréssemos ao quadro-produto, terfamos:

L 5

3 2
fix) = 3x + 1 - 0 + : v <
gix}) = 2x - 6§ - i - (‘)
fix) o gix} + O - 0
S={xElR|x<-% ou x> 23

2

161. Dentre as inequacSes-produto, sdo importantes as inequagdes: [f(x})]” > 0
(101" <0, [fix}]" >0 e [fIx)]" <0, onde n € N*. '
Para resolvermos estas inequagBes, vamos lembrar duas propriedades das

poténcias de base real e expoente inteiro:

o i a H {
. ”1..) étoda poténcia de base real e expoente impar conserva o sinal da
ase , Isto

azn+l>0 G=‘ a>u

aznﬂ

"t = a<o0 {n € N)

=0 i a=2=0
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29) ‘“toda poténcia de base real e expoente par é um nOmero real ndo

EXERCICIOS
negativo’’, isto é

A.167 Resolver em IR as inequac¢des:

~a} (3x + 31{Bx - 3} >0 b} (4 - 2x){6 + 2x) <0
n ) Bx + 2)(2 - x)(4x + 3} >0 = d) (3x + 2M-3x + 4}{x - 6) <O
a" >0, ¥aE R VnEN o) (Bx - 1M2x + 7) =0 )l (5 - 2007 - 2) <0
gl {3 - 2xMdx + 1}Bx + 3) =0 h) (5 - 3x)17 - 2x)(1 - 4x) <0
A.168 Resolver em IR as inequacdes:
Assim sendo, temos as seguintes equivaléncias: al x -3% >0 bl (3x + 8% <o
o (4 - leﬁz <o a0 - 7x)53> 0
fix) >0 se n é {mpar el (3x +5)“ =0 f) Bx + 1)° <0
FN >0 = { ) £0 se n 6 par g 4+ 30 <o h) (3x - 8)5 =0

A.169 Resolver em IR a inequacio (x - 3)° - 2x + 3)° < 0.

fix) <0 se n é fmpar .
f{x)|" = Sal
i)™ <0 { Zx€ R se n &par oueRe

Estudemos separadamente os sinais das fungdes flx) = {x - 3)5 e gix)=(2x * 3)6.
Lembrando que a poténcia de expoente impar e base real tem o sinal da base,
) n fix) =20 se n é mpar entdo, o sinal de {x - 3’ & igual ao sinal de x - 3, isto é:
[H]" >0 {VxED(f) se n € par |
fix) | - 0 + x
[f(x)]n <0 { fix) <0 se n & impar A poténcia de expoente par e base real n3o nula é sempre positiva, entio (2x + 3)°
» = — ’
fixy =0 se n é par é positivo se x # - % e (2x +3)° S nulose x = - %, isto é:
.3
| 2 -
alxt | ¥ 0 +
Exemplos Fazendo o quadro-produto, tem;s:
. 2 ) 3 .
19 (3x -2)3>0==3x-2>0=—S={xC Rix> =} . -
3 Flx) - ! - 0 +
3 1
20} (4x_3)6>0=>4x_3:;£0=8={x€|R|X¢I} gix} + 0 + ' +
f(x) « glx) - 0 - 2 +
A, g
39) (2x+1)5<0=2x+1<0=>5={x6lR|x<~%} .3 3
2
- 3
29 (x-2°<0—=5=-0 S-xE€RIx<3 e xz- )
3
59 (3-5x)7 >0 = 3-5x2>0=S={x€E RIx< g} A.170 Resolver em IR as inequacdes:
4 3
o ez ~ a) (Bx +4) - (7x -2)" 20
67 4x -8 =0 5= R b) (3x+1)3'(2—5x)s'(x+4)8>0
70) (8—2X)4<0 8‘2X=0:>S:{4} c) (X+6)7'(5X—2)4'(4x+5)m<0

dl 5x - 11-2x + 68+ 14 -6x)¢ 20

118-A
119-A



XV. INEQUAGCOES-QUOCIENTE

162. Sendo f(x) e g(x) duas funcbes na varidvel x, as inequacdes

fix) >0 f{x) fix) >0 fix)
gix)

— —— = <
" glx) " glx) ¢ g{x) 0

sdo denominadas inequacdes-quociente,

Considerando que as regras de sinais do produto e do quociente de numeros
reais sdo analogas, podemos, entdo, construir o quadro-quociente de modo
andlogo ao quadro-produto, observando o fato de que o denominador de uma
fracao ndo pode ser nulo.

~ 163. Exemplo
. N + 4
Resolver em IR a inequacdo <2 Temos:
- X
3x + 4 <2 — 3x + 4 S2<0— 3x +4-2(1 - x) < 0—>
1-x T -x 1-x
X*2Z g
1-x

Fazendo o quadro-quociente, temos

.2
5 1 X
fix} = Bx + 2 - 0 : + o
glx) = 1 - x + ’ 0 _
fiE) . . )
alx} _ A
- Ve L LI TII—————
2 1
5
2 }
S—{xEIRlxé——é—ou x > 1
. . 3x + 4 . -
Podemos resolver a inequacdo T x < 2, multiplicando por h(x} =

=1 - x e examinando dois casos:

a) h(x} =1-x>0, istcé, x <1

3x + 4

1 L2 =23x+4<2(1 -x) =2x<x -
- X

m]w

S;={x€lR|x<1}ﬁ{x€|R|x<——;—}:{XEIRIXQ—%}
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bl hix) =1 -x <0, isto é x>
31"—+i<2 23X +4> 21 -x) = x> -
- X

1

SIS

Sy ={xERIx>1}N{xERIx>- —g—}:{xElH|x>1}

C conjunto solucdo é:
AN

S=slus2:{xerﬂlx<-.§_ou x > 1}

Daremos sempre preferéncia ao método do quadro-quociente, por sua maior

simplicidade.

EXERCICIOS
.. A, 171 Resolver as inequagdes em [R:
2x + 1
x + 2

>0

- a)

_ c)3-4x >
ox + 1

A.172 Resolver em IR as inequagdes:

al bx - 3 >_1

3x - 4
aX=1 >3
x +1

A.173 Resolver as inequagdes em [R:

a) (1 - 2x}3 + 4x) >0
{4 - x)

o (5x + 4}{4x + 1) >0
{6 - 4x)

A.174 Resolver em IR as inequaces:

a) 1 < 2

X -4 x + 3
C)x+1>x+3

x + 2 x + 4
e)5x+2 5x - 1

4x -1 4x + 5
92 _>_1__

3x -1 x -1 x +1

- 3X-2 <y

— d}

d)

b)

d)

b}

d)

3~ 2x

-3 - 2x go
3x + 1

Bx - 2 <92
3x + 4

3x - 5 <1
2x - 4

(3x + 1)

2x + 5IBx + 3 <0

(1 - 2x)

=20
B a5 a0 0

x -1 x - 2
)(+5<X—2

==
3x + 2 3x + 6

x -1 X -2 x -3
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Jovem luta para ser ouvido

Niels Henrik Abel de familia numerosa e pobre, era filho do pastor da peque-
na aideia de Findo, na Noruega.

Aos 17 anos, seu professor insistiu para que lesse as grandes obras matemati-
cas, inclusive as “Disquisitiones’” (Pesquisas) de Gauss. Nesta época, Abel conse-
guiu generalizar o teorema binomial que Euler sé havia provado para poténcias
racionais.

Aos 18 anos perdeu o pai e suas responsabilidades ficaram maiores quanto
a familia, mas mesmo assim continuou pesquisando e, em 1824, publicou num
artigo a prova de que se o grau de uma equacdo é maior que quatro, ndo existe
uma foérmula geral em funcio de seus coeficientes para achar suas raizes. Esta era
uma divida que preocupava os matematicos hd muito tempo e que agora estava
resolvida. Uma prova neste aspecto foi dada por Ruffini, anteriormente, mas
passou desapercebida e por isso hoje conhecemos este resultado como o “Teorema
de Abel-Ruffini’”’, um dos mais importantes da Matem4tica.

Seu nome também esta ligado a grupos abelianos, ou comutativos, e alguns
de seus resultados foram publicados no Jornal de Crelle.

Em 1826, Abel visitou Legendre e Cauchy em Paris, numa tentativa de
mostrar suas descobertas mas ndo obteve éxito e numa de suas cartas a um amigo
escreveu ""Todo principiante tem muita dificuldade em se fazer notar aqui. Acabei
um extenso tratado sobre certas classes de fungBes transcendentes mas M. Cahchy
nio se dignou a olha-lo’".

Abel esperava obter um posto de
professor em alguma Universidade e por
isso deixou suas memorias com Cauchy
para que fossem examinadas mas este logo
as perdeu e ficaram esquecidas.

Devido 4 falta de recursos morreu
aos 26 anos, de tuberculose, deixando
profundos e importantes resultados em
Algebra e Teoria dos NGmeros.

Dois dias apds sua morte chegou
tinalmente a carta informando que havia
sido nomeado professor na Universidade
de Berlim,

Em 1830, Cauchy achou os manus
critos de Abel que foram publicados em
1841 pelo Instituto Francés e que Legendre

: classificou como ‘“‘um monumento mais
Niels H. Abel durdvel que o bronze”, contendo impor-
{1802 — 1829) tantes generalizagBes sobre fungSes eliticas.
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FUNCOES
QUADRATICAS

I. DEFINICAO

164. Uma aplicacdo f de IR em IR recebe o nome de fungcdo quadrética
ou do 22 grau quando associa a cada x € IR o elemento (ax® + bx +¢) € IR,
onde a# 0. Istoé: f: IR > R

x> ax? +bx +¢, a#0.

Exemplos de fungdes quadraticas:

a) fix) = x2-3x + 2 onde a=1 b=-3c¢c=2
b) f(x) = 2x% + 4x - 3 onde a=2 b=4 c=-3
c) f{x) = -3x% + 5x - 1 onde a=-3,b=5 c¢c=-1
d fix) = x> - 4 onde a=1 b=0 <c=-4
e} fix) = -2x? + 5x onde a=-2 b=56 ¢=0
f) fix) = -3x? onde a=-3, b=0 c=0

iIl. PARABOLA

165. O grifico da funcio quadridtica é uma parabola. (*)

{*) Isto é provado mais adiante no velume de Geometria Analitica desta colecdo.
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Exermplos

19) Construir o grafico de y = x* - 1
Ay
X o x-1 (-3, 8) (3, 8)
-3 8
-2 3
-1 0 (-2, 3) 2,3
0 -1
1 0
2 3 -
3 8 (-1,0)\/(1,0) x
0, -1)
29} Construir o grafico de y = -x% + 1
Ay
) @, 1)
x y=-x"+1 -1,0 /TN 0) ~
X
-3 -8
-2 -3
(-2, -3) _
b o (2,-3)
0 1
1 0
2 -3
3 -8 (-3, -8} (3, -8)
EXERCICIOS

A.175 Construir os graficos das fungdes definidas em IR:

a)
b)
c}
d)
e}
f)

a
h}

Y

< € < XK

2
X

2 e
X

2x2

-2x2

x2 - 2x
-2x% - 4x
-3x? -3

=x2-2x + 4

A.176 Determinar uma fungdo quadrética f tal que fi-1) = -4, f(1)=2 e (2} = -1.
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lll. CONCAVIDADE

Ay
166. A pardbola representativa da fun- \ f
¢io quadrdtica y = ax® + bx + ¢ pode
ter a concavidade voltada para "‘cima” \ .
ou voltada para "baixo”. B \/ .

Se a > 0, a concavidade da
pardbola esta voltada para cima.

Se a < 0, a concavidade da
parabola estd voltada para baixo,

N
if—
yd

IV. FORMA CANONICA

167. A construcdo do grafico da fungdo quadratica y = ax® + bx + ¢ com o
aux{lio de uma tabela de valores x e y, como foi feito no item anterior,
torna-se as vezes um trabalho impreciso, pois na tabela atribuimos a x alguns
valores inteiros e pode acontecer que em determinada fungio quadratica os valores
de abscissa (valores de x) onde a pardbola intercepta o eixo dos x ou a
abscissa do ponto da pardbela de maior ou menor ordenada, nic sdo inteiros.

Para iniciarmos um estudo analitico mais detalhado da fun¢do quadratica,
vamos inicialmente transforma-la em outra forma mais conveniente, chamada
forma canénica.

2
f(x):ax2+bx+c=a(x2+-§-x+£)=a[x2+—x+———+— =
a a

2
1,b b,
Bl + 2x+ 5) -

b2
4*

NI b2 b%-4ac
2 = allx + 500 - (B )

Representando  b? - dac  por A, também chamado discriminante do
trindomio do segundo grau, temos a forma candnica.

fix) = a[(x + _% 2 - -_A_]
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V. ZEROS ' 171. Interpretando geometricamente, di- Ay
zemos que os zeros da fungdo quadratica 1. 8l 5. 8)
sdo as abscissas dos pontos onde a pa- ' !
168. Definigdo . ribola corta o eixo dos x.
0 , " L. Exemplo
5 Zeros ou raizes da fungdo quadratica f(x) = ax? + bx + ¢ sdo os valores Construind fico da func
de x reais tais que f(x) = 0 e, portanto, as solucdes da equacs nstruindo o grafico da fungao
. . ¢ quagao do segundo grau Ty = x? - 4x + 3 podemos notar que 0.3 "3
ax“+bxtc=0. “a pardbola corta o eixo dos x nos ' '
Utilizando a forma candnica, temos: ‘pontos de abscissas 1 e 3, que sdo
as rafzes da equagio x®-4x + 3 = 0.
a’(z"'b>(+(:=0<=>a[(x+_R)z’_LA_]:O.;._.= _
2a 4a2 X
b 2 A (1,0) (3,0)
= (x+ =)- = _ b .2 A
Za 432 =0 == (x + Z) = E‘ pa— (2. -1}
- X + _b, = + vV A — x = -b x v/ A
2a 2a 2a
EXERCICIOS
169. Discussio
A.177 Detarminar 0s zeros reais das funcdes:
) Observe que a existéncia de raizes reais para a equacio do segundo grau a) fix} = x* - 3x + 2
ax” + bx + ¢ = 0 fica condicionada ao fato de vV A € R. Assim, temos trés b) fix} = ~x> + 7x - 12
casos a considerar:
c) Hx) = 3x% - Ix + 2
19} A >0, aequagdo apresentars duas raizes distintas que s3o d) fx) = x* - 2x + 2
xlz%_Ae 2_.:b_—— 'A e)f(x)=x2+4x+4
a 2a ’ ) fx) = -x2 + —g—x+1
29) A =0, aequagio apresentard duas raizes iguais que sdo g fix) = x® - 2x - 1
x1=x2=:2_ n) fix) = -x2 + 3x - 4
2 i)t = o -V 2+ %
39 A <0, considerando que nesse caso v A & IR, diremos que a b Hxd = X+ (1 -V -3

equacdo ndo apresenta raizes reais. K) fix) = 2x® - 4x

I flx) = -3x> + 6

i 2
170. Resumo m) fix) = 4x 2+ 3
n) f{x) = -bx

A>0=>x= 0FVA b-Va

A.178 (MAPOFE1-76) Resolver o sistema

, 2a 2a
ax“ + bx +¢c =0+ A=0=x=_—b- {l+l=l
2a x Y 12
xey =12

A < 0 = ndo existem raizes reais.
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A.179 Determinar os zeros reais da funcio fix) = xt - 3x? - 4

A.187 Determinar os valores de m para que a equagao
Solugdo mx2 + (2m - 1lx + (m - 2} = 0 ndo tenha rafzes reais,
Queremos determinar x € IR tal que x? - 3x* =4 = 0.

2 .
2 A.188 Mostre que na equagio do 29 grau ax“ + bx + ¢ = 0, de ralzes reais x; e xz,
Fazendo a substitui¢gdo z = x“, vem: temos para asoma S das rafzes S = x) + x3 = —a_b e para produto P das rafzes
2-32-4-0
2 P=xy*xg=—.
cuja solugBo ¢ z=4 ou z=-1 mas z=x°, entdo: a
2 .
X' =4=x=*2 A.189 Na equagio do 2° grau 2x% - Bx -1 =0 de ralzes x) & xz, calcular:
e
a)l xy + x
x2=—1——->ﬁx€IFL ! 2
Logo, os zeros reais da fungio fix} = x* - 3x% - 4 sio x =2 e x = ~2, b} Xy %)
c) 1 + _1_
A.180 Determinar os zeros reais das funcdes: X Xy
N 4 2 ) 2
a) fix} = x4 - 5,2( + 4 b} fi{x) = ‘)‘c + 5; + 36 d (Xl)z + (X'z)2
c) fix) =.x" -x" -6 d} f{x) = x" - ax* + 4
e) fix) = 2x* + 6x% + 4 1) flx) = -x* +3x% - 3 e)il—"';z
ab Hx) = 3x? - 12x2 h fix) = x® - 7x3 - 8 *2 ! \
f) )+ (xp)
A.181 Determinar os valores de m para que a fungdo quadratica

flx) = mx® + (2m - 1)x + {m - 2) tenha dois zeros reais e distintos.

w2 _
A.190 Mostre que uma equagdo do 2° grau de ralzes x; @ x; éaequagdio x” - Sx + P =0
[ .

de S =x3+x9 & P = xq°* X,
Solugdo onde 1 2

Na funcio fix) = mx® + (2m - 1)x + (m - 2}, temos: A.191 Obter uma equagdo do segundo grau de rafzes:
a=mb=2m-1,c=m-2 ¢ A=4dm + 1.

A al 2e -3
Considerando que & fungdo é quadratica e os zeros s§o reais e distintos entdo: 1 3
g ==
a=m#0 ¢ A-dm+1>0 Pz° 32
ou seja c) 0,4 e 5
1 d1 e -vV2
m#0 e m>- Y
) 1+vV3 e 1-v3
A.182 Determinar os valores de m para que a fungdo quadratica A.192 Se a equagdo axl +bx + ¢ = 0, a # 0, admite as rafzes reais ndo nulas x; e
fix} = (m - 1)x" + (2m + 3)x + m  tenha dois zeros reais e distintos,

x5, obter a equagdo de rafzes:
@8,3 Determinar os valores de m para que a equacio do 2% grau a (x)? e (%)
{m+ 2)x* 4+ {3 -2mix + (m = 1) = 0 tenha rafzes reais.

b)_1_e,l

~

'A.184 Determinar os valores de m para que a fungdo

X3 X2
e Hx) = mx® 4 (m o+ 1x + {m + 1) tenha um zero real duplo, c) X1 e X2
Xg X1
. » I a 3
&5 Dzetermmar as vaforeszde m para que a equacio L 4 (xl)s e (xg)
X"+ {3m + 2x + (m* + m + 2) = 0 tenha duas ralzes reais iguais. '
. A.193 Determinar m na equagio mx> - 2(m - 1)x + m =0  para que se tenha
A.186 Determinar os ve;lores de m para que a fungdo X1 4+ X2 .4 onde x; & xy sdo as rafzes da equagdo.
fix} = (m + 1x® + {2m + 3)x + (m - 1) ndo tenha zeros reais. X3 Xy
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VI. MAXIMO E MINIMO

172. Defini¢do

Dizemos que o nimero ym € Im(f) (y,, € Im(f)) é o valor de méximo
(minimo) da fungdo y = f(x) se, e somente se, yM Z Y (¥m <yl para
qualquer y € Im(f) e o valor de xy € D(f}) (x,, € D(f)) tal que yp = fixpm)
lym = f{xy,)) & chamado ponto de maximo (minimo) da fungdo.

173. Teorema

“A funcdo quadritica y = ax? + bx + ¢ admite um valor méximo (minimo)

__A — "
y = 2 em Xx = % se, e somente se, a <0 (a> 0)".

Demonstracéo

Consideremos a fungdo quadritica na forma candnica

b, A
= + =)} - = 1
y = allx 2 " 2z (1
Considerando que (x + 3)2 >0, ¥xE R e A para uma dada
2a 432

funcio tem valor constante, entdo y assumirg valor maximo (minimo) quando
a<0 (a>0) e a diferenca

L)Z_ a

+
(x 2a 43?2

for a menor possivel, isto é

b2 -b
+ — = = _———
(x Za) 0 = x 7%

Substituindo x = ;—b em (1) temos
a

_ b b 2 A 2
zal|{~ — = - = | = -
Y l 2a * 2a) 4a2] alo

A ] _—-é"
432 4a
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174. Exemplos

-~ 19) Na fungio real f(x} = 4x? - 4x -8 temos: a=4, b=-4, c=-8

e A= 144,

Como a =4 > 0, a funcdo admite um valor minimo:

A -144

= — = ——, isto & = -9
YM 43 4 . 4 r | an
o 4 1
b g
xm=z=——-2.4, Isto e: Xm—i.
3 _ 3
20} Na fungdo real f(x) = -x® + x + e temos: a=-1, b=1, ¢c= T
e A=4.
Como a = -1<0, afungio admite um valor maximo:
-A -4 . .
= =2 - " istoé:r ym =1
L P TR
em
-b -1 . . 1
= — = ——, isto é: Xy = —
™M T 2 T 21 2

Vil. VERTICE DA PARABOLA

175. Definigdo
A

O ponto V(:l2 2) & chamado vértice da parébola representativa da
22’ 4a

fungdo quadratica.

EXERCICIOS

A.194 Determinar o valor méaximo ou o valor minimo, e o ponto de méximo ou O ponto

de minimo das fungBes abaixo, definidas em
a) y = 2x2 + bx b) y
) y=4x2 -8x + 4 dt y
e} y = -x2 +5x -7 fl y

R.

= -3x2 + 12x

7 ]
=x2 - L x + =
¥ 32 2
B L

2 3

ST
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A.195 Determinar o valor de m na fungio real

minimo seja é.
3

flx} = 3x2 - 2x + m para gue o valo

A.196 Determinar o valor de m na fungdo real fix) = -3x2 + 2{m - 1)x + {m + 1) pan:
que o valor méximo seja 2.

A.197 Determinar o valor de m na fungdo real f(x) = mx2 + (m - Nx + {m + 2) pari
que o valor maximo seja 2.

A.198 Determine o valor de m na fungdo real fix)

=(m-1x2+{m+ 1)x - m pan
que o valor minimo seja 1.

A.199 Dentre todos os nimeros reais de soma 8 determine agueies cujo produto & maximo

Solugdo
Indicando por x e z esses nimeros e por ¥ © seu produto, temos:

x+z=28 y = X2,
Como precisamos ficar com uma s6 das varidveis x ou z, fazemos

x+z=28 = z =8 - x
€ portanto

Yy =x+*2 =y =x(8~-x) =y =-x+ 8x

Como a=-1<0, y & maximo quando

x-2. . 3 . _a
2a 2-(-1)
Substituindoem z =8 - x vem 2

=4,
Logo, os ndmeros procurados sdo0 4 e 4.

A.200 Dentre todos os nimeros reais x e z tais que 2x + z = 8 determine aqueles cujo
produto é maximo.

A.201 Dentre todos os retdngulos de perfmetro 20 cm, determine o de drea maxima.

A.202 Dentre todos os nlGmeros de soma 6 determine aqueles cuja soma dos quadrados é
minima.

A.203 Determine o retdngulo de drea méxima localizado no primeiro quadrante, com dois
lados nos eixos cartesianos e um vértice na reta Y = “4x + 5,

A.204 E dado uma folha de cartolina como na
figura ao lado. Cortando a folha na

6
linha pontilhada resultard um retangulo.
Determinar esse retingulo sabendo que L]
I - —Y—H
a drea & midxima,

8

A.205 Determine o retdngulo de maior drea contido num triangulo equititero de lado 4 cm,
estando a base do retdngulo num lado do tridngulo.

132-A

A.206 Num tridngulo isésceles de base 6cm e altura 4 cm estd inscrito um retangulo.
Determine o retingulo de 4rea méxima sabendo gue a base do reténgulo estd sobre
a base do tridngulo.

A.207 Determinar os vértices das pardbolas:

aly=x2-4 b} y = -x2 + 3x
1 3
el y = 2x2 - 6x + 2 d)v=-x"+—2"+§
7
e)y:—x2+x--§ f)y:xz—ax—2

Vil IMAGEM

176. Para determinarmos a imagem da fungdo quadrdtica, tomemos inicialmente
a funcdo na forma candnica:

b 2 A
- + -
fix) = allx +—2) —4a2]
. b A b .2 >0 ;
ou seja f(x) = alx + z)z " Observemos que (x + _Za) = para

qualquer x € IR entdo temos que considerar dois casos:

12) caso
a>0 = alx + ?b-)z > 0 e, portanto:
a

AsA

b2 _
y-a(x+-§;) 4a 4a

29) caso

a<0 = alx + —éb—)z < 0 e, portanto,
a

by A LA

—_—

y:a(x+ 4a\4a

Resumindo:

a>9 wv?—}%, ¥x € R

a<o0 =>v<—'4%_. ¥x € R.
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177. Provemos agora que a imagem da funcdo quadritica f{x) = ax? + bx + ¢ ¢
Im={yEIR|y>jT§—} para a> 0

e

|m={yEIR|y<;44—-} para a < 0.
a

Vamos provar sé para o caso em que a > 0.

Para provarmos que a imagem da fungio f(x) = ax? + bx + ¢ &
Im={y € R|y = —;’%} para a > 0, devemos mostrar que qualquer que
seja vy € Im existe x € R tal que y = ax? + bx + c.

De fato, seja y € Im, entdo podemos escrever

b 2 A
= + — -,
v =alx 2a ) 43
ou seja:
A b .2
+ — = + 1
Yt alx 2a) (1
-A A . . .
Como vy > e temos y + % 2 0, isto é, o primeiro membro da

igualdade (1) é ndo negativo, logo o segundo membro também o serd, isto &,
a(x + _b.)2 =0
2a

e como a-> 0, temos:

b2
+— =0
tx 2a)

que é uma inequacdo do segundo grau com solugio x € |R.

178. Exemplos

12} Obter a imagem da funcio f de IR em IR definida por f(x) =
= 2x? - 8x + 6.

Na funcdo fi(x) = 2x2 - 8x + 6, temos:

a=2 b=-8B¢e c=6
logo:

A=b*-4dac=1(-8%-4.2.6=16
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= -2,

-16

4.2
Como a=22>0, temos: Im(f) = {y € R |y > -2}

e portanto:

A -6
4a .

29) Obter a imagem da fungdo f de R em R definida por

2
fa) = - X 4ox- 8
3 3

. x2 5
Na fungio fix) = - = + 2x - =, temos:
3 3
1 5
=-—, b=2 = - =
a 3 e c 3
logo:
1 5 16
A=b>-4dac=22-4.(-)(-2)= 1B
b ac = 2 { 3)( 3) 9
e portanto:
- 18
4__ 9 _4
4a -1 3
4( ==
(3)

Como a=—%<0, temos: Im{f) = {y € Rly <

AT
(-

EXERCICIOS

A.208 Determinar.a imagem das fun¢des definidas em IR:
al y = x2 - 3x
bl y = -x2+ 4
c) y=3x2 -9x + 6
d y=-4x2 + 8x + 12
e y = —x%+ %x+1

1
f) = = x2 + x + 1
¥=2

A,209 Determinar m na fungdo f(x) = 3x2 - 4x + m definida em IR para que a imagem
seja Im={y € Rly>2}

2 -
A.210 Determinar m na fungdo fix) = - X omx - -12— definida em R para que a imagem
seja Im ={y€ R|Y<7}-
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IX. EIXO DE SIMETRIA

Yy A

179. "0 grafico da fungdo quadratica
admite um eixo de simetria perpendicular
ao eixo dos x e que passa pelo vertice'.

Os pontos da reta perpendicular ao
eixo dos x e que passa pelo vértice da

pardbola obedecem a equacdo x = ;—b—
a

pois todos os pontos dessa reta tem

abscissa :E .
2a

Para provarmos que a pardbola tem eixo de simetria na reta x = _;_tl

a

devemos mostrar que dado um ponto A(-g-)- -r,vy), com ‘r€ IR, pertencente
a

ao grafico da fungdo, existe B(;—b + r, y} também pertencente ao grafico da
a

fungdo.
Tomando a fungdo quadrética na forma candnica
2]

b
f(x) = ali{x + 7a)2 i

e considerando que A(:.b_ -r,y) pertence ao grafico da funcdo temos:

2a
-b -b b .2 A 2 A
=f("2 - = a[(=2 - 2 21 al{n? - 21 =
y (2a r) a[(2a r+2a) 4a2] al(-n) 481]
B 2 _ A _ -b b2 _ A =f~b
= alln) 4a2] ‘ all 2a ey 2a) 4a2] (23 tn

provando que B(;—b + r, y) também pertence ao gréfico da funcdo.
a

X. GRAFICO

180. Para fazermos o esbogo do grafico da funcio quadratica f(x} = ax? +bx +¢,
buscaremos, daqui para a frente, informagGes preliminares que sao:
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19) O grafico & uma parabola, cujo eixo de simetria é a reta x =

perpendicular ao eixo dos x. 2a

2%) Se a>0 (a<0), aparabolatem a concavidade voltada para cima
{baixo).
3%) Zeros da funcdo

Se A >0, a pardbola intercepta o eixo dos x em dois pontos distintos

VA o . P2<"b+2— VA o)
a

pf-va

2a

Se A =0, a pardbola tangencia o eixo dos x no ponto P(—_ZE-, 0).
a

Se A <0, a pardbola ndo tem pontos no eixo dos Xx.

49) Vértice da parabola é o ponto V(_—b, -4

7 —4—) que é maximo se a <0
ou é minimo se a > 0. @ a

Seguem-se os tipos de graficos que poderemos obter:

a >0 a >0 \ a >0
y“ e e y e
A>0 A=0 \ Ao
I ! I
\ | | |
o] @ 1 |
o s 1 ;
2 E I |
o @ I
| | M
PW": v x ; x
Ly F
vi . vy 4
| i
v | !
"1/4!\"2 Y N 3 .
T bl 1 bl
| : X 1 x
I iV
I |
[ E I
| | |
| | |
/ I ] !
a <o a <0 a <0
e e ]
A>0 A=0 A<0
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EXERCICIOS

A.211 Fazer o esbogo do gréfico da funcdo y = x2 - 4x + 3.

Solugdo

Concavidade

Como a =120 a pardbola tem a concavidade voltada para cima.

Zeros da fungdo

x2 -4x+3=0 = x=1 ou x-=23

Os pontos no eixo x sdo P({1, 0) e P,(3, 0

Vértice
Em y = x? - 4x + 3, temos
a=1 b=-4 ¢c=3 ¢ A-4

-b 4 A -4
como —— = —— =2 e __— = __"_
2a 21 4a P

o vértice ¢ VI(2, -1),

Gréfico

Observe que a pardbola sempre inter-
cepta o eixo y. Para determinarmos
onde o faz, basta lembrar que o ponto
situado no eixo y tem abscissa nula,
fogo yi0} =02 -4.0+3=23, isto
é, 0 ponto no eixo y & (0, 3).

Determinado o ponto onde a pardbola corta o eixo Yy, podemos determinar um outro
em relagdo a reta

ponto (4, 3) da parabola, simétrico a
de simetria da pardbola).

.0

A.212 Fazer o esbogo do grifico da fungdo y = -x2 + 4x - 4,

Solugdo

Concavidade

L' /(3,0
12, -1)

Como a = -1 < Q a pardboia tem a concavidade voltada para baixo.

Zeros da fungdo

X2 +4x-4=0 = x=2

A pardbola admite um Gnico ponto no eixo x que é P - (2, 0).

Vértice

X

{eixo

Considerando que a parabola admite um (nico ponto no eixo x, entdo esse ponto

é o vértice da pardbola.
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Gréfico y
{2, 0}

L _ -

e simetria __ \

0,-4)F (4, -4)

eixo

A.213 Fazer o esbo¢o do grifico da fungdo vy =
Solugao

Concavidade

=

x2 + x+ 1.

Como a = 15 > 0, a parébola tem a concavidade voltada para cima.

Zeros da funcéo
1

A pardbola ndo tem pontos no eixo dos x.

-2-x2 +x+1=0 =A=-1<0 =>¢ra|‘zes reais.

‘Viértice
Em y = %x2+x+ 1= temos:
a- % b=1 c=1¢e A=-1.
Como 2 __ =1 "4 . AL = 1, o vértice ¢ v(-1,
1 4a 1 2
2.2 4L
2 2
Gréfico R
@
E v
o
-]
o
X
l
(-2,1) r 0, 1)
-
(4,21

A.214 Construir o grafico cartesiano das fungdes definidas em IR:

al y=x2-2x-3 b) y
1 1
= X2 + —x + — d)
o v X 2x 2 v

e)v:x2-3x+%— iy

h)
gy =-x2+x-1 v

4x2 - 10x + 4
-3x2 + 6x - 3

)
2

)
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XI1. SINAL

181. Consideremos a fungdo quadrética
fix) =ax? +bx +c¢c f{a+0)
e vamos resclver o problema: “para que valores de x € IR temos:
a) f(x) > 0; b} fix) < 0; c) f(ix) = 02"

Resolver este prablema significa estudar o sinal da fungdo quadratica par:
cada x € IR.

Na determinacdo do sinal da fungdo quadratica, devemos comegar peic
céilculo do discriminante A, quando trés casos distintos podem aparecer:

a) A<O b) A =20 et A>0

Vejamos como prosseguir em cada caso.

182. 19 Caso: A <0

Se A0 entic -A > 0.

Da forma candnica, temos:

asfla) = 2 llx + = )2+( )] = a-f(x >0, ¥x € R
positiva "‘—..W—a—’
{ndo negativo) ﬁ,
positivo
Isto significa que a fungdo f(x)} = ax* + bx + ¢, quando A& <0, tem
o sinal de a para todo x € IR, ou melhor:

a>0 = fix) >0 ¥x€ IR
a<0 = fix) <0, ¥xE€ IR

A representacdo grifica da fungdo f(x} = ax® + bx + ¢, quando A <0
vem confirmar a dedugdo algébrica.

fx)< 0 X

fix) >0 /_\
X
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Exemplos

19) fix) = x2-2x + 2 apresenta A =(-2)>-4.1.2=-4<0Q e,
como a=12>0, concluimos que

fix) >0, ¥x € R.
29) f(x) = x>+ x -1 apresenta A =12 -4.(-1)-(-1) = -3<0
e, como a=-1<0, concluimos que

fix) <0, ¥x€ R.

183. 29 Caso: A =0
Ba forma candnica, temos:

- flx) = a’[(x + —-)2

- a?(x + 22
a

_0_
positivo (nao negatwo) zero
entdio a-f(x) 20, ¥%¥x€ R.

Isto significa que a fungdo f(x) = ax? + bx + ¢, quando A = 0, tem

o sinal de a para todo x € R - {x;} sendo x, = ;—b- zero duplo de f(x),
a
ou melhor:

a>0 = fx) >0,% x € R
a<0 =1fx}<0,¥xER

A representacdo grafica da fungdo f(x) = ax? + bx + ¢, quando A - 0,
vem confirmar a deducdo algébrica.

-

x
fix} <0 X[ =X fix) <0
f(x) >0 Xy = Xz flx} >0
x
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Exemplos

19) f(x} = x2 - 2x + 1 apresenta A={-2)*-4.1.1=0, entdo f(x)
tem um zerc duplo x; = b =1 e,como a=12>0,

{f(x)>0, ¥x€ R -{1}
fix =0 se x=1

concluimos:

29)

f(x) = -2x2 + 8x - 8 apresenta A = 82 - 4{(-2) . (-8) = 0, entdo
f(x) tem um zero duplo para x,

— =2 e, como a=-2<0, concluimos
a

fix} <0, ¥x€.R-1{2}
fix) =0

se X =2

184. 39 caso: A > 0

Da forma candnica, temos:

Cf(x) = 22 by (VApy_ b, Va L_¥a
af(x)ma[(x+za) (ga)]_a[(X+2a+2a W 2a)]
grau é:

Lembramos que a formula que da as raizes de uma equacio do segundo

g £-Va
x=_b'+'— 'Aistoé 2a

2a e BtVAa

= —

2a

fica evidente que a forma candnica se transforma em:

af(x) = a2[(x - 2oV By L DEVAN an i - x).
2a 2a
O sinal de a « f(x)

depende dos sinais dos fatores
Admitindo x; < x;,

(x - %) e {x-x3).
temos que:
x Xy X2
1) se x < x; +- } : , temos:
X - Xl < 0
X < X < xg=> e

= a.f(x} =a%.(x-x){x-x)> 0
e
X -% <0

® o b
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X1 X X3
2) se x; < x < X t t —+ , temos:
X-%x >0
X < x < xg = e

= a-f(x)=aztx~w£&rﬁ)< 0
X—X;(O é) G‘_) é
X

-3
T

> , temos:

xy
3 se x> xy

;
+

X2

x -x; >0
e = a.f(x) :aZJx—x.)(X—Xz)> 0
X‘X2>0

® & b

X Xy > Xy =

Isto significa que:

1) O sinal de f(x) é o sinal de a para todo x, tal que x < x;
X > X3,

ou

2) O sinal de f{x) é o sinal de -a para todo x, tal que x, < x < X;.
Em resumo:

X = X3 X = X2
X<X1 -~——— o x1<K<X2 —-———— Y aiuiming X>)(2
N7 \
b o - X
f(x) tem o T f(x) tem o ‘V’
sinal de a 0

fix) tem o
sinal de -a

0 sinal de a
O grafico da funciio f(x) = ax® + bx + ¢, quando A > 0, vem confirmar
a deducdo algébrica.

X1®x2
— - X
i(x) <0 fix) <0
fix) >0 fix) >0
xIsz ;

Exemplos
19)

fix) = x2 - x - 6 apresenta A = (-1)2-4.1.(-6) = 25 > 0,
entdo f(x} tem dois zeros reais e distintos:

)(:_b_'A=1-5=—2e
! 2a 2

. brVA _1+5
2 2a 2

=3
g, como a=12>0,

concluimos que:
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f(x) >0 para x<-2 ou x>3
fix} =0 para x =-2 ou x =3
fix) <0 para -2 < x <3

20) f(x) = -2x* + 3x + 2 apresenta A = 3% - 4.(-2)+2 = 25, logo
f{x) tem dois zeros reais e distintos:

b+vVA -3+5 1 b -vA _ -3-5
Xy = = =-— & Xz= = = 2
2a -4 2 2a -4
e, como a = -2 <0, concluimos que .
fix) <0 para x<—%~ ou x> 2
fix} =0 para x = -;— ou x =2
f(x) > 0 para ——12-—< x < 2
EXERCICIQ

A.215 Estudar os sinais de cada uma das fungles do exercicio A 274.

XIl. INEQUAGAO DO 22 GRAU

185. Se a # 0 as inequagbes ax?+bx + ¢ > 0, ax+bx +c¢ <0,
ax? +bx +¢c >0 e ax?+bx +c¢<0 sio denominadas /inequacdes do 29
grau.

Resolver, por exemplo, a inequagdo
ax? + bx + c> 0
é responder a pergunta: “‘existe x rea! tal que f(x) = ax? + bx + ¢ seja positiva?"”

A resposta a esta pergunta se encontra no estudo do sinal de f(x), que
pode, inclusive, ser feito através do grifico da funcdo. Assim, no nosso exemplo,
dependendo de a e de A podemos ter uma das seis respostas seguintes:
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]

a>0 e A<O a>0e A=0 a>0eA>o/

X ’L X
X1 =Xz Xl\/"z
S=R 8= xER I xFx} S={xER | x<xjoux>xy)
a<0e A>0
a<0 e A<O X a<0e A=0 x

/N

S={x€lﬁixl<x<xz}

;-8 .-g

EXERCICIOS
Ay

A.216 Resolver a inequagdo x2 - 2x + 2 >0,

Solugdo

Considerando f{x) = x2 - 2x + 2, temos

a-1>0 e A=-4<0 entio

fix) >0, ¢ x € R.

Como a inequacdo & f{x} >0, vem:

S =R, X

A.217 Resoiver a inequagdo x2 - 2x + 1 0.

Solugdo Ay

Considerando  flx} = x2 - 2x +-1,

temos a=1>0 A=0 eo zero

duplo x = b 1, entdo

2a

{f(x)>0 ¥xe R -1{1}

f{ix} = 0 se x =1

Como a inequacao é fix) << 0, vem:

s-{1}

pry
x
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A.218 Resolver a inequagdo —2x2 + 3x + ¥320. A.221 Resolver em IR as inequagbes:

al {1 -4x2).1(2x2 + 3x} >0

. iy b) (2x2 - Ix + B) - (2x2 - Ix + B} K0
Considerando  fix) = -2x2 + 3x + 2, c) (x2 - x -6 {-x2+2x -1) >0
temos a = -21<0, A=25>0 eos ) (2 + x - B) ~ (ox? - 2x + 3) 20

Solugdo

zeros x|‘=-§ex2=2, entdo e) x3-2x2 - x+2>0
f 3 _ 2 4+ —-
fix) <0 para x<-;—ou x>2 bo2x Bx x-3<0
. MAPOFEI-71) E d fungé = (2x2 - 9x - 2 _2x + 2).
fx) - 0 para x - Y ow x-2 1 A.222 ( ) ada a fungdic y = (2x 9x - 5){x x + 2)
2 -3 2 Determinar:
1 - ,
Hx) >0 para "3 <x <2 x a) 0s pontos de intersecgio do grafico da fungdo com o eixo das abscissas.
b} o conjunto dos valores de x para os quais y << 0.

Como a inequacdo & fi{x} >0, vem:
2x2 + x - 1

5 3 = 0em IR.
X - X

S={xe R|- -15 <x <2} A.223 Resolver a inequagio

. Solugiéo
A.219 Resolver as inequagdes em R:
Analisando os sinais do numerador e do denominador, temos:

al x2 ~3x+2>0 b) -x2+x+6>0 1 1
- o X
c) -3x2 -8x +3 <0 d) -x2+§x+10>0 > { ° 2 -
! 2 flx)=2x“+x-1 + o - 0 +
&) Bx2 - 14x + 3 <0 f) ax2 -4x + 1 >0 | 0 2 x
g x2 -6x+920 hl -4x2 + 12x -9 >0 glxd = 2x - x2 | - 0 + 0 -
. 9 _3x2 _
it x4+ 3x+7>0 i} -3x% +3x -3 <0 Fazendo o guadro-quociente, vem 1
k) 2x2 - 4x + 5 <0 D -les 1Sy -1 0 2 2 x
3 2 4 - - - S -
flx) = 2+ x - 1 0 - - 0+ s
A.220 Resolver a inequagBo (x2 - x - 2)(-x2 + 4x - 3) >0 em R, 4 |
Solugdo gix) = 2x - x* - , _ 0 + E " 0 ~
Analisando os sinais dos fatores, temos: f(x) :
gix) - 0 + . - 0 + i -
| -1 2 x e A O ———— G- - oo
- . . _ 1
flx) = x2-x -2 | + 0 - 0 + ! 0 2 2
x
| 2l 3 - s={xER|x<K1 ou 0<xg_%ou x> 2}
g(x):—x2+4x-3I - 0 * 0 -
Fazendo o quadro-produto, vem A.224 Resolver em IR as inequagdes:
-1 1 2 3 x 2 - Ox2 _
) = x*-x -2 + 0 - : - 0 + : + X X x
r . ’ 2+ 2x 2 - 3x
: ' o) ==X =g d 2.2 3% 0
glxt = -x*+ 4x -3 - : - 0 + ‘ + 0 - x2 +6x+6 22+ 3x - 2 <
x2 + 3x - 16 2x2 + 4x + 5
f(x) » gix} - 0 + 0 - 0 + 0 - el X2 ¥ 7x - 10 =1 f 3x2 + Ix + 2 <-2
OMHHHHHHHHo——————— O HHHHHHO—————
6x2 + 12x + 17 (x +1)3 _1
——r T > -1 L B
S-{xERI-1<x<1 ou 2<x<3} 9 2x2+7x - 5 7 h {x - 1)3 +1 >
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A.225 Resolver as inequagdes: ' 187. Exemplo
al 4 < x2-12 < 4x

bl X2 + 1 < 2x? - 3 < -6x Determinar m de modo que a fungdo quadratica

9 0<xt -3+ 2<E fx) = mx2 + 2m - 1ix + (m + 1) seja positiva para todo x real.
d) Tx + 1 < x2 4+ 3x -4 < 2x + 2 Devemos ter simultaneamente A << 0 ¢ a > 0, portanto

el 0<x2+x+ 1< 2

fl 4x2 - Bx + 4 < 3x2 - Bx + B < x? + 3x - 4 190 A =bT-dac = 2m - 1 -4 me(m o+ 1) =

. ) . 4m2~-4m+1—4rr]2—4m:—8m+1<0::»m>l
A.226 Resolver os sistemas de mequa(;o:as: 8

\ {x2+x-—2>0 o {x2+x—20{0 e
a
2 _ -
3x - x2 <0 x*-4x - 21 >0 %) a=m>0=m2>0
o {1 +2x >0 a {—2x2 -x+ 120 Como as condicbes sdo simultaneas, concluimos que
-4x% + 8x - 3 <0 4x2 - 8x + 3 K0 :
(H{x) >0, ¥ xE R} <= m> —.
~A.227 Resolver a inequacac x* - 5x2 + 4 =0 em IR. 8
Solucdo |
EXERCICIOS
Fazendo 7 - x2 temos
22-52+4>20 = 2<1 ou z24 A.229 Determinar m para que se tenha para % x € R.
mas z = x?, portanto: a x>+ 2m - 1x + (m2 - 2) >0 bl x2 + (2m + 3x + (mZ + 3) 2 0
2
x2 <1 ou x224) = (x2-1<0 ou x2-4320 = ch x% - mx +m>0 dl x4+ (m+ 1)x +m >0
={-1 <Kx<K1 ou x<K-2 ou x=2) e} ~x2+(m+2)x—(m+3)>ﬂ f) fm - 11x2 + 4(m - H)x + m >0
2 2
fogo S-{xERIx<KL-2 ou -1 <x<1 ou x 22} gl mx2 +{m - 2)x + m K0 h) mx2 + {im+ 3lx + m =0
odm 4 1)x2 - 2(m - 1)x + 3(m - 1) <0 im2 - x4+ 2im - 1x + 1 >0
A.228 Resolver em IR as inequacdes:
. 2
al x4 - 10x2 + 9 <0 b x* -3x2 -4>0 A.230 Determinar m para que se tenha 2‘_:;%:_}’:_” <2 para M x € R,
cl x* +8x2-9<0 d) 2x% - 3x2 + 4 <0
e} x6 - 7x3 -83=0 f)l 3x4 -5x2+4 >0 Solucao

Considerando que x? + x + 1 & positivo para qualguer x real, multiplicamos
x2 4 (m+ 1)x + 1 :

ambos os membros de 3 <2 por (x2 4+ x + 1), mantendo a
x4 + x + 1
desigualdade.
# Xlll. TEOREMA N
P —————————— Entao:
. 2
x¢ + €2m++ 1+l><1+ 1 <2¥ xE R
186. A condicdo necessiria e suficiente para que o trindmio do 29 grau x>
f{x) = ax? + bx + ¢ tenha sinal constante em IR é que A < Q. = o2t m A+ Nx+1 <22+ x+1), ¥xC R >
Este teorema é uma conseqgléncia das propriedades de sinal de = Xt m-1x-1<0, % xE R
f{x} = ax? + bx + ¢ ja estudadas. Observemos que: Devernos ter A <0, portanto:
A A<0 e a>0 = flx) >0, % xC R A m-1? cae it () - m? i 2m -3 <0 = << 3,
* b A<O0 & a<<0 = fix}<0,%¥x€ R Resposta: -1 < m < 3.

S
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A.231 Determinar m para que se tenha para % x € R:

24+ mx + 1 x2 - mx + 2

g XTMX TR py X mxt 2

x2 + 1 < ) X% . x +2 > m

o X x + m -3 x2 + mx - 2
x2+4 X2+1 < X2 —X+__1 <2

X xav. COMPARAGCAO DE UM NUMERO REAL COM AS RAIZES

DA EQUAGAO DO 29 GRAU

188. Comparar o nimero real a &s raizes reais x, < x, da equacdo do 29
grau ax® + bx + ¢ = 0 é verificar se:

P

Na<x;<x, (& estd 3
2} x; < a < xy (0 estd entre as raizes)

esquerda de x,)

3} x; € % < a (o estd a direita de x;)
4 o =x; ou o=xy (o éuma das raizes)
sem calcular as raizes.

Sendo f(x} = ax* + bx + ¢ uma fungdo quadrética, cuja regra de sinal ja
discutimos neste capitulo, temos que:

a) se o estiver 3 esquerda de x; ou i direita de x,, o produto a- fla)
é positivo, isto é: a (coeficiente de x?) e fla) = aa® + ba + ¢ tem o mesmo

sinal,
a>0
\f(a) >7
a *i

flae) <0
a<0

b} se « estiver entre as rafizes x; e X; {x; # X} o produto a- fla)
é negativo, isto é: a e f{a) tem sinais contrérios.

a>0
fla) <0 :

A

f a<o0 \
fla) >0
é zero de f{x), emdo a-.fla) = 0, pois fla} =

c) se «
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189. Resumo

Conhecendo a posigdo de o« em relagdo as raizes reais %, e X, de
f(x) = 0, temos que:

Na<xy<x, = a-fa) >0

2 xy<a<x, = a-flag <0

Axy<xy<a = a-fla) >0
» 4) o =x; ou a¢=x, => a-fla) =0

Observemos que nos casos 1, 3 e 4 o discriminante & A > 0 enquanto
que no caso 2 temos A > 0.

Inversamente, conhecendo o sinal do produto a- fla), que conclusdao
podemos tirar da existéncia de raizes reais da equagdo f(x} = 0 e qual a posigdo
de o em relagdo as mesmas raizes?

E o que veremos em seguida.

190. Teorema 1

Se a-fla) <0, o trindmio f{x) = ax® + bx + ¢ tem zeros reais e dis-
tintos e o estd compreendido entre eles.

H{a:fla) <O T{A>0 ¢ x;<a<xy

Demonstracdo

19) Se fosse A < 0, teriamos: a-flo) >0, % ¢, a € R
0 que é absurdo, pois contraria a hipotese a . f{a) < 0.

Concluimos, entdo, que A > 0, isto é f(x) tem dois zeros x; e x;,
reais e distintos.

29) Se o real « estiver 3 esquerda de x; ou a direita de x, ou for
um zero de f(x}, teremos a- fla) = 0, o que contraria a hipdtese a - (o) < 0.

Concluimos, entdo que o estd compreendido entre x; e Xj.

Exemplo
Comparar o nimero 1 as rafzes da equagdo 3x2 -bx + 1 =0,

Temos a=3, a=1 e fix) =3x2 -5x + 1, entio
a-fa) =3-f{1) =3-(3-12-5.1+1)=-3<0,

Conclusio: A>0 e x; <1< x,.
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191. Teorema 2

Se a-fla) >0 e A >0, entdo o estd a esquerda de x, ou 2 direita
de x;.

a'f((}f)>0 C¥<X1<x2
H ou T ou
AZz20 X < x< «
Demonstracao

Se A>0 e x < &< xy, entdo a- fla) <0, o que contradiz a
hipotese a - fla) > 0.

Se A=0 e a=x,=x,, entio a-fla) =0, o que também contradiz
_a hipotese a. fla) > 0.

Concluimos que o < X; < x5 ou x; < x3; < o

Notemos que, se a-fla) > 0 e A > 0, o teorema 2 garante que
o /E( fx;, x,], mas ndo indica se o estd a esquerda desse intervalo {a<x; < x,)

ou a direita dele (x; < x, < a). Para verificarmos qual dessas duas situacdes .

estd ocorrendo, devemos comparar a com um namero qualquer que esteja entre

, - . - , S X+ x -
as raizes. Para facilitar os cdlculos vamos utilizar o nimero 5= ‘—2-3 = -i«l-)_
a

que é a média aritmética das raizes x; e x,, pois:

X1+X2

5 <x2=>x1<%<x2

X] K Xy = x; <

-b - .
—, temos duas possibilidades a examinar:

Calculando
2a

5
2

19 se o <
a esquerda de x,;

entdo ¢« esta a esquerda de % e, conseglientemente,

X X2

Y

a<—§—==aa<x1<x2 a %

23 se o > % entdo, « estd a direita de % e, consegilentemente,

a direita de x,;
3 X3

a>%=>x1<x2<a S a
2
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Exemplos

19} Comparar o nimero 1 as raizes da equagdo 3x* + 4x - 3 = 0.

A=-4-4.3.(3 =52>0
a+fla) =3-7(1) =3.(3+4-3)=12>0

S b )
2 5 3 St=e

= x; < X3 < 1

2%}  Comparar o n(imero O com as ralzes da equacdo 4x% - 6x + 1 =0.

A=(-62-4.4.1-20>0

a

S_b_34y

2 2a 4
192. Resumo

Se f(x) = ax® + bx + ¢ apresenta zeros reais x
real que vai ser comparado a X; e X,, temos:

T-1
a)a-fla) <O0—= x; <a<x,

b) a-fla) = 0 =—= @ & uma das rafzes

o <X < x; se o<

cla-fla) >0 e A2 0 =
XIQX2<

EXERCICIOS

cfla) =4-f(0)=4-1=42>0 = 0 < x; < x

1 € X7 € a éum nimero

o se o>

N[ N(»

A.232 Determinar m de modo que o numero 1 esteja compreendido entre as rafzes da

equagde: mx2 + (m - 1)x - m = 0,

Solugdo
Considerando  f{x) = mx2 + {m - 1)x - m.

Para que acontega x; <1 <x, onde, x; e x3
mx2 + m - 1)x -~ m = 0, devemos ter:
af{1} <0 = mlm+1* + (m-1-1-m] <0
ry e
f{1)

= m-em-~-1) <0 = 0<m<1
Resposta: 0 < m < 1.

sdo as raizes reais de
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A.233 Determinar m de modo que o namero (& esteja compreendido entre as rafzes da
equagdo:

al mx2 +(2m -3)x+m-1=20 e a=2
bl im-1x2+2m+1x+m=0 e o=-1
e mx2+im-1Nx+m+2 =0 e @=0
d) (m?2 - 12+ m=-3)x+m+1=0 e a=1

A.234 (MAPOFEI-75) Determinar os valores de m na equagdo x2 +(m -2)x+1-m=0
de modo que o nimero real 2 esteja compreendido entre as ralfzes.

A.235 (MAPOFE|-74) Determinar m para que a equagdo: (m - 2}x2 -3mx + (m+ 2) =0
tenha uma raiz positiva e outra negativa.

A.236 Determinar m de modo qgue a equagdo mx? - (2m + 1)x + 2 + m = 0 tenha
rafzes reais tais que -1 <x; <xj3,
Solugdo
Considerando  f{x) = mx2 ~ (2m + t)x + 2 + m.

Para que aconteca -1 <{x; <{x3, onde x; e xy s30 as rafzes reais de
mx2 - 2m + 1)x + 2 + m = 0, devemos ter:

a-fl-11>0 , A>0 e g > 1.
Analisando separadamente cada condigdo:

1B acf-1) >0 = m+[ml-1)2 - Zm+1)-{-N +2+m] >0 =
—_ S —

a £{-1)
= me(dm+3) >0 = m<-% ou m >0

22) A>0 = (2m+1)2-4-m2+m) >0 = -4m+1>0 — m<%,

S s =Ml S 2mtY Ly s AMET S
2 2m 2m 2m
1

= m<—3 ou m >0.

Representando os valores encontrados sobre um eixo

22
4 o
(@ F11) > 0 oo - oo m
(& >0 SO - m
1
. 1
(3 710 A S —

Como as trés condigbes sdo simultaneas, fazendo a intersecgdo dos intervalos acima
vamos encontrar: |

m<-% ou 0<m<% que & a resposta.
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A.237 Determinar m de modo que a equagdo {m - 3}x2 + 2im - 2)x + m + 1 = 0 tenha
rafzes reais tais que x; < x3 < 1.

A.238 Determinar m de modo que a equacdo (m - 1)x2 - mx ~ 2m - 2 = 0 tenha
rafzes reais tais que -1 <x; <xa3.

A.239 Determinar m de modo que a equacgdo do 29 grau mx? - 2{m + Jx + m+65=0
tenha raizes reais tais que 0 < x; <<x; < 2.

A.240 Determinar m para que a equagdo do 2% grau mx2 - 2lm + 1)x + m + 5 = 0
tenha raizes reais tais que x; <0 < x5 < 2.

A.241 Determinar m para que a equagdo do 2% grau 3x2 - 2(m+ 2)x + m2 -6m + 8 = 0
tenha rarzes reais tais que x; <1 <x2 < 4.

A.242 Determinar m para que a equagdo do 2% grau (Zm + 1)x2 + 2x + m+ 1 = 0
tenha raizes reais tais que 0 <x; < xy < 4.

A.243 Determinar m na equacio do 22 grau (3m - 2)x2 + 2mx + 3m = 0 para que
tenha uma Unica raiz entre -1 e O.

A.244 Determinar m na equagio do 22 grau mx2 - 2(m - 1)x - m -1 = 0 para que
se tenha uma Gnica raiz entre -1 e 2.

XV. SINAIS DAS RAIZES DA EQUACAO DO 29 GRAU

Estudar os sinais das rafzes de uma equacdo do 29 grau é comparar o nime-
ro zero as raizes x; e X, da equagdo dada.

Podem ocorrer trés situacdes:

193. 13) as raizes sdo positivas

Neste caso, temos:

o X X
0<X1<X2 ! 2 - X
ou
0 X1=X2
0<X1=X2 » - X

De acordo com a teoria anterior, temos:

>0

A>0 e a-f0) >0 e %
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Notemos que, sendo f(x) = ax® + bx + c, temos:
ala-fl)=a-¢>0=S2>0= P>0
a

[ ,
onde P = —;— ¢ o produto das raizes da equagdo do 29 grau.

b)§>0 - $>0

onde S = - b ¢ a soma das raizes da equacdo do 2° grau.
a

Assim, sendo, uma equacdo do 29 grau tem raizes positivas somente se:
AZ2Z0 e P>0 e S>>0

isto &, se as ralzes forem reais, com produto positivo e soma positiva.

194. 23) as raizes sido negativas

Neste caso, temos:

X X 0
X1<X2<0 ! 2 - x
ou
X1=Xx [#]
X1=2(2<0 ! 2 o - X

De acordo com a teoria anterior, temos:

AZ0 e a-f(0)>0 e §<0

Isto também pode ser escrito assim:

AZzZ0 e P>0 e S<0

195. 39) as ralzes tém sinais contrérios

Neste caso, temos:
Xy <0 < x4
De acordo com a teoria anterior, temos:

a-f{0) <0 ou P<O.
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196. Exemplo

Determinar os valores de m na equacé’o.do 29 grau
m-1)x2+(2m+ N)x+m=20
para que as raizes reais sejam distintas e positivas.
Como a equagdo é do 29 grau, devemos ter, inicialmente
m-1%0 = m#1
e, se as raizes sdo distintas e positivas (0 < x; < x2}, entdo:

A > 0 (pelo fato de as raizes serem reais e distintas) ¢ S>>0 e P> 0
{pelo fato de estas raizes serem positivas).

Analisando cada condi¢do:

A=02m+ 1 -4m-1).-m-= 1
]
=8m+1>0=>m>—% A0 —————CHHHHH -
S _ b _ -(2m + 1) >0 =
a m-1 -_12_ 1
=>—%<m<1 S >0 —CHHHHHHHHHHHHo——- T
Pt " >0=
a m-1 0 1
=0<m<1 P >0 —————OHHHHHO— = ™
Fazendo a interseccdo das trés condigdes, vem 0 << m <1 que é a resposta.
EXERCICIOS

A.245 Determinar m de modo que a equagdo do 2% grau {m + 1)x2+2m+1lx+m=-1=0
tenha rafzes negativas.

A.246 Determinar m de modo que a equagdo do 22 grau (m + Nx2 +2x+m-1=0

tenha raflzes positivas.
LY

A.247 Determinar m de modo que a equacdo do 2% grau (m-2}x2 +{3m-1x+(m+1) =0
tenha rafzes de sinais contrarios.

A.248 Determinar m de modo que a equagdo do 29 grau {m - 12 + (2m + 3)x+ m =0
admita rafzes negativas.

A.248 Determinar m de modo que a equacdo do 22 grau {m2 -4)x2 + mx + m - 3 =0
admita raizes de sinais contrarios.

A.250 Determinar m de modo que a equagdo do 29 grau mx? - (Zm - 1)x+ (m -2} =0
admita rafzes positivas.
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As margens dos livros falam

Pierre Simon de Fermat nasceu na Franca e estudou Direito em Toulouse,
ai participando do Parlamento. Embora muito ocupado, encontrou tempo para
estudar Literatura Classica, Ciéncias e Matematica, por puro prazer.

Em 1629 iniciou suas descobertas matematicas depois de ter-se dedicado
a restauragdo de obras perdidas da Antigiiidade.

Baseando-se na colegdc Matemdtica de Pappus, descobriu o principio fun-
damental da Geometria Analitica: sempre que numa equacdo se encontram duas
varidveis, os pontos que satisfazem & equagio formam uma curva.

Em curto tratado, “Introducio aos lugares planos e sélidos”, di énfase ao
esboco de solugcbes de equagdes, comecando com uma equacdo linear e um sistema
de coordenadas arbitrrio sobre o qual a esbogou. Como apéndice desta obra
escreve ''A solucdo de problemas solidos por meio de lugares”’, observando a solu-
¢do de equacdes cubicas e quadraticas.

Os trabalhos de Fermat eram muito mais sistematicos e didaticos do que os
de Descartes e sua Geometria Analitica aproxima-se da atual, tendo em mente a
existéncia de mais de duas ou trés dimensdes, o que nunca conseguiu provar.

Apesar de ndo conhecer o conceito de limite, em sua obra “‘Método para

achar mdximos e minimos” aproxima-se bastante do calculoc de hoje. Também
seu método para mudar a varidvel e considerar valores vizinhos é essencial em Ang-

lise Infinitesimal, usando-o para achar tangentes de curvas. Ainda em Analise, con-
tribuiu com quadraturas, volumes, comprimentos de curvas e centro de gravidade.

Com a restauragdo do livro “A Arit-
mética”, de Diofante, muito pouco pratico
e com muitos algoritmos, Fermat passou a
desenvolver um importante ramo da Mate-
madtica, a Teoria dos Nameros, da qual é
considerado fundador e onde principalmente

#®  cuidou dos nimeros primos.

Sua matematica estava escrita em
apontamentos desorganizados, em margens
de livros ou em cartas que ele ndo tinha
inten¢do de publicar.

Fermat ¢ considerado o principe dos
amadores em Matemdtica, sempre com

R X muitas descobertas mas que perderam sua
Pierre S. de Fermat prioridade pois, devido & sua modéstia,
(1601 — 1665) quase nada foi publicado.
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CAPITULO VIII

FUNCAO MODULAR

I. FUNGAO DEFINIDA POR VARIAS SENTENGAS ABERTAS

Uma fungdo f pode ser definida por vdrias sentencgas abertas cada uma das
quais estd ligada a um dominio D; contido no dominio da f.

197. Exemplos

19) Seja a funcdo f: R— IR de-
finida. por Ay
fixy =1 para x<0 3
fix) =x+1 para 0 < x<2
fix) =3 para x = 2

flx) = 3

que também pode ser indicada por ,
fix) =1

1 se x<0O
fix) =< x+1 se 0<x<2
3 se X =2

0O seu grafico estd representado ao
lado.

29) Seja a funcdo f: R—> R de- x
finida por

f(x) = -x para x < -1
fix) = x> -1 para x = -1

que também pode ser indicada por

- < -1
fix) ={ X se X

-1 se x=1

O seu grafico esté representado ao
lado.
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EXERCICIOS . MODULO

A.251 Construir o grafico das fungdes definidas em IR:

198. Definicdo

a)f(x’i{x+1se x =0 b} 2x +3 se x =1
-x se x <0 fix} ={1 se —1<< x <1 Sendo x < IR, define-se modulo ou valor absoluto de x que se indica por
24 xse xS ix|, através da relagio
c) -2 se x £-2 d) x2 - 4x +3 se x =1 Ixl =x se x=0
f{x} =
fixt =¢{ x se -2 <<x<2 x -1 se x <1 ou
2 se x =2
- Ixl = -x se x<0
Isto significa que:
el x2 - 2x se x =0 f) -x2 + 1 se x> -2 o . . " L L,
fix) - 1 -x  se x<0 fx} = 1 se x < 2 1Y) o médulo de um nlmero real ndo negativo é igual ao proprio numero;
29 o méduio de um niimero real negativo é igual ao oposto desse nimero.
g) X2 -dx s x ZO0 h) x2-4x +3 se x 20 Assim, por exemplo, temos:
f(x):_x2_4x e x<0 f{x) = W24 Ax+3 se x <0 3 3
l+2] = 42, 1-71 = +7, 10| = O, l-gl =+ | vV2l = +v2, 1+V/3i = +/3
A.252 {MAPOFEI-74) Esbocar o grafico da funcdo .
x-1 se x =2 ) .
flx) =¢ x2 -1 se D <x<2 ) 199. Propriedades
[x! se x <0
Decorrem da definigdo as seguintes propriedades:
x2+x-2 se x>-2
~ =
A.253 Na funcdo real fix) =¢ x ‘1 « _o determine os valores do dominio que . I ixl >0, ¥x€ R
3 & X s- . Ix =0 == x=0
tém imagem 4. 1, ixl - Iyl =Ixyl, ¥ x, y € R
- IV. IxI? = x*, ¥xE R
Solugdo
V. ix+tyl<ixl+1lyl, ¥x, YE R
Para determinarmos o valor de x & R tal que fi{x) = 4 resolvemos as equagdes VI, |Ix - \/| Z x|l -lyl, ¥x, y € R
VIIL Ixl€a e a>0 == -as<x<a
Vill. Ixl 2a e a>0 —= x<-a ou x=a
x2+x—2:4"=>x2+x—6:0={:j;3 {ndo convém) i
e HI, FUNCAO MODULAR
I R R
2
200. Definicdo
logo, os valores do dominio sdo x = 2 ou x = -8.
Uma aplicacdo de R em R recebe o nome de fungdo médulo ou modular
5 .
2_ 2 > € |R.
A.254 Na funcdo real fix) = X 2 x+1se x=0 determine os valores do dominio que quando a cada x € R associa o elemento |x| |
X+ 2 se x <0 Isto é: f: R — R
tém imagem 7. X —— | x|
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Utilizando o conceito de méduio
de um nimero real, a funcio modular
pode ser definida também da seguinte
forma:

#x) ={x se

~-X se

x 2z 0
x < 0.

O graficc da fungdo modular é a
reunido de duas semi-retas de origem O,
que sdo as bissetrizes do 19 e 29 qua-
drantes.

A imagem desta funcdo é
assume valores reais ndo negativos.

EXERCICIOS

A.255 Construir os gréficos &as funcdes definidas em IR:

a) f(x) = i2xl b) fx) = 13xl
A.256 Construir o grafico da fungdo real definida por fix) = Ix + 11,
Solugdo

Podemos construir o grafico de fix) = [x + 1] por dois processos:

Primeiro Processo

Ix + 11 =
Notemos que Ix + 1 x -1 se x <1

entdo a func¢do pode ser definida como
uma fungdo a duas sentengas ou seja,

fix) = x+1 se xZ -1
Tlx -1 ose x < -1

cujo grafico estd representado ao lado.

Segundo Processo
Para construirmos o grafico de
fx) = Ix + 11,

fazemos inicialmente o grafico da fungdo
g(x) = x + 1, que estd representado ao
lado.
Para obtermos o gréifico de

fix) = lgtx)| = Ix + 1l
fazemos em duas etapas:

162-A

Y
Nz ]
” 1
‘l\\ N
+ R
"
X
by | [T
i x
5
™
B
alx) >0
g({x} <0 X

o |

Im = R,, isto é, a funcio modular somente

Primeira Etapa vy |
Se g(x) 20, vamos ter f(x) = lg{x)| = foa
= gix), isto &, o grafico da fungio f
coincidird com o gréfico da fungio g.
d x
Segunda Etapa:
Se glx) < 0, vamos ter f{x) = |gix)| = -g(x), isto &, o grafico da funcdo f serd simé-

trico do gréfico da fungdo g, relativamente ao eixo das abscissas.
Construindo os graficos obtidos, nas duas etapas, no mesmo plano cartesiano temos o

grafico da fungdo fix) = |x +1].
t=—ally 1 y 1]
s x-
—,";'9

A.257 Construir os graficos das seguintes fungdes reais:
b) fix}

al fix) = Ix -1l
db f(x) = |2 - 3xi
gl fx) = 14 - x2|

A.258 Construir o grafico da fungdo definida

l2x - 11
el fHx) = Ix2 + 4x|

¢) flx) = l2x + 3l
f) fix} = Ix2 - 3x + 2|

<]

em IR por f{x) = |x - 1|+ 2

Solugdo

Construimos inicialmente o grafico da

glx) = |x - 1]

fungdo g(x) = Ix - 1/

Para obtermos o grifico de  f{x) -

= gix) + 2 deslocamos cada ponto do

gréfico da fungdo g duas unidades “pa-

ra cima'’,

fix)=Ix-1] +2

A.259. Construir os graficos das seguintes fungdes reais

a) fix) = Ixl - 3
d) flx) = Ix2 - 1] -2

el fix}

b) fix}) = l2x - 1] - 2
iIx2 - a4l + 3

¢ fix) = l3x - af + 1
f) ) = Ix2 + 4x + 3] -1
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A.260 Construir o grifico da fungdo definid ROflx} = Ix + 21 +x - 1.
grafico da funcdo definida em | (x) x + 2 x -1 19) guando x<—;—, temos f{x) = [2x + 1| +lx - 1]=-2x -1 -x + 1 = -3x
Solugdo ;
Notemos que 29 quando —§<x<1, temos fix) = [2x + 1 +lx=-1l=2x+1 -x+1=x+2
x+2 se x=-2
Ix + 21 ={—x— 7 s x < -2 39 quando x 21, temos flx) = [2x + 1]+ |x-1]=2x +1+x~1 = 3x
Devemos, entdo considerar dois casos l
17
&
1°) quando x = -2, temos: % A
flx) = Ix+2l +x=-1= Am.)t?ndo a fungdo f como uma fungédo \\\\ “/
N 7 definida a varias sentencas vem: \\ti E_./[
-l
1
-3 < - —
< [ X s5e X 2 xq’
29} quando x < -2, temos: y fix) = ,,
a ! x+2 se —L<x<1 ‘\\4}
fix) = Ix + 2l +x -1 = N 2
=-x-2+x-1=-3 1 * 3x se X 21
A
Anotando a fungdo f como uma fun- ,f" cujo grafico estd ao lado. x
¢do definida a duas sentengas, vem: =y .
w A.265 Construir os graficos das seguintes fungoes reais:
2x + 1 se x = -2 i) - b7
flx) =9 5 e x < -2 <1 = ab f) = Ix+ 1l + Ix-1] p) flx) = Ix+ 1] - Ix -1l
. ) c) fix) = l2x - 21 + Ix + 3| d) fix) = 13x + 3] - l2x - 3l
cujo gréfico estd ao lado. e} flx) = Ix2 - a4l - Ix - 2l Ix2 - 2x| - Ix2 - 4l
fl fix) = >
A.2617 Construir os graficos das fungGes reais abaixo.
a) fix) = Ixl + x b} fix) = jx| - x A.266 Construir o grifico da fun¢do definida lv
¢ flx) = Ix -3l +x+2 dl fix) = ix+1l-x+3 em IR
e fix) = [2x - 1]+ x -2 f) tHx) = [3x + 2} - 2x + 3 fix) < Hax - 21 - 4l
g) fix) = x2 - 4lxi +3 Ry fixd = Ik ? - 2ix - a3l
i) flx) = Ix2 -2x) + x + 2 Soiugio
Il Construimos inicialmente o grifico de ;
A.262 Construir o grafico da fungdce fix) = definida em IR*. gix) = i2x - 21 - 4.
Analisemos as duas possibilidades
Ix - 11 )
A.263 Construir o grafico da fungdo fix) = ’1‘ o definida em 1R - {1}. 19) Se gix) >0, temos: g‘(x)l= |‘2x-121f4

fix} = lgla)| = glx)

A.264 Construir o grafico da fungdo definida em R por: . i L . . ]
isto é, o grafico da fungdo f coincidird by
fx) = d2x + 11+ =1l com o grafico da fungdo g. \ /
Solucdo flx) = B2x-21-4
¥ 1 29) Se gix) <0, temos:
2x+1 se x 2 -—
2 = lgtx)l = -
Notemos que l2x + 11 :{ 1 flx} atx) glx)
2x -1 se x < s isto é, o grafico da funcdo f & o opos
to do grafico da fungdo g.
- =
e Ix-1l-= x-1 se x>1 Considerandoc as duas possibilidades e
x+1 se x<1
representando num mesmo plano carte- -
Devemos entdo, considerar 3 casos: siano temos: x
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A.267 Construir os graficos das fungdes reais:

a) fix) = Hxl - 21

bl fix} = H2x + 31 - 2|

o flx) = lx2 - 11 - 3l

dr fia = Hx =1l + x - 3l

e) fix) = Ix2 - 4lxi + 3l

f) fix) = llx + 21 - Ix - 21l
g) fix) = l13x - 31 - f2x + 1]l

IV. EQUACOES MODULARES

Lembremos da propriedade do moédulo dos nameros reais, para k > 0

Ixl =k &= x=k ou x = -k

e, utilizando essa propriedade, vamos resolver algumas equagdes modulares.

201. Exemplos

1) Resoclver [2x - 1] = 3

Entao
2x-1=3 == x=2
- 12x -1l = 3 =—= ou
2x -1 =-3 == x = -1
S=1{2 -1}

29) Resolver [3x - 1] = 12x + 3|

Lembrando da propriedade

lal = Ibl &= a=b ou a=-b
temos:
X-1=2x+3 —— x =4
I13x - 1l = 12x + 3] = ou 2
3x-1=-2x -3 ——= x:-E
2
S={4,-g}
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39 Resolver Ix + 1] = 3x + 2

Devemos ter inicialmente

x+220 — x?—%

para que seja possivel a igualdade.

Supondo x 2= —?23- temos

Xt 1=3x+2 —= x=——;—
Ix + 1] =23x + 2 — ou
X+1=-3-2 == x=—-—i—
1
S={-§}
EXERCICIOS

A.268 Resolver as seguintes equagoes em [R:

a)
b}
c}
d)
)

f)

q)

Ix +21 =3

3% - 11 = 2

lax - 5t =0

l2x - 31 = -1

[x2 - 3x - 1l =3
5 1 5

e -5x-gl-7

Ix2 - 4x + 61 = 2

A.269 Resolver em R as seguintes equag¢des:

a)
b)
c)

d)

|3x+2i=|x-1|

l4x - 11 - l2x + 31 =0
Ix2 + x - 51 = lax = 11

Ix2 + 2x = 2| = Ix2 = x = 1l

A.270 Resolver as seguintes equacles em R:

a)

Ix = 2| = 2x + 1
13 + 2} = 2x - 3
12x - 6l = x - 1
|2x2 + 15x - 3| = x2 + 2x - 3
13x - 21 = 3x - 2
Ja - 3xl - 3x - 4

(ndo convém)
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V. INEQUACOES MODULARES A.273 Resolver em IR a inequacdo 2x - 7 + Ix + 1l 2 0.
Solugdo

) ) = -
Lembrando das propriedades de médulo dos ndmeros reais, para k > 0: Notando que |x + 1] = {)_(,:_11 :Z : 2 1
1 Ixl <k &= -k<x<k

2) Ix| >k &= x< -k ou x>k

devemos entdo, considerar dois casos:

19) Se x = -1, temos:

e, utilizando essas propriedades, podem i 3]
, ; prop , P os resolver algumas inequagdes modulares. I -T+ Ix+1] Z0=—= 2x - T+x+120 —=> x 22

A solugdo S; ¢

202. Exemplos S;-xeERIx=a} N kE€RIx=2 - xER I x=2}

29) Se x < -1 temos:
19) Resolver em R: i2x + 11 < 3

2x -7+ Ix+1l 20 === 2x-7-x-120 == x 28,
Entao: A solugdo S, &
12X + 1l <3 == -3<2x+1<3 == 2< x<1 $,=xERIx<} N xERIix=8}-L
S={xeER I -2<x<1} . A solugdo da inequacdo proposta &
S-5 Us,
29) Resolver em R: l4x - 31 > & \ e portanto
s={x€Emix=2}
Entdo:
4x - 31 > 5 (4x -3 < -5 ou 4x - 3> 5) A.274 Resolver em IR as seguintes inequagdes:
1 a) Ix -1l -3x+7<0 bl 12x + 1l +4-3x>0
==>(X<-7 ou x> 2 . o lx-2l+2x-3<o0 A lx+1l-x+220
1 e 13x -4l +2x +1<0 ) Ix2 - ax! -3x +6 <o
S;{X€|R|X<—? ou x >2}. gl Ix® - 6x + 8l +1 <«
A.275 (MAPOFEI-768) Resolver a inequagdo [x2 - a4l < 3x.
EXERCICIOS
A.276 Resoiver a inequagdao em R l2x -6l - Ixl <4 - x.
A.271 Resoiver em R as inequacdes abaixo: Solugdo
a) lax-2l<a B) l2x-31<1 Notando que:
o la-3xl<s d) 13x + a4l <o S -
el l2x + 4l < -3 £} l2x - 11 >3 |2x_6|={2"‘5 se x =3 [x|:{" se "20
g Isx + 4l 24 n) 12 - 3xl > 1 2x +6 se x <3 -x se x <0
iV I3x -8l >0 i} |4x—7_l>—1 Construimos a tabela:
K1<ix-11<3 '
A.272 Resolver as inequacies seguintes em R: 0 8 X
al Ix2 - Bx + 51 <1 b) Ix2 - x -4l >2 | -
2x - 6l = -2x +6 -2x + B 2x - 6
et Ix2 - sxl =6 di Ix2 - 3x -4l <6 i *
2x - 3 x + 1
< Ix| = - x x
e .?.>.<-1|>2 | <2 * *
gl lxi - 21 >1 hl llax +11 -3l =22 l2x - 61 - Ixl = x +86 3x + 6 x -6
i) llox 1l -4l <3
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temos:

170-A

x -6 se x =3 .
l2x - 61 - Ix| —{—3)( +6 se 0<x<3 CAPITULO IX
-x +6 se x <0

OUTRAS FUNCOES

19) Se x 2> 3, a inequacdo proposta é equivalente a: '
X-B8K4-x — xXK10) == x <5 , ELEMENTARES
A solugdo S; ¢é
= xERIxZ3N{xER I x<5}- {xER I 3<x<5}

29) Se 0 < x < 3, a ineguagio proposta é equivalente a: I. FUNCAO f(x)
Bx +6 K4 - x = IxK-7 —= x21
A solugdo S, é

. F tudo da funcdo f: de R em IR, que associa cada x € R
sxeERrRlIo<x<3N{KER | x> 1} = xeEmrli1<x<3} 203. Fagamos um es ¢

o elemento x® € R.

39 se x<0, a inequagdo proposta € equivalente a: Isto & f:R— R

X +6 KN4 - x = 654 que é absurdo. Logo a solugdo Sj3 é: ! x> x°
83 =4 ! Vamos inicialmente construir a tabela
A solugdo da inequagiio 12x - 6l - Ixl <4 - x & ‘
S:SLU52U53 ) “Y
isto é: i 3
X X ponto
s-{xERI3<x<KslUxeERiT<x<3UP ‘ 4
e portanto: -2 -8 A H
={xeEmrl1<x<5} 3 27 3 /
72 "® | B ]
A.277 Resolver as seguintes inequacgdes em IR: 1 1 c 3 I
(aylx+2|-1x-3\>x- bl 13x + 21 - l2x - 11 > x + 1 ( ~
Ix =20 - Ix + 4l <1 -« d Ix + 20 + l2x - 3l <10 | 1 21 D
e) Ix+ 2 +l2x -2l >x+8 ) 3{lx+il Ix- 11} <28 - ax 2 8 ! G
gl Ix -2l - lx+3l>x2-ax+3 [y 0 E b/ -
-2l -1 A 1 2] [y
A.278 (MAPOFEI-75) Resolver a desigualdade |x - 2} + Ix - 4] > 8 ;_ % F /Io [e
-1
1 1 G
3 27 H /| -2
2 8 /
2 8 | -3
B
5 125 J I
2 8 I -4
3 27 K I
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Observemos que a fungdo f(x) = x3:
a) é uma funcdo crescente em R, isto é:
%, € R, ¥x, € Rl {x; < x, = x> < x3)

b} tem imagem 1im = R pois, qualquer que sejao y € R, existe xC F

tal que y = x°, isto é, x=vy.

EXERCICIO

A.279 Fazer o esbogo dos graficos das seguintes fungbes definidas em IR.

a) fix) = x3 +1

b} fix) = -x3

c) flx) =2 - x3

d flx) = (x +1)3

e} fix) = (2 - x)3

f) fx) = (x - 13 -1

g) fx) =2+ (1 -x)3
h flx) = 1x31

1. FUNCAO RECIPROCA

204. Definigao

Uma aplicagdo f de R* em R recebe o nome de fungdo reciproca quando
1

a cada elemento x € R* associa o elemento _.
X
Isto é: f: R*> R

X —
X

Vamos inicialmente construir a tabela
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1 1 111 1|1 3 .
I B R RN T SR S B o S - I S L B
1 1 1
11 1 1 1o b
e = |- - - - 4 3 2 1
v==l-3 3 3 1 2 3 4 2 3 4
ponto|lA | B c D E F G G F E D' | C B A’
|
1 A ' T
Y
GJ
—_— —— -
Ff
E
C' B .
X
A gl 2
D
F
G
A
< , 1
205. Observemos que a fungdo reciproca y = —X—:
a) ndo é definida para x = 0;
b} tem imagem Im = R* pois, dado um namero real y ¥ 0, sempre

, 1
existe um x também real tal que vy = —x—:

c) tem por gréfico uma hipérbole equilétera(')

(%} Isto estd provado em nosso livio de Geometria Analitica desta colecdo.
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A.282 Fazer o esboco grafico das seguintes fungdes:

EXERCICIOS
1
fix}) = —— _ 1
a}l f(x} o b) fix) = 5w
A.280 Fazer o esbogo do grafico das funcgdes R 1
. ol fhd = ix + 2|
a) flx) ==L b) fx} =
): ; A.283 Fazer o esbogo grafico da fungdo fix) = —
¢ fHx) == - d) ) = — x -1
2x X Solugio
] Observemos que:
A.2B1 Fazer o esbogo do gréfico da fungdc fix) =
X F 1 X _ox-1+1 _ox-1 + 1 1 1
Solugdo x-1 " x-1 Tox <1 x-1 +x—1
Vamos construir a tabela da seguinte maneira: atribuimos valores a x - 1, caicula-
Vamos construir uma tabela da seguinte maneira: atribuimos valores a x+ 1, calcuk 1 i
1 mos 1 + _— e finalmente x,
mos —— e finalmente calculamos x:
x+1
X <41 B 1 x x =1 y=1+ !
y= x + 1 x -1
2
-4 -3 -% 2 =3 3 | B
Ay ‘ 1
1 ' -1 _ =
-3 -2 -3 2 2
- ] ; ' 0 -1 0 l
1 1
- % - ;_ ) 2 2 -t
‘ ol 2 1 x
[ rta x —_— - — -
wg_ _1? 3 ] 3 3 2
] 4| 1 4
% ;— 3 : 3 | 3
W 3|1 5
_% % 2 2 2
0 1 1 2 1 2
1 3
L 3 2 2
1 2 2 2
1 4
— 4 3 =2
2 3 3 3
- 175-A
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A.284 Fazer o esbogo grafico das seguintes fungdes:

x +3 x +1
8) ) = 2o B) flx} =
_ -1
o fx) = 27 d) fix) = 1 21
2 - x

2

A.285 (MAPQFEI-74} Calcular o valor aproximado da drea limitada pela curva y = >

pelo eixo Ox e pelas retas x =1 e x = 4. Use no célculo trés trapézios de basi
contidas nas retas x =1, x =2, x=3 e x =4,

I1l. FUNCAO MAXIMO INTEIRO

206. Definigdo

Uma funcido f de R em R recebe o nome de funcdo mdximo inteiro quand
associa a cada elements x € R o elemento [x] que € o maior inteiro qu
Nnao supera Xx.

isto é: . R—> IR

x = | x|
onde |x| é o maior inteiro que ndo supera X.
Assim, por exemplo:
39

391 = 1213 (071 = (3]

]

|
-
v}
J—
E-Y
—_

I
e

Para construirmos o grafico,
notemos gue
= |x]

BEx <2 ==
2< x< -1 —

-lsx<0 =

o
—_——

xX X
s
oo
i 1 |
- N W

w < K < < <
It
—_—
x
—_—
1l
o

0 x<1 ==

1< x<2 — =i{x} =1
2€<x<3 == [x] = 2
3sx<4 = =|x] =3
etc.

A imagem da funcio maximo inteiro é o conjunto Im = Z.
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EXERCICIOS

A.286 Construir o grafico das seguintes fun¢des definidas em IR.
a) fix) - 2[x] b) f(x) = -[x]
A.287 Construir ¢ gréfico da fungdc real definida por fix) = [2x]

Solugdo

Vamos construir uma tabela da seguinte maneira: atribuimos valores a 2x, calcula-
mos [2x] e finalmente x.

x 2x y = [2x] ¢
2<x<5 |-4<2x< 3 -4 ! M
21,5 < x < A <2 -3 ’ -
= 2 —
1€ x<-05 | -2<2x < 11 -2
1 —0
-0 < x<<0 -1 2x <0 -1
R R - ) »
0<x<05 0<2x <1 0 SR - B
-1
05 < x<1 1<2x <2 1 — |2
1<x<15 2< <3 2 — ’
1,6 € x<2 3<2ax <4 3 Ho ’
Lammnt]
2 x<25 4K 2x<5H 4
A.288 Construir os grdficos das seguintes fun¢des definidas em IR:
a) f(X) _ [%] b) f(x) = [-x]
d) fx) = [Ix]]
e} f{x) = [x - 1] el fix) = [[x]i
fl fix) = [x]? g) f(x) = x - {x]
h} f{x) = x + [x]
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Advogado envolvido com Algebra

Arthur Cayley nasceu na Inglaterra.

Como estudante em Cambridge ganhou muitos prémios em Matemadtica.
Graduou-se em Trinity e dedicou-se ao Direito durante catorze anos, o gue nag
impediu suas pesquisas matermnadticas.

Em 1839 fundou-se na Inglaterra o ‘‘Cambridge Mathematical Journal”,
principal velculo de comunicacdo que contou com inumeros artigos de Cayley
assim comao outros jornais cientfficos, caracteristicos do século XIX.

Em 1843 criou a Geometria Analitica no espago n-dimensional usanda
determinantes como instrumento basico e foi o primeiro a estudar matrizes, defi-
nindo matriz nula, matriz identidade a partir do que se pode pensar em operagdes
sobre elas. Neste aspecto contou com a colaboragdo de Benjamim e Charles Peirce.

Em 1846, Cayley escreveu um artigo para o ‘‘Jornal de Crelle’’ estendenda
o teorema de espaco tridimensional para um espaco de quatro dimensdes.

No “Philosophical Transaction” {Transacdo Filosdfica) em 1868, publicou
um desenvolvimento do plano cartesiano a duas dimensdes como um espago de
cinco dimensdes cujos elementos sdo as conicas.

Em 1854 aceitou o cargo de professot
em Cambridge e em 1881 profeiu uma série
de conferéncias sobre fungdes abelianas ¢
funcio theta.

Cayley escreveu muitos artigos sobre
invariantes algébricos e principalmente nesta
teoria teve a ajuda de seu amigo inseparavel
Sylvester, tanto que foram chamados ‘‘gé-
meos invariantes’’.

Cayley era essencialmente um alge-
brista mas contribuiu também para a Geome-
tria e em Anélise escreveu “Ensaio sobre as
fungdes elrticas”.

Produziu q\lantidade imensa de arti-
gos e obras durante sua vida, tanto que
Arthur Cayley neste aspecto chega a competir com Cauchy
(1821 — 1895) e Euler.

CAPITULO X

FUNCAO COMPOSTA
FUNGCAO INVERSA

. FUNCAO COMPOSTA

207. Defini¢do

Seja f uma funcdo de um conjunto A em um conjunto B e seja g uma
fungdo de B em um conjunto C; chama-se fungcdo composta de g e f a fungio
h de A em C definida por

h{x} = g{f(x})
para todo x em A.

Indicaremos esta aplicagdo h por gof (lé-se:-g composta com f ou g cir-
culo f); portanto
{gof) {x) = g{f(x))
para todo x em A.

Podemos representar também a com-

f
. — B
posta gof pelo diagrama.
: g
Sm\ l
C

208. Exemplos

19) Sejam os conjuntos A ={-1, 0, 1, 2}, B = {0, 1, 2, 3, 4} e
C=1{13 65 7 9 e as funcBes:

f, de A em B, definida por f(x) = x*
g, de B em C, definida por g{x)}

It

1l
N
x
+
—_
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~ observemos, por exemplo que: f(2) =4, gl4) =9 e h(2) =9, istoé h(2) =
= (gcfi(2) = g(f(2)) = g{4) = 9.

Para obtermos a lei de correspondéncia da funcdo composta h = gof,
fazemos assim: g(f(x}) ¢é obtida a partir de g{x) trocando-se x por f(x).

No exemplo dado, temos:
hix) = {gof)(x) =g(f(x)) = 2 « f(x) + 1 = 2x* + 1.
Se vamos catcular h(2), fazemos deste modo:
h2) =2-22+1 =9

20) Sejam as funcoes reais f e g definidas por f{x) =x+1 e g{x) = xP+x+1.

Notemos que a funcio composta h; = gof ¢ definida por:

hy{x) = (gof} {(x)=g(f{x}) = [Fx} 2 +F(x) + 1 =(x+ N2 +(x+1)+1=x*+3x+3,

Notemos, por outro lado, que a fungio composta h, =fog é definida por:
hy{x} = (fogh(x) = flgx)) =glx) + 1= x> + x + 1+ 1 =x + x + 2.

209. Observagoes

12) A composta gof s6 esta definida quando o contra-domfnio da f é
iqual ao dominio da g. Em particular se as fungbes f e g sdo de A em A
entdo as compostas fog e gof estdo definidas e sdo fungfes de A em A,

29) Notemos que em geral, fog # gof, isto &, a composi¢do de fun¢hes
nao é comutativa.

Pode acontecer que somente uma das fungbes fog ou gof esteja definida.
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Assim, no primeiro exemplo, se tentarmos obter fog verificaremos que & impos-

sivel, pois:
g éfuncdode Bem C mas f ndo é fungdo de C em A.

f nao é fungdo

39) As duas composi¢des fog e gof estia definidas mas fog # gof co-

mo nos mostra o segundo exemplo:

{gof) (x) = x> + 3x + 3
(fog)(x) = x* + x + 2.

210. Teorema

Quaisquer que sejam as fungdes

f
A—»B—g—»C-L—»D

tem-se:

{(hog)of = holgof).
Demonstragdo

Consideremos um elemento qualquer x de A e coloquemos
aly) =w e hiw) = z; temos: ,
{{hoglof} (x} = (hog)(f(x)} = (hog){y) = higly)} = hiw) = z
e notemos due

{gof)(x) = glf(x)} = gly) = w
portanto,

(holgof)}x) = hi{gof)(x)} = hiw) = z
entdo, temos:

(thog)of) (x) = {ho(gof)){x),
para todo x de A.

flx) = vy,
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EXERCICIOS

A.289 Sejam as funcdes reais f e g, definidas por fix) = x2 + 4x - 6 e gix} = 2x - 3.
Pede-se:

a) obter as leis que definem fOg e gOf
b) calcular (fogli2) e {(gOf)(2)
c) determinar os valores do dominio da fungdo fOg que produzem imagem 16.
Solugdo
a)l A lei que define fOg é obtida a partir da lei de f, trocando-se x por gix):
(fog)ix) = Hglx}) = [g0x) ]2 + 4[gix)] - 6 = (2x - 3)Z + 4(2x - 3) - &
(foghix} = 4x2 - 4x - 8.
A fei que define gOf é obtida a partir da lei de g, trocando-se x por fi{xh
(gofl(x) = g{flx)) =2 + f{x) -3 =2{x2+ 4x ~5) - 3
{gOf){x) = 2x2 + 8x - 13
b} Calculemos fOg para x =2
(fog2) =4+.22-4.2-8=0
calculemos gOf para x =2
{gOf{2) =2 +.22+8-2-13 =11

¢) o problema em quest3o, resume-se em resolver a equagdo

{fog)ix) = 16
ou seja

4x2 -4x -8=16 =—= 4(x*-x-6)=0 == x=3 ou x = -2,
A.290 Sejam as funcdes reais f a g, definidas por fix) = x2 -x -2 e g{x) =1 - 2x.
Pede-se:

a) obter as leis que definem fOg e gOf
b) calcular {fOg}{-2} e (gOtH-2}
¢) determinar os valores do domfnio da fun¢do fOg que produzem imagem 10.

A.291 Sejam as fungdes reais f e g. definidas por flx) = x2 - 4x +1 e glx) = x2 - 1.
Obter as leis que definem fOg e gOf.

A.292 Sejam as fungbes reias f e g, definidas por fix}) =2 e glx) = 3x - 1. Obter as
leis que definem fOg e gOf.

A.293 Nas funcdes reais f e g, definidas por f(x) = x2 +2 e g(x) = x - 3, obter as
leis que definem:

a) fog b) goOf c) fof d) gog

A.294 Considere a funcio em IR definida por f(x) = x3 - 3x2 + 2x - 1. Qual ¢ a lei
1
que define f(-x)? E f(;—)? E flx - 1)?
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A.295 Dadas as fun¢Oes reais definidas por flx) = 3x + 2 e gix) = 2x + a, determinar
o valor de 2 de modo que se tenha fOg = gOf.

A296 Se f(x) = x? e g(x) = x*, mostre que fOg = gOf.

A.297 Sejam as funcdes flx) = x2 + 2x + 3 e gix) = x2 + ax + b. Mostre que se
fOg = gOf entdo f = g.

A_298 Sejam as func¢Bes definidas por fix) = \/—x_ e gix) = x2 - 3x - 4, Determinar
os dominios das fungdes fOg e gOf.

Solugdo

a) {(foglix) = flg(x)) = Vgix} = vV x2 - 3x - 4,

Para que exista (fOgl(x) € IR, devemos ter x? - 3x - 4 2 0, isto & x <<-1
ou x 4. Entio
Difog) = XxEIR | x <-1 ou x =4}

b) (gOfHx) = glf{x)) = [gix)2 -3 - glx) -4 = [x| - 3V x - 4.
Para que exista {gOf){x) € IR, devemos ter x =>0. Entio
Digoft = {xE IR | x =0}

A.299 Sejam f(x) =V x ~1 e gix) = 2x2 - 6x + 3. Determinar os dominios das funcdes
fOg e gOf.

. +1
A.300 Sejam as fungdes fi(x) = —:-:":“? definida para todo x reale x #2 e gix) = 2x+ 3
definida para todo x real. Pedem-se:
a) o domifnio e a lei que define fOg

b) o dominio e a lei que define gOf.

A.301 Sejam as fungBes reais fix) = 2x + 1, gix) = x2 -1 e hix) = 3x + 2, Obter
2 lei que define (hOglOf,

- A.302 Sejam as fungdes reais f(x) =1 - x, gix) = x2 - x +2 @& hix) = 2x + 3. Obter

a lei que define hO(gOf).

A.303 Sejam as fungdes reais f(x) = 3x -5 e (fOglix) = x2 - 3. Determinar a lei da

I

funcdo g.

Solugdo

Se f(x} = 3x - 5 entdo trocando-se x por g{x) temos:
{foglix} = flgix)) = 3 » gix) - &

mas é dado que: (fOglix} = x2 - 3  entdo
3-gix)-5=x2-3
ou seja

x2 + 2
glx) = 3

183-A



A.304 Sgjam as funcdes reais fix) = 2x + 7 & (fOg)ix} = x2 - 2x + 3. Determinar a
lei da func¢do g.

I

A.305 Sejam as fungbes reais gix) = 3x - 2 e (fOg)ix) = 9x2 ~ 3x + 1. Determinar a

lei da fungdo f.

Solugdo )
Se (fogl{x)=9x2 - 3x + 1 entdo flgix)) = 9x2 - 3x + 1.
Come glx) = 3x - 2, decorre x = Lx%i-_g e entdo:

(x} + 2 2
tHalx)) = 9[~"’-"—3——-]2 -3 [i‘%—] +1 =[gba)? +aglx) + 4 -glx) -2 +1 =
=[glx)]® +3 + gix} + 3 logo, fix) = x2 + 3x + 3.

A.306 Sejam as fungles reais gix) = 2x - 3 e (fOglix} = 2x2 - 4x + 1. Determinar a
lei da funcio f.

- A.307 Sejam as funcbes reais g(x) = 2x + 3 definida para todo x real @ x £ 2 @

2x + b .
(foghx) = ~ 1 definida para todo x real e x % 1. Determinar a lei da

fungdo f.

A.308 Sejam f e g fung¢des reais definidas por

x2 +2x + 4 se x =1
f(x)—{sx+4 e x <1 e glx) = x - 3.

Obter a lei que define fOg,

Solugio

Fazendo g(x) =y, temos (fOghx) = flgix)) = fly).
Temos de examinar dois casos:

19 v 21

Y21 — gix) 21 &= x-321 <> x4

Yy 21 == flyl =y2+2y +4 == flglx)) = (glx))2 + 2 - glx) + 4 =
== (foghlx}) = (x - 3)2 + 2ix - 3) + 4 = x2 - 4x + 7.

29 vy < 1

y <1 == gx) <1 == x-3<1 = x<a

y <t == fly) =3y + 4 —= flglx)) = 3 - gix) + 4 —
== (fOogHx} = 3(x - 3) +4 =3x -5

x2 -4x + 7, se x >4

Conclusdio:  (fOghix) = {Sx - 5, se x <4,

A.309 Sejam f e g as fungGes reais definidas por

x2 -4x +3 se x =2
f(x)={2x_3 e x<2 ° gix) = 2x + 3.

Obter as leis que definem fOg e gOf.

184-A

A.310 Sejam as funcdes reais f e g definidas por
2 +2 se xS

1 7 se - <x <1

4-x2 se x2=1

e gix) = 2 - 3x.
Obter as leis que definem fOg e gOf.

f{x} =

A.311 Sejam as fungGes reais f e g definidas por

fix) — 4x - 3 se x =0 (x) = x+1 se x>2
¥=1x2-3x+2 se x<o0 ° PX=11-x2 se x<2

Obter as leis que definem fOg e gOf.,

A.312 Sejam as funcdes reais g e fOg definidas por glx) =2x -3 e

(x) 4x2 - 6x -1 se x =1
(foghx) = § 4 4 3 se x <1

Obter a lei que define f.

Il. FUNCAO SOBREJETORA

211. Definigdo
Uma fungdo f de A em B é sobrejetora se, e somente se, para todo
y pertencente a B existe um elemento x pertencente a A tal que

fix) = v.
Em simbolos

&

YEB, 3x, xEAIK =y

f & sobrejetora w’v‘v,

Notemos que f: A —» B & sobrejetora se, e somente se, Im(f) = B.

f:A +B S
' & sobrejetora = im(f) = B

Em lugar de dizermos "'f & uma fungéo sobrejetorade A em B’ poderemos
dizer '‘f é uma sobrejegdo de A em B”.
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212. Exemplos

1%) A funcdo f de
A={-1,01,2} em B=1{0 1, 4}
definida pela lei f(x) = x? é sobrejetora
pois, para todo elemento y € B, existe
o elemento x € A tal que y = x2.

Observemos que para todo elemen-
to de B converge pelo menos uma flecha.

*f

29) A fungio f de A=1R em B={y€ Riy:>1} definida por
f(x) = x2 + 1 ¢ sobrejetora pois, para todo vy € B, existe x € A tal que

y = x? + 1, bastando para isso tomar x =Vy -1 ou x =-Vy - 1.

Hi. FUNCAO INJETORA -

213. Definigdo

Uma funcdo f de A em B & injetora se, e somente se, quaisquer gue
sejam x; e x, de A, se x, # x; entdo f(x,) # fx;).

Em simbolos

f:A—> B
f & injetora == (¥x;, x; € A, ¥xy, x; € Allx; # x; = f{x;) # f{x,))

Notemos que a definicdo proposta é equivalente a uma funcio f de A
em B ¢ injetora se, e somente se, quaisquer que sejam X, e %X, de A, se
fix;) = f(x2) enmtfo x; = x,.

f: A —> B
f é injetora == (¥x,, x; € A, ¥x;, x; € A)lf(x,) = fix,) > X, = Xg)

Em lugar de dizermos "“f é uma funcéo injetora de A em B” poderemos
dizer *f é uma /njecdo de A em B,
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214. Exemplos

19) A funcio f de A =1{0,1,2, 3} em B=113,5,7, 9} definida

'pela lei f(x) = 2x + 1 ¢ injetora

A B

pois, dois elementos distintos de A tém
como imagens dois elementos distintos
de B. Observemos que ndo existem duas
ou mais flechas convergindo para um

mesmo elemento de B.

29) Afunciode A=N em B =N definida por f(x} = 2x & injetora,
pois, qualquer que sejam x; e x; de N, se x; F x; entdo 2%, #F 2x,.

1 ...
39} A funcio de A - IR* em B = IR definida por f(x) = y é inje-
* ' ~ 1 1
tora, pois, qualquer que sejam x; e x, de R*, se x,; # x, entdo T * x12
1

IV. FUNCAO BIJETORA

215. Definigdo

Uma funcdo f de A em B ¢é bijetora se, e somente se, § ¢ sobrejetora
e injetora.

Em simbolos

f:A — B
f & bijetora <= f & sobrejetora e injetora

A definicdo acima é equivalente a: uma funcdo f de A em B é bijetora
se, e somente se, para qualquer elemento y pertencente a B existe um Unico
elemento x pertencente a A tal que f(x) = y.

f:A — B
f & bijetora <%y, YEB, 3x, x €EA[f({x) = v

Em fugar de dizermos "f & uma fun¢do bijetora de A em B poderemos
dizer “f é uma bijecio de A em B
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216. Exemplos

1) A fungdo f de A =1{0,1,2 3} em B =1{1, 2, 3, 4} definida
por fix) = x + 1 ¢ bijetora
f

A B

pois, f é sobrejetora e injetora, isto &, para todo elemento y € B, existe um
Unico elemento x € A, tal que y = x + 1. Observemos que para cada ele-
“mento de B converge uma s6 flecha.

29) A fungio f de A =R em B = IR definida por f(x) = 3x + 2
é bijetora, pois:

1} qualquer que seja y € IR, existe x € IR tal que y = 3x + 2, basta

tomarmos X = X_:;_Z Logo, f é sobrejetora;

H) quaisquer que sejam x; e x, de IR, se x; # x; entdo 3x, + 2 # 3x, +2,
isto é, f é injetora.

217. Observemos que existem fungdes que ndo sdo sobrejetoras nem injetoras.

Assim, por exemplo, a funcdo de IR em I[R definida por f(x) = |x|

l) dado y € IR, ndo existe x € IR tal que y = x|, portanto f
nado é sobrejetora;

Il) existem x; e x; em IR, x; e x, opostos (e portanto x; # x,)
tais que | x;| = |xz|, isto  f ndo é injetora.

218. Através da representacdo cartesiana de uma fungdo f podemos verificar
se f é injetora ou sobrejetora ou bijetora. Para isso, basta analisarmos o nGmero

de pontos de intersecclio das retas paralelas ao eixo dos x, conduzidas por cada

ponto (0, y) onde y € B {contra-dominio de f).
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19) Se cada uma dessas retas cortar o grafico em um s6 ponto ou ndo

cortar o grifico, entdo a fungdo é injetora.

Exemplos
a) f: IR - IR by f: R, - R
f(x) = x f(x) = x?
Y 4
Ay Yy 11
. rd
~ 7
J'! 7
7 3 -
.
Z
Ve

29} Se cada uma das retas cortar o grafico em um ou mais pontos entdo

a fungdo é sobrejetora.

Exemplos
a)f: R - R bl f: IR - R,
fix}) = x -1 f(x) = x?
v - \ v d
7 & ya
7 N——F
> X 7
= - -
x X
-
.l
.
—

30} Se cada uma dessas retas cortar o grafico em um sé ponto, entdo a

funcio é bijetora.

Exemplos
a)f: IR - R by f: IR - IR
f(x} = 2x f(x) = x « | x|
. N
" a
p 4 ) d
7 7
y i 2
X *
ya y
P4 p 4
y4 p d
4 4
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219. Resumo: EXERCICIOS

~ . . R A.313 Indigue qual das funcdes abaixo é injetora, sobrejetora ou bijetora?
Dada a funcdo f de A em B, consideram-se as retas horizontais por ' g !

{0, y) com y &€ B: f
a) b}
19 se nenhuma reta corta o grafico mais de uma vez, entdo f é injetora. --
29) se toda reta corta o grafico, entdo f & sobrejetora. —
A

3% se toda reta corta o grdfico em um s ponto, entio f & bijetora.

g
A
h k
220. Teorema =
A B

Se duas fungles f de A em B e g de B em C sdo sobrejetoras

w
>

’

entdo a funcdo composta gof de A em C é também sobrejetora. A.314 Para as funcdes em IR -abaixo representadas qual & injetora? E sobrejetora? E
x bijetora?
Demonstracéo al by b) }v
A funcdo g ¢é sobrejetora entSo, para todo z de C, existe y em B _________,__/
tal que gly) = z e a fungdo f ¢é sobrejetora, isto é, dado y em B existe 4 “x
x em A 1al que fi{x) = y.
Logo, para todo z em C, existe x em A tal que o by dal iy
z = gly) = glf(x)) = (gof){x) \
o que prova que gof é sobrejetora. ' x / X

A.315 Nas fungSes seguintes classifique em
221. Teorema 1} injetora 11) sobrejetora 11} bijetora

IV} ndoc & sobrejetora e nem injetara.
Se duas funcBes f de A em B e g de B em C sdo injetoras, entdo a

= . . at . R > R tal que fix) = 2x + 1
funcdo composta gof de A em C é também injetora.

b) g:IR = IR talque gix) =1 - x2
¢ h: IR -> R, tw@lgue hix) - |x-1]
dm: N > N tal que mix) = 3x + 2
el n: R > Z talque nix) = [x]

1

Demonstragdo

Consideremos x; e x, dois elementos quaisquer de A e suponharnos

L o f) p: R*—> R* 1al (x) = L
que {gofhx;) = (gofi(x;), isto & glf(x;)) = glf(x,)). Como g é injetora, )P - @l que  pix) = —
da Gltima igualdade resulta que f(x;) = f(x,), como f ¢é também injetora 9 gq: R > R 1alque qix)=-x3
vem, x; = X;; portanto gof @& injetora. A r: R > IR tal que  rix) = |x|+{x - 1)
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A.316 Determine o vaior de b em B= {y €R |y 2> b} de moado que a fungiio f de
IR em B definida por fix}= x* -4x + 6 seja sobrejetora.

A.317 Determine o maior valor de a em A = {x € R|x< a} de modo que a fungao
f de A em IR definida por fix) = 2x2 - 3x + 4 seja injetora.

A.318 Nas funcdes seguintes classifique em
I) injetora 11} sobrejetora 1) bijetora

1V} ndo é injetora & nem sobrejetora.

al f: IR — IR b} g: IR — IR

fx) x? se x =0 x-1 se x=1
X =
x se x <0 alx) = 0 se -1 < x <1

x+1 se x <1

¢t h: R — R dl m: IR = IR
- > - x2
hix) = 3x -2 se x =2 mix) - 4 - x2 se x <1
x -2 se x<2 x2 -6x +8 se x> 1
el n: N - N fl p:IR - Q
X se X & par ) 2x se x € Q
x) =
nix) = ¢ x + 1 se x & impar P [x] se x € (R - @

A.319 Sejam as funcdes: {1 de A em B, definida por y = f(x}; identidade em A,
anotada por |la, de A em A e definida por IA(x = x; identidade em B,
anotada por 1g, de B em B e definida por IB(x) = x, Prove:

folga =f e Igof=f

A.320 As fungdes Ip & Ig do exercicio anterior sdo iguais? Justificar.

A.321 Os conjuntos A e B tém, respectivamente m e n elementos. Considera-se uma
fungdo f: A — B. Qual a condicao sobre m e n para que f possa ser injetora?
E para f ser sobrejetora? E bijetora?

A.322 Quantas sdo as injecGes de A = {a, b} em B = {c, d, e, f}?
A.323 Quantas sdo as sobrejecGes de A = {a, b, c} em B = {d, P,}?

A.324 Mostrar com um exemplo que a composta de uma injecdo com uma sobrejegdo pode
ndo ser nem injetora nem sobrejetora.
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V. FUNCAO INVERSA

222. Dados os conjuntos A = {1, 2, 3,

a funcdo f de A em B definida por
Notemos que a fungdo f € bijetora

formada pelos pares ordenados

f={(1,1), (2, 3), (3, 5), 4, 7}

onde D(f} = A e Imif) = B.
Arelagdo 7' ={(y, x} | (x, y) € f},

inversa de f, & também uma funcio

pois, f é uma bijecdo de A em B,

isto &, para todo y € B existe um
dnico x € A tal que {y, x} € f'. .

A funcdo f!' é formada pelos
pares ordenados
1= {01, 1, (3 2),(523), (7, 4}
onde

DIFYYy =B e Im{f*) = A,

4} e B =1{1,3,5, 7} consideremos
fix) = 2x - 1.

A B

Observemos que a funcdo f & definida pela sentenca y = 2x -1, e f7' ¢

y +1

definida pela sentenga x = 5 isto é

19) f leva cada elemento x € A atéo y € B tal que y = 2x - 1

20) 7! leva cada elemento y € B até o x € A tal que x = yr~

223. Teorema

Seja f: A — B. A relacio f' é uma funcdo de B em A se, e somente

se, T é hijetora.

Demonstracao

79 Parte: se f7' é uma funcio de B em A entdo f é bijetora.

a) para todo y € B existe um

x © A tal que fl{y) = x, isto @,

(v, x) € ', ou ainda, (x, y) € f. Assim f é sobrejetora.
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b} dados x; €A e x; € A, com X, # X, se tivermos f(x;) =flx,) =y
resultard  f7l(y) = x; e f'(y) = x;, o que é absurdo pois y s6 tem uma
imagem em f'. Assim f(x,) # f(x;) e f & injetora.

22 Parte: se f é bijetora, entdo ! & uma fungdo de B em A.

a) Como f ¢é sobrejetora, para todo vy € B existe um x € A tal que
{x, v} € f, portanto, ly, x} € f!,

b) Se y € B duas imagens x; e x, em f!, vem:

ly, x;) €1 e (y, x;) € f!
portanto
{x;, VEF e (x,y] EF.

Como f é injetora resulta x; = x,.

224, Definigdo

Se f é uma fungdo bijetora de A em B, a relagdo inversa de f & uma
fungio de B em A que denominamos fungdo inversa de f e indicamos por .

225, Observages

13)  Os pares ordenddos que formam f~' podem ser obtidos dos pares
ordenados de f, permutando-se os elementos de cada par, isto é

(x, Y Ef <= [y, x) € !

~

2%)  Pela observacdo anterior, temos
Ix, y) Ef <= ly, x} € 1,
Agora, se considerarmos a funcdo inversa de ', teremos:
ly, x) €' e (x, y) € (f1)?
isto é, a inversa de ™' & a propria funcio f
(F") = f.

Podemos assim afirmar que f e f™! sdu inversas entre si, ou melhor, uma é
inversa da outra.

38 O dominio da fungdo ™! é B, que é a imagem da funcio f.
A imagem da funcdo f™' é A, que é o dominio da funcio f.
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Dif™') = B = Im(f) e Im{f*) = A = D),

226. Vimos no exemplo anterior que se a fungio f é definida pela sentenca

aberta y = 2x - 1, entdo a fungdo inversa ™' & definida pela sentenca x = y—;—1 .

Observemos, por exemplo, que x =2 e y =3 satisfazem a condigio

. + ~ .
y = 2x -1 e também x = y_2__1 Isto ndo quer dizer que o par ordenado

{2, 3) pertengaa f ea f!. De fato
(2,31 €f e (3,2 €+,

y +1

As sentencas abertas y = 2x -1 e x = ndo especificam guem

(x? ou y?) & o primeiro termo do par ordenado.

Ao construirmos o grifico cartesiano da fungdo f, colocamos x em
abscissas e y em ordenadas, isto é:

f={(x, Y EAXBly=2x-1}

e ao representarmos no mesmo plano cartesiano o grafico de f™!, como o
conjunto

£ < {{y, x) EBXA|x = V;1}

devemos ter y em abscissa @ x em ordenada.
Atfim de que possamos convencionar que:

19) dada uma sentenca aberta que define uma fungdo, x representa
sempre o primeiro termo dos pares ordenados e

29) dois graficos de funcdes distintas podem ser construidos no mesmo
plano cartesiano com x em abscissas ¢ y em ordenadas. Justifica-se a seguinte
regra pratica.
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227. Regra pratica

Dada a funcado bijetora f de A em B, definida pela sentenca y = f{x),
para obtermos a sentenca aberta que define £, procedemos do seguinte modo:

19} na sentenca y = f(x) fazemos uma mudanca de varidvel, isto é,
trocamos x por y e y por x, obtendo x = f(y).

29) transformamos algebricamente a expressio x = f(y), expressando
vy em funcdo de x para obtermos y = ' (x}.

Exemplos

19} Qual é a funcdo inversa da funcdo f bijetora em IR definida por
fix) = 3x + 27 .

A funcdo dada é: fix) =y = 3x + 2.

Aplicando a regra pratica:

I} permutando as variaveis: x = 3y + 2

I} expressando y em funcdo de x:

X=3y+2=3y=x-2=y = x -2

3

Resposta: E a funcdo f~' em iR definida por f(x) =

X -2

29) Qual & a funcao inversa da funcio f bijetora em IR definida pol
f(x) = x3?

A fungdo dada é f(x) = y = x3,

Aplicando a regra prdtica, temos: x = y3=—= vy = \3/;

Resposta: E a funcio ' em IR definida por 7' (x) = ¥ x.

228. Propriedade

Os gréficos cartesianos de f e f! sdio simétricos em relacdo a bissetriz
dos guadrantes 1 e 3 do plano cartesiano.

Observemnos inicialmente que se {a, b) € f entdo (b, a) € f',

Para provarmos que os pontos P(a, b} e Q(b, a) sdo simétricos em relacéc
a reta r de equacdo y = x (bissetriz dos guadrantes 1 e 3), devemos provar
qgue a reta que passa pelos pontos P e Q §é perpendicular a reta r e que at
distdncias dos pontos P e QO a reta r sdo iguais.

O ponto M, médio do segmento PQ tem coordenadas (a tboat b)

e portanto M pertence a reta r. Como M é médic do segmento PQ, isto ¢
MP = MQ, M € r, estd entdo provado que os pontos P e Q equidistam d:
reta r.
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<>
Para provarmos que a reta PQ ¢é perpendicular a reta r, consideremos o
ponto Rlc, c)] da reta r, distinto de M e provemos que o tridngulo PMR é
retangulo em M.

Calculando a medida dos lados do triangulo PMR encontramos:

P2 = _a+b2+b_a+b2: a—b2+ b—azzza_bz
(a - 52207+ 7= (S (2 (252)
MR = (200 ot (22D gt g 2rh g2

PR? = (a-¢)?+ (b-c)?

e observemos que

T a-b ath

PM? + MR? = 2022 8)2 4 2 L. Y20 A BE o ait2abrbE

2 2
~2{a+tb)-c+2c? = a2+ b? - 2ac - 2bc + 2¢? = (& - 2ac + ¢2) + (b? -
-2bc +¢?) =(a-c*+ (b-c)?=PR.

229. Assim, por exemplo, vamos construir no mesmo diagrama os graficos de
duas funcdes inversas entre si:

19) fix) =2x -4 e fl(x) = X ; 4
20} f(x) = x? e FH{x) =vx
39 flx) = x3 e fix) =vx
0 - 9% - . x*4 v4
19) y=2x -4 y 5 p
x y X y s
-4 | -12 12 | -a
-3 | -10 -10 | -3
2| -8 8 | -2
1| -6 % | -1 & X
0| -4 4| o0 <
1 -2 -2 1 <
2 0 0 2
3 2 2 3
4 4 4 4 ] 1
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29) Yy = x? Y = \/; v 4 ,
[
b Y X y
&

0 0 0| 0 / é,e“‘

11 1| 1 [ 9

2 4 4| 2 /

3 9 9! 3

4 | 16 16 | 4 =
5 | 25 25 | 5 —T

/“
6 | 36 36 | 6 / -t
71
x
3 Y
39 oy =3 y =V x
e"(\

X Y X A l f ‘o"ﬁ?
3| -27 27| -3 / - -
2| -8 8| -2 -
a4 -1 -1

0 0 0

1 1 1] 1 = ]

2 8 8| 2 ]

3| 27 27 | 3 [

230. Teorema

Seja f uma funcdo bijetora de A em B. Se f! é a fungdo inversa d
f entdo
flof=1p e fof'!

i

I
Demonstragdo

¥x €A (flofix) = fHfx) = FHy) =
vy €8, (of )y = f(FHy) = fix} = v.

i
x

1]
n
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231. Teorema

Se as funcdes T de A em B e g de B em C sdo bijetoras entdo

(gof)™ = flog™.

Demonstragao

Observemos inicialmente: se as funcdes f de A em B e g de B em C.
sio bijetoras, entdo a funcdo composta, gof de A em C é bijetora, logo,
existe a funcdo inversa (gof)™' de C em A

Queremos provar que (gof)™ = flog™, entdo basta provar que
(Flog N olgofl =14 e (goflolftog™) = Ic.
Notemos que
flof = 1, fofl=1lg, glog=1g e gog™ = Ic.
Entdo:
#logolgof) = [(Frog™)oglof = [flolg™ ogllof = [folglof =
=flof = Ia
(goflottog™) = [(gofoftlog™ = [golfof!)]og™ = [golglog™ =
-1 _
= gog~ = lg.

EXERCICIOS

A.325 Para cada fungdo abaixo pede-se provar que é bijetora e determinar sua inversa:
a) f: R— R tal que f{x) =2x -5
bl g: R - {4}—> IR - {1} tal que gix) =
¢) h: R— IR tal que hix) = x5

x + 1
x - 4

A.326 Nas fungdes abaixo de IR em IR, obter a lei de correspondéncia que define a funcdo

inversa.

a) fix} =2x + 3

b) gix) = X =1
3

c) hix) = x3 +2

db plx) - lx~ ¥+ 2
e aixl - Vx4 2

N ox -V x-1

g st - V1 - X3

A.327 A fungdo f em IR definida por f(x) = x2, admite funcio inversa? Justificar,
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A.328 Seja a fungdo f de B_ em IR,, definida por fix) = x?. Qual é a fungdo inversa . A.331 Obter a fungdo inversa das seguintes fungdes:

ée " al f: IR - {3} = IR - {1} b) £: R - {-1} — IR - {2}
Solugdo fog = X+ 3 flx} - 2x*3
A funcdo dada é fix) =y = x2 com x <0 e y >0 x - 3 x + 1
Aplicando a regra pratica, temos: o f:IR-{3} - ®r-{} d f: IR - {is} — R - {%}
1) permutando as varigveis: f(x} = 4-x flx) = Bx+ 2
x=y2 com y<0 e x>0 x-3 3x - 1
1) expressando Y em fungdo de x o) f: IR*— IR - {4} fl f: IR - {3}— IR - {3}
x=y2=>y - vx ou v=—\/; f(x)=ib(—-'—‘—g f(x)=3x+2
Consideram:.io que na fungdo inversa f~!, devemos ter Yy<0 e x>0 aleide ) "
correspondéncia da fungdo inversa serd FLix) = -v/x. .
Resposta: E a fungdo ! de IR, em IR_ definida por 1(x) = -v/x. A.332 Seja a fungdo f de IR - {-2} em IR - {4} definida por f(x) = 4x+_ 3. Qual

- é o valor do dominio de f~! com imagem 5?7
-A.329 Obter a fungdo inversa nas seguintes funcGes abaixo
a) f: IR,— R, Solugdo
fix) = x2 Queremos determinar @ € R - {4} tal que f~'(a) = 5, para isto, basta determinar

b} f: A— R,, onde A {XEIRIx<1} a tal que f({B) = a

fix) = {x ~ 1)2

4.5-3 17 _ 17
¢ f: A— IR_, onde A={xER|x<2} a =105 = 5 + 2 =5 @ 7°
f(x) = -(x - 2)2
DA R pnde A-{xERIx<A) A333Seja a fungio f de A ={xE RIx<-1} em B={y € Rly>1} definida
00 = xe ) por f{x) = m Qual ¢ o valor do domfnio de -1 com imagem 37
e} f: IR—— B, onde B=-{vemRrily=>1} &
fhd = a2 + 1 A.334 Sejom os conjuntos A = {x € Rl x> 1} e B={vyERIy 22} e a funcio

fl f: IR,— B, onde B f de A em B definida por flx) = x2 - 2x + 3. Obter a fungdo inversa de f.

i

{verly<a}

fix} =4 - x2
Solugdo
’ :(:X)IR:_; B; e Bobemly 1) A funcdo dada é flx) =y = x2 - 2x + 3 com x >1 e y22
. Aplicando a regra pratica temos:
A.330 Seje a fungdo bijetora f, de R - {2} em IR - {1} definida por f(x) = X+ 1 ) vermutando ss varidveis:
Qual ¢ a fungdo inversa de f? x- 2 vt o o
. ) expressando y em fun¢do de x
A funcdo doda ¢ 1l =y - +; com xF2 e y#1. x=v2_2v+3==>x=y2_2y+1+3-1=x=(v-1)2+2=¢
Aplicando a regra prética, temos:_ ey - "o ,——x Ty -1 - ﬁ——x 3 ou y -1 Vr-2=
= y=1+1 x -2 ou y=1-Vx-2

y+1
2 TS 2=y Sy -y =+ 1=y(x-1) = 2x + 1=

_ Considerando que na fungdo inversa t-1, devemos ter y =1 e x_>>2, asentenca

v
Sy = 2 "'—11 ' que define a funcdo inversa ¢ f7H(x) =1 + Vx-2
x ~ 3
o ) ' Resposta: f1:B-— A
Resp.: E a fungdo 7!, de R - {1} em R - {2}, definida por f1{x) = ﬁ ' " fFlx) =1 +Vx-2
X} = -

x -1 (
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A.335 Obter a fungio i i Ges:
¢ao inversa das seguintes fungGes: A.337 Nas seguintes fungdes em IR, determinar a fungdo inversa.

B A-{xERIxz1} e B-{veRIy>-1} 2x + 3 e x =2 5 -3x se x=-1
a) f(x):{ g bl f(x)={4

f:A—B
fix) = x2 - 2x Ix + 1 se x <2 - 4x se x < -1

b)f\-;{xesiR|x>-1} e B:{YEIR|V>1} c)f(x)“{xz se x =0 d)f(ﬂ:{xa_zse x < -1
f(‘x),:—:2+2x+2 - x se x <0 4x +1 se x z -1
c);ﬁl;{—x)EBIFHxQZ’} e B-{yERIy>-1} " f(x)z{\/x——ﬁ‘sex}s . zx::x;7-1se<);;<22
-t -+ 3 3-x% s x<3 X -2 -4 se x < -1

d)A:{inﬂ|x>%} yemly>-1}
f:A— B 4 A.338 A fungio f em IR definida por f(x) = [x + 2] + [x - 1], admite fungdo inversa?
flx) =2 - 3x + 2

@
w
i}

A.339 Seja a fungio f em IR definida por f{x) = 2x + [x + 1] - |2x - 4|. Determinar

el A={xER|x>2 B
g } ’ a funcdo inversa de f.

f:A—B
fix) = =x2 + 4x + §

{vER|y<ag}

A.340 Seja a fungdo f em IR definida por flx) = 2x - 3. Construir num mesmo plano

fl A={xERIx<-1} ¢ 8- {ve rRly <5} cartesiano os graficos de f e f!
f:A—B
flx) = -x2 - 2x + 4 Solugdo v ; L L |
-1 _ox+3 : 37
g)A:{x€H|x>£} e B={VEIRiy>—g} fix) = 2x - 3 fHx) = 5
f:A—B 4 8 il
fHx) = 2% - Bx + 2 x y x v
. o 2 _ - - - _
A.336 Seja a fungdo bijetora de R em R definida por fix} = 4 © | % x=0 L 5 5 |
c -3 -3 0 X
x -1 s x<0
Determinar 1, 1 -1 -1 !
2 1 1 2
Solugo 3 3 3 3
4 5 5 4

Notemos que

19) se x >0 entdo f(x) =y = x2 - 1, logo y = -1. A.341 Nas fun¢Bes que seguem, construir num mesmo plano cartesiano os graficosde f e £1,

Q -

27) se x <O entdo f(x) =y =x-1, logo y < -1. al f: R— R bl f: R— R

A fungdo proposta & fix) = 2x + 1 filx) = 2x* 4
3

y=x-1 com x>0 e y>-1 ou y=x-1 com x<0 e y< -1, ¢ f: R— R

d f: R_.>B={yERIy <1}

Aplicando a regra prética: flx) =1 -3 fix} =1 - x2

I} permutando as varidveis, temos: e f: A= A-{xERIx> -1} fl f: IR*— IR*

X=y2-1 com y>20 e x>2>-1 ou x=y -1 com y <0 e x<-1 flxd = x2 + 2x fix) = —

11} expressando y em fungdo de x, temos: gl f: IR* > IR - {1}

Y=V¥x+1 com y2>0 e x2-1 ou y=x+1 com y <0 e x<-1. f(x):x;‘I h)f:lR_"';IR‘f
fix) = 2

Logo, a fungdo inversa =1 & de IR em IR e definida por

‘ © i) f: R—> R,
f_l(x):{\/x+1 se x 2 -1 1x

x+1 se x < -1 fix} =
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A.342 Dadas as funges f e g em R definidas por fix}) = 3x - 2 e gi{x) =2x + 5 A.344 Sejam os conjuntos A ={xE R|lx>-2}, B=-{xER|x>-4} e

determinar a funcdo inversa de gof. C = {x ERIx> -1} e as fungBes f de A em B definida por fix) =
=x2 +4x e g de B em C definida por g{x) = x2 - 1, Perguntase: existe
Solugio {gof)1? Justificar a resposta.

19 Processo

A.345 Sejam os conjuntos A ={xE R | x < 1 e B = R =-1 } e as funcdes: f
Determinamos inicialmente gOf e em seguida (gOf) -1 t X< 2} kERIx= ¢

de A em IR_ definida por f(x) = 2x -1, g de R_em IR, definida por gix) = x2
{gofi(x) = glf{ = 2f +5=2 - + 5 = + 1. .. ’ - +
908 {x} = glflx)) (x) (3x - 2) +6 = 6x +1 e h de R, em B definida por hix) = 4x - 1. Determinar a funcdo inversa de
Aplicando a regra pratica, temos: hO(gof).
-1
X=6y+1=y=2
Y y 6

x -1

portanto  (gof) ! (x) =

29 Processo

Determinamos inicialmente ! e g~! e em seguida f1og™! pois
lgofi™ = t1og,

Aplicando a regra pratica em f(x) = 3x -2 e gix} = 2x + 5 temos:

e glix) = _x__é_S

fl() - X+ 2
x-5 42
-1
t-1og-t - §1(gt R x -1
(fF~og™ lx (g7 (x}) — 3 5

portanto (gof)’l(x) = 5—-—;—-!

Resposta:  (gof)™!: R— R
tgof)tx) = X =1

A.343 Dadas as fungGes f e g, determinar a fungdo inversa de gof:

a) f: R— R e g: R— R
fix) = 4x + 1 g{x) =3x -5

b) f: R— R e g: R— R
fix} = x3 gix) = 2x + 3

g f:R,—> R, e g:R~— C={x€R|x<4}
Hx) = x2 gix) = 4 - x
d)A={x€|R|x>%}, a={xen|x;‘.%}
f: A— B e g: B— R,
fix) = x2 -~ 3x glx) = 4x + 9
e A={xeRIx>1}, C={xeRIx=2]}
f: A— R, e g: R,— C

fix) = x2 -1 glx) =V x+ 4
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APENDICE | 20)

verificando se gla) > 0.

Mostremos que gla) = 0 = « é raiz de (1)

EQUACOES IRRACIONAIS fla) = {glah)’ = [VHa) - gl ][V Fla) + g(a}] = 0 =
gle) = vV fle)
Equacdo irracional é uma equagdio em que hd incognita sob um ou mai: - ou-
radicais. gla) = -V fla)
Exemplos _ Como gla) > 0 resulta que s6 gla} = Vv fla) ¢ verdadeira, isto &, «
é raiz da equagdo g{x) = \/Tx)
x -2 =3, \/3 2x+ 1 =2, V3x+2=x+2 V2x+1+V2x-4=5. Esquematicamente, temos:

Para resolvermos uma equacdo irracional, devemas transforma-la, eliminanda
os radicais, bastando para tanto elevé-la a poténcias convenientes. Ndo devemos LV Hx) = glx) == f(x) = [gix}]? e gixy =0
esquecer que este procedimento pode introduzir raizes estranhas a equacdo 5
proposta inicialmente.

232. Equagdo v f{x) = gix)

EXERCICIOS
Facamos o estudo da equacdo irracional do tipo V f{x) = g(x). A.346 Resolver as equacdes
Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos: al V2x -3 =5 b) Vx2 + Bx +1 + 1 = 2x
flx) = [g(x)]z. Solucdo
) a) N3o ha possibilidade de introduzir raizes estranhas ao quadrarmos esta equacao,
As duas equaches podemn ser escritas pois
VHx) -gx) =0 e f(x) - [gx)]*=0 9ix) =8>0, ¥ xER
ou Vox -3 - 5=2x-3-52 = x - 14
VX - glx) =0 (1) e (VHx) - glx) - (V) +9(x)) =0 (2. s = {14}
b) Antes de quadrarmos esta equagdo ¢ conveniente isolarmos a raiz em um dos
- . -~ .. - membros. Assim, temos: >
E claro gue toda raiz da equacdo (1) é raiz da equacdo (2) porque anulando-se ~ N s S
’ . bx + 1 + 1 = 2x —=» x“+565x +1 =2x - 1=
f(x} - g{x) anular-se-d o produto {V f(x) - g(x)}{V f(x) + g{x)}. X"
V fx) glx) p { { g(x)){ ( g(x)) X Bx b ] = (2% - 1) X% 4 Bx + 1 - A - Ax + 1
Entretanto, a reciproca ndo é verdadeira, isto € uma raiz da equacio (2) =3x2 - 9x = 0=>x-0 ou x =3

pede ndo ser raiz da equacdo (1). De fato, uma raiz de (2) anula um dos fatores,
podendo anular v f(x) + glx) sem anular +/ f{x) - g(x). X -3 & solucdo pois, V3T 25 -3+ 741 2.3

Para verificarmos se «, raiz da eguacdo (2), também é raiz da egquacdo Para verificar se x = 0 ou x = 3 sd0 ou ndo solugbes da equacdo proposta podemos
{1) podemos proceder de dois modos: : utilizar o segundo processo, como segue:

, x = 0 ndc é solugdo pois, V02 + 650 +1 +1 £2.0

gix) = 2x -1
gl0) = -1 <0 =x = 0 ndo é solugio
{ gl3) =5 >0=>x =3 4 solucdo.

19)  verificando na equagdo proposta, isto &, substituindo x por « em
(1) e notando se aparece uma igualdade verdadeira;
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e A.352 Resolver a equacdo
A.347 Resolver as equagdes irracionais:

al Vi3x-2=4 B V1 -2x=3 X2+ 3x +6-3x =~ x2+4

o Vx?-8x+13 =3 d Vax? - 7x +6 =2 Solugdo
o ViRt -7x+4-2 D VieeVxra-s h eaueeio proposta ¢ equivalente 2
X2+ 3x +4-Vx2 4 3x+ 60 =2 +3x +6-Vx2 -2-
g V5+V3+x=3 h) V8x + 10 = 17 - 4x Fazend m * x* 0 Xrre-2-0
azendo X x + =Y, temos
i) x+V25-x2=7 N ox-v25-x® =1
K} 2-x-2vx+1=0 D V2 +x-1=2-x n
y = -1, ndo convém, pois, v = Vx2+ 3x + 60
m VOIxZ + 2x - 3+ 2 = 3x N Vxt+2x2 o x+1=1-x2

Para vy = 2, temos:

o) Vi1 -Vt - = x -1 P V2x + Vx2 1= x+1 Vx2 +3x +6-2=2x2 +3x + 6 =22 == x2 + 3x + 2 = 0 =

=Fx=-2 ou x=-1
s ={-2, -1},

v -y-2=20=y -2 ou y= -

A.348 (MAPOFEI-74) Resolver a equagdo V 4x + 5 - x = 0,

A.349 [MAPOFEI-75) Verificar se existem nOmeros reais x tais que 2 - x = V x% - 12

Justificar a resposta. A.3563 Resolver as equacdes:

) 3x2 + Bx + 4 = 2/ 3x2
A.350 Resolver as equagdes: a : Xz 2V 3x2 + Bx + 7
a NI
a) x3-3Vx3+2=0 b)\/x+2\/:-1=0 b} x% + V' x 4x =4x + 7
c) x2 - x+3=5vx2-x-3

Solugdes d x2 +4Vx2 - 2x -6 = 2x + 3

a) Fazendo \/Ez y e x3=y?, temos:
y2 -3y +2=0=y=1o0uy-=2
mas v:\/;;' logo ) x‘/;=\/:(T
\/x_3= 1=x3=1=>x l ' A.355 Resolver a equagdo
Vid sz =xca=x-Va Vax+1+vVax-4a-5
S={1’ \3/;} Solugdo

A.354 Resolver em IR, a equacdo

I
n

4
b) Fazendo \/;: y e A /x=y2, temos Antes de elevarmos ao quadrado, devemos transpor uma das rafzes para 0 outro
o2+ 1-0=sy 1 ou y 1 membro, Assim, temos:
v Yy - = = — = -
Agora calculemos  x: ? \/Qx e \/2x -4-5 =\/2X *1=5- \/2" -4
y-1=Vx--1=x&R =V + 1P o5 - V2x -4 =2+ 1 -25-10V2x -4 + 2x - 4=
a7 1 1
v=—;—=> X=—2'=‘X=T€ :10\/2"‘4:20=>V2X-4=2=°2x—4=27=x=4
S = {l} x = 4 & solugdo pois
16
V2.a+1++2.4_4-5
A.351 Resolver as equagdes: S = {4}
al x -6Vx+6=0 b 9x + 12V x -5 -0 A356 )
c) 6x + 7\/:+ 2-0 d) x - 2\/:- 2=0 2 esolver as equagdes:

fl x3+7Vx3-8-0 a V36+x=2+Vx b) Vx+1+vx-1=1

3_6Vx3+5=0 Vx+1-Vx-1-= d vVx-9- x -18 =
e} x x ¢ x x -1 1 ) 1 1
g \/:— x+2=0 h) V x \/_ e} 14 =1 + + =
v 2 x-6=0 Vx-2-vVx- = \ + 2
! 1 ; 1 f) x -4 X 4 = 14
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A.357 Resolver as equagles:
a) Vx+1=vVax+1
c) Vax +1 -Vx-
el Vx + 1 Sl =Vx-Vx+ 8

g)\/1+x+x2+\/1-x+x2=4

)V ax - 3+ Viax + 1
d V2 + 2 -Vx-1=
f) \/:-\/x—\/1-x=

=4

A_358 Resclver as equagdes:
a) Vx+10-vVx+3-vVax-23
bl Vx +4+2Vx+1=vVx+20
c Vx+5=\/4x+9—\/:

dVx+e+vVx+1-VIx+a
e) \/4x—3a-\/x+63=\/x—33

A.359 Resolver a equacao:

Vrx-2+Vx-7-Vx+5+vVx-10

Solugado

Vex-2+Vx-7=-Vx+5+Vx-10 =
=>(\/x—2+\/:—-—;lz=( x+5 +vVx-10?% =
ox-2+x-T+2Vx2-0x+14 = x+5+x-10+2Vx* - 5x - 50
22V -9x+14 =4 +2Vx*-6x-50

2V -ox+14 =2 +Vx*-6x-50 =

560 - dx = 4V x? - Bx - 50 =15 - x = V/x? - 5x - B0 =
=225 - 30x + x2 = x2 - 5bx - 50 = -26x = -275 =>x = 11

= 11 é solugao pois
Vit-2+vV11-7=vV11+5+vV11-10

= {11}

A.360 Resolver as equages:
a) \/2x+3+\/3x+2-\/§x+5=\/—§;
b Vx+ 6+ Vx-10=Vx+17+Vx-15
O Vr-1+vx+2=Vx+3a-vVx+7
dVEx+1-Vax-2-Vix+4a-v3x-5

A.361 Resolver as equagdes:

4
Vearie._ o B Vx + Vx+ 22—
e e Ve
vV ax + 20 4 -V x
Vs +VE - x= d) ——— = =
cl + x b — P ;
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A.362 Resolver a equacdo:

2 N 2 o

x+V2—x2. x -V2-x2 )

Solugao

Multiplicando o5 termos da primeira fragio por x - \/72 - x2 e os da segunda por

X +V2-x2, temos:

2(x—\/2—x2)+2(x+\/2—x2) x =
2x?2 . 2x2 - -
—_— 2-xt " - = 2x=x(x2 - 1) =x3_-3x=0 =
x—1 —1

x(x2 -3 =0 =2 x=0 ou x =vV3 ou x:-\/?

X = \/E ou x =~V 3 ndo sdo solugSes pois devemos ter 2 - x2

seja real a expressio V2 ~x2. Somente x =0 & solugdo e isto pode ser verificado
facilmente, substituindo x por zero na equacao proposta,

= {o}.

A.363 Resolver as equacdes:

=0 para que

a) ! + ! = V2ix? + 1} -

\/+\/x2—1 \/x-\/xl—1
0) 1 N 1 Vs
1-V1-%x  1+v1 - x x
x + V3 x -V3

c) +

\/:+Vx+\/§ \/:(—-Vx-\/?:

=

A.364 (MAPOFEI-76) Resolver a equacgio

1 N 1

-2
V3+x+vV3-x Vit x-vV3.x

A.365 Resolver a equagdo

Vi + Vx -Vx - Vx =

4
3 Vs

x

A.366 Resolver a equacio

T+ x -V2x + x2
7+x+\/2x+x2

\/2+x+\/:
\/2+x—\/:

A367 Sendo a e b nameros reais, resolver a equacio:

\/a-x+\/b—x:\/a+b—2x

211-A



A.368 Sendo a € IR], resolver a equagdo:
5a

Va2 + x2
A.369 Sendo a e b nGmeros reais nao negativos, resolver e discutir a equagao:

\/x+a=\/:+\/;

A.370 Sabendo que a e b sdo ndmeros reais e positivos, resolver as equagdes:

2x + 2V a? + x2 =

A.371Sendo a e b nameros reais ndo nulos, resolver a equagdo:

Vaz + xVb2 + x2 -8 -x-a

A.372 Resolver os sistemas de equagoes:

a) xy = 36

\/;+\/;=5
b [ Vx-Vy-2Vay

x+y =20

L+\/l=_5,
c){\/_y- ~ 3

x+y=10

d){ x+y-Vay =7

x2 + y2 + xy = 133

A.373 Resolver os sistemas de equagdes:

a){sg/x2_3y_1+\/x+6yz19

3V x2 -3y -1 =1+2Vx + 6y

b) \/x+y+\/2x+4y=4+\/;
Vx+2y -Vax+2y =2vV2 -2
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233. Equagio v fix) = g(x)

Facamos agora o estudo da equagdo do tipo \/3 fix} = glx).

Vamos mostrar que ao elevarmos esta equagdo ac cubo ndo introduzimos
raizes estranhas, isto é, obtemos uma equacgdo equivalente.

3
VX =g{x) <= f(x) = [g(x)]>.
De fato, considerando estas duas equagées, temos:

VN = glx) e f(x) = lg(x}]?

ou
VHxl -alx) =0 (1) e fx) - [gx]*=0 (2.
Observemos em (2) que:
f(x) - [g01® = [¥/F(x) - o]+ [(VFx)? + glx) - VFx) + (glxh)?] = O.
Como o fator (\VW))2 + g{x} - m + {g(x))}* & sempre positivo pois

(VN + glx) « VHx) + (g(x))? = [V X + %x—) I+ L?t(x”'z

resulta que o fator \/3 f(x) -~ g{x} é nulo e a equagdo (2) tem sempre as mesmas
solugBes da equacdo (1), isto &, (1) e {2} sfo equivalentes.

EXERCICIOS

A.374 Resolver as equagGes:
a)\/32x+1:3 b)\/34x2+9x+1=x+1
Solugio
A V2 A1 - 3==2x 41 - P> x = 13
s = {13}
b} \/34x2+9x+1:x+1==4x2+9x+1=(x+1)3=>

=242+ 9x + 1 = x3 + 3x2 + 3x + 1==>x3 - x2 - Bx = 0 =>
= x(x2 - x-6) s0=>x=0 ou x=3 ou x = -2

s = {0, 3, -2}.

A.375 Resolver as equagGes:

a)\/33x-5=1 b)V34x+1=2

c)\/32x+ = -3 d)\/ax'l—x—4=2

o) V32 -Tx -5 = 1 ) VX2 -Bx +40 =3

o Vxr1=2x+1 h) V3x - 1= 2x ~ 1

i) V32x1+3x-1=2x—1 j)\3/§+15x—5x2-3x3=x+2
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A.376 Resolver a equacio 2‘3/x4 -3 3 2 - 20

n
o

. 3 3
A.377 Resolver a equagdo \/x + 49 - \/x -~ 49
Solugdo

3 3 3
Yt a9 -V x-a9 - 2= Vx + 49 = 2+ Vx - 49 = (Vx + 49)° =
3 3
2+ 293 = x+49 =8 + 3V x - 49 + 3V x - 49)% + x - 49 =
3 3
(%~ 4912 + 3% x — 49 - 90 - 0==> (Vx - 49)2 + V/x - 49 - 15 = 0.

3
Fazendo x — 49 = y, temos:

I
N

3 -
v2+y-15=0=> y =3 ou y=-5 mas, v="%x-49, entdo

Y% -9 - 3==x-49 = 3= x = 76
Y x_49 - 5=>x-49 - (B} =>x = -76
s = {78, -76}.

' A.378 Resclver a equagdo \3/:—— - \3/:_-—5 =1.
A.379 Resolver a equagao \3/x -1+ Q/x -2 = \3/2x - 3.
A.380 Resolver a equacdo \3/—2—-—)( =1- ‘\/x—-‘l
A.381 Resolver a equagdo \/3 x+ 1+ \/3 x-1= \3/?;

Solucgido

Para resolvermos esta equagdo vamos utilizar a identidade
(A + 8% = A3 + B® + 3ABIA + B).

3 3
Fazendo A = 3><+1, B = x - 1 a A+ B =7%VDbx temos:
3 3 3 3
(V35x)3=(\3/x+1)3+(\/x-1)3+3\fx+1-\[x-‘|- Bx =>

3
=>x+1+x-1+3\/35x3'5x=5x=3 Bx3 - Bx = x ==*5x3 - Bx = x3 =
5

ﬁ

ou X = -—

= 4x3 - 6x = 0= x(4x2 -5} =0=+x=0 ou x = 2

3 3 3
A.382 Resolver a equagdo: VX +2+Vx-2=vViilx.
6
A.383 Resolver a equagdo: \/3 x+ 1 - \/3 x~-1=%Vx2-1
3 3 3
A.384 Resolver a equagdo: \/1 +Vx+ \/1 -Vx=%56.

x+y =172
A.385 Resolver o sistema de equagdes: {\3/;+ Q/\T— 6
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APENDICE 1l

INEQUAGCOES IRRACIONAIS

234. Inequacdo irracional é uma inequagdo em que hd incognita sob um ou
mais radicais.

Exemplos
VX +2>3VxI-3x+4>x, Vx+1+vVx-3>2

Observemos inicialmente que se a e b sdo ndmeros reais ndo negativos
entdo

a>b e a®> b?
a<b &= at<b?

Assim, por exemplo, s8o verdadeiras as implicacSes

2<5 =4<325
V3I>V2 =3>2
4<9 =2<3

mas sdo falsas as implica¢Ges

3<-2=90<4
2> -6=>4> 25
2>-3=4>9

235, Teorema

Se flx) 20 e glx}) >0 em um conjunto de valores x pertencentes
a A C R, entdo sfo equivalentes as inequagBes f(x) > g(x) e [f(x)]* > [gix)]>.
Demonstracao

Seja 5, o conjunto das solugbes da inequagdo f{x) > g{x) e S, o
conjunto das solugdes da inequagio [f(x)]? > [g(x)]?, isto &,

S, = {x € Alf(x) > gix}}

S, = {x € Al[#x]* > [g(x)]*}

Para provarmos que as inequagBes f{x) > gix) e [f(x)* > [q(x)]?
sdo equivalentes, basta provarmos que S, = S,.
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De fato, para todo « de S,, temos:

fla) - gla) > 0
a €5 CA=fla) >qla > 0 = e =

fla) +gla) > 0
= [fla) - gla)] - [fla) + gla)] > 0 = [F(@)]? - [gle)]® > 0 —
= [fla}]* > lgle)]* == a € 5.

Acabamos de provar que S, € S,, provemos agora que S, C §,.

Para todo @ de S,, temos:

a €8, = [fla]* > [gla)]* = [fla)]? - [ala)]? > 0 =
a €S, CA = [fla) + gla}] - [fla) - gla)] > O
e
EA =>fl@ >0 e gla) 20 = fla) + gla) = 0
= flo} - gla} > 0 = fla} > gla) = a €S,

Vejamos agora processos para resolvermos alguns tipos de inequacdes
irracionais.

236. Inequacdo Irracional +/ f{x) < g{x)

O processo para resolvermos esta inequacdo é:

19)  Estabelecemos o dominio de validade, isto é:
fix) 20 e g(x) >0 n

29 Quadramos a inequacdo proposta e resolvemos
flx) < [gix)? (I

As condicBes (1) e (ll) podem ser agrupadas da sequinte forma
0 < f(x) <[g(x)]* e glx) >0

Esquematicamente, temos:

VIR <ghd == 0< ) < lgIIF e gix) >0

Analogamente, podemos estabelecer para a inequacio v/ f(x) < g{x)

NI K glx) = 0.< Hx) <[glx)]? e glx) >0

216-A

EXERCICIOS

A.386 Resolver as inequagBes irracionais -

al Vx©-3x <2 b)m<x+1

Solugoes
x2 -3x =0

al Vx2-3x <2 =>0<x2~3x<4:{ &

x273x<4

X - 3x =0 x <0 ou x =3 ()
= e =

e
X -3ax-a4<o0 1< x <4 N
0

+
() M)~ ohHHe i x
-1 0 3 4
s={xERI-1<x< 0 ou 3 < x <4}

o}
b)\/2x+5<x+1é{

\Y

x +1
e

DK 2x + 5 < (x + 17

x+120 x +1:20 x 2 -1 {
e e €

= { 2x+5>0 —J 2x+8520 ==< x=2- 2 m
e [] (3

2%+ 6 < (x + 1) X -420 Xx€-2 ou x22 (1)

-1
(1) ————————————————————SHHHHHHHH A -

5
T2
on O - X
) 2
() L a3 e X
2
(1 M O o — X

s-{x€RIx=2}

A.387 Resolver as inequagdes:
a) \/TJ <2
bl V2x + 5 <3
g Vi ox-2<2
d V3 - 6x + 2 <2
e} m <1
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A.388 Resolver as inequagdes: EXERCICIOS

al V4 -3x <x bl Vx +5<x -1 i .

¢ V2x +9<x -3 A Vr+F3<x +1 A.389 Resolver as inequagdas:

el Vx+1<3-x ) Voxt - x - 6 < x al V3x-52=2 b) Vaxt - Ix +2> -4 o Vax-1>x-2
g)‘\/xz—3x+3<2x—1 h Vaxt -8x -3 <x +3

Solugao

a) V3x-522=3x-522P=x>23
S={xERIx=3}

i1+ - 3x + 2 < 2x

237. Inequagdo irracional +/ flx) > g(x) 1
b} \/3x1 cTx 42> 4=3x> - Ix +220=>x < 3 ou x >2

O processo para resolucdo desta inequacdo consiste em du rtes, que sdo
P pa ¢ quag as partes, qu S={x€|Rlx<%—ou x > 2}

12 Parte
gix} <0 e flx) 20 2x -1 20 e x-2<0 {1

— . " I A V2x-1>x-2 — ou
pois sendo gix) <0 e f(x) = 0, a inequagio + f(x) > g{x) esta satisfeita. { X 1> x-27 e x-220 (1)

23 Parte . Resolvendo (1}, temos: 1
.. . ) . . . 2x -1 20 X 2 — {11}
a) Estabelecemos 0 dominio de validade da inequacio, isto é: ' 2
e ==
f) 20 e gix) >0 ) x -2 <0 x <2 (v

b} Quadramos a inequacdo proposta recaindo em

3
\
f(x) > [gix}]? (1 : (11} x
2
- . ( (V) S X
As condi¢des (I) e (l1) podem ser agrupadas da seguinte forma 1
2 2
fix) > lg(x)P e gix) =0 ( {(Hn Nawv) St 0 X
Esquematicamente, temos: ‘ S = x € RI % < x <2}
: Resolvendo (l1}, temos:
fx) >0 e glx) <0 ( 2 - 1> (x - 22 x2 -6x +6<0 {1<x<5 (V)
= e == e —_— e
\/f(x)>g(x)={ ou ( x-220 x-220 X =22 v
flx) > [gix)): e gix) >0 : . 5
v) H t
(
Analogamente, para a inequagdo v f(x) = g{x}), temos: ( v )
2
‘ (V) M V) @D - X
f(x)>0 e g(x)<0 ( 32={XER12<)(<5}
v fix) = g{x) =— { ou : A solugio da inequacdo proposta é dada por:
fix) > [gx)]? e gix) =0 ( s:s,Usz={xER|;—<x<5}
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A.390 Resolver as inequacdes:

a) V2x +3>5 b) V3x+7 21
¢ Vax -32>-2 d)\/4xz—13x+7>2
e) \/x’-2x+7>3 f) V4 - 19x - 5x2 > -3

a) VB + Bx - 2x2 = 3

A.391 Resolver as inequacGes

a V3x-2>x b) V6 - x 2 x

) V2x +3 21 - x d) Vex“ +x -1 2>2x + 1
e) Vx" -6x +5>x -2 f) X°+4x -4 2 2x - 2
@ VIx -12x+2 h Vax® -Bx + 22 x -2
) V2+ex-x>x-4 V2 +3x- 23 > x -2

A.392 Resolver a inequacdo

V3i-x g2

X

Solugdo

Para resolvermos esta inequagdo, devemos multiplicar ambos os membros por X,

ndo esquecendo que dependendo do sinal de x, o sentido da desigualdade serd
mantido ou invertido.

12 Possibilidade x > 0 n

V3-X €0 vV/3-xK2x=20<3 - x < ax% =
X

3-x20 3-x20 x £ 3 (Hn
= e 2—=> e _— e
<

3 - x < 4x 4t x-320 x € -1 ou x}% i
0
(i) —OHHHHHHHHHHHHHHHHHHH - X
(ny mmwm%ﬂwuﬂﬁmmwmﬁmmﬁg————n—-—x
] 3
i) WWMWW
3
T 3
MO )OI e HHHHH

5, - {x ERI %<x<3}

22 Possibilidade x < 0 {1v}

Vie (2x <0)
V3-% €o=s/3-x22x ——= 3-x20=x<3 (V)
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(IV) P X
3
(V) HHHHHH A ————————————— = X
0
HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHO -
A ERRAYS x
SQ={XEIRIX<0}
A solugdo da inequagdo proposta é dada por:
S=8US - xERIx<0 ou % <x <3}
A.393 Resolver as inequagdes
a)\/5)(+3 <\/2_ b)V24—x2x—x <1
x
A VX2 >,y d) ____\"‘:7"6 >
X

238. lnequagdo Irracional +/ fix) > v/ glx)

O processo de resolucio desta inequagdo &
19) Estabelecermos o dominio de validade da inequagéo, isto é,
fix) 20 e gix) 20 ()
29) Quadramos a inequagdo proposta recaindo em
fix) > gix) (1)
As condicoes (1) e {Il) podem ser agrupadas da seguinte forma

f{x} > gix) = 0

Esquematicamente, temos:

ST > Va0 = fx) > glx) > 0

De modo andlogo, para a inequacdo

v f{x} 2 v/ glx}, temos:

VTR >/ g = flx) 3 glx) > 0" |
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EXERCICIOS Notemos que para os valores de x satisfazendo (), ambos os membros da

inequa¢do proposta sdo positivos, entdo podemos quadrd-la sem preocupacdes.
Vx+1<2+Vx-4a=x+1<4+x-4+4vVx-4=21<4Vx-4=
"—'">\/x-4>%=>x-4> 11—==>x>% (i

A.394 Resolver a inequagio
Vot o x - 12>vVxF ax + 3

Solugdo
Vax - x - 1>VxT Tax+3=23 - x -1 >x2 - 4x + 330 = 4

2x% - x -1 >x% - 4x + 3 X +3x-4>0 65

= = e ) %ﬂmmmmmx
65

e

e
x2-4x+3>0 x2-4x+3>0

x <-4 ou x>1 (I} HINRR{]}] x
= e
x<1 ou x23 (1) S={x€|H|x>?_g_]
-4 1
v x A.399 Resclver as inequagdes:
1 3
(11} e st X a)\/x—+5-<1+\/x—3 c)\/3-—x-‘\/x+1>_%-
OGN wssor S bl Vx-1-vx-4<3 dVxP+rax+2 <1+ - x 1

S={xERIx <-4 ou x=3} A.400 Resolvar a inequagio:

\/x+6-\/_x+1>\/2x-5

A.395 Resolver as inequages:

a Vix-22vV2x -3

o) Vax® - 6x - 3 <VBx + 1

@) V2xt - 10x + 8 >Vx% - 6x + 7
9 V2-3x-x>vVx>-6x +4

A.396 Resolver as inequagdes:

a) \/4-\/l-x>\/2-x
b V2-vV3+x-vVa+x<o

A.397 Resolver as inequagdes:
a) V1 -xg\/\/5+x
4
b) Vx +8<Vx+2

A.398 Resolver a inequagao:

bl V5 - x <V2x +7

d Vx* -7x+ 17 2V8 + 2x - x*

) V-xZ +6x -6 <Vax® + 12x + 11
h)\/xz—2x+2<\/2xz-x+4

Vx+1<2++x-4

Solugdo

Estabelecemnos inicialmente o dominio de validade da inequacdo

x+120
e = x4 (1)
x-420
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A.401 Resclver a inequagio:

x+VxE —10x + 9 >Vx+2VxZ -10x+ 9
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RESPOSTAS

CAPITULO |

A.1 S3o proposi¢cbes: a, b, c, d, e, f, g
Sdo verdadeiras: a, d, e, g

A2 a) 3-7#21 (F) e) (‘5)7>(%)3 (F)
bl 3(11 - 7) =5 (F) f) V221 (V)
ct 3-2+1<4 (F) gl ~{-4) <7 (V)
d) §+7-2>5+6 (VI ht 347 (V)

A3 a V B) V c v d F e} V
f) F g F

A4 a Vv b} V c) V dl Vv e) Vv
f) F g Vv

A5 a) F b) V c) V d) V e) F
f) v g v h) V

A7 @ {3x)(x*-5x +4=0) b) (Wallla + 1)fa - 1) = a - 1)
¢ cay)(% +%¢l;.) d) (I m> + 9 £ m + 3)
e) (¥x)—A-x) = x) f) (5a)(5a2+4 < 11)
g) (3 x2 = x) ny (a2l -2 - a-1)

a

A8 a) mdciZ, 30 #1 e mmci2, 3) = 6 b)—g—?’:% e 3-10=6+5

c)%<1 ou -3<-7 d 22-4 e Va2
e) (-32-9 e V9 --3 ) 2>5 e 32 >52
g Blx>2 e 3¥<3? h (¥ x =0

i} Existe um nimero inteire primo e par

j) Existe um tridngulo isdsceles e ndo equildtero
k) Todo losango & guadrado

I} Todo nimero tem raiz quadrada igual a zero

m) Existe um tridngulo equidngulo e ndo equilatero.

AS) a) F b} F cl V d F el F
f) F 9 F Y v T,
k} F ) F m) F
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CAPITULO Il A34 a) {a b} b {e, f, g} o {b}

A12 3) {-9, -8, -3, 0, 3, 6, 9} @ {a. b} o) {a. b, c} 0 e eoet gl

b) {£1, 2, £3, +6, 27, 14, 221, *42} A.36 al V. Bl v cl F 4 v

1 2 A37 X =1{1,3,5}

C){T'E'T'E} A40 a) V bl V ¢l F dl v

d) {o} A4l A={6 -1}, B-f{e xrocio}

e) {cuiab4, goidnia} c - {3. -3, 5}, D - {-Jé- } E-{23 4 5}
A13 A = {x|x ¢ divisor de 6} A42 a b, d,f

B = {x|x & maltiplo inteiro e positivo de 10} A.44 332 e 83

= {x|x é quadrade de um inteiro} AdS npuUupguUC=natngtnc-nanNB-ngNCc-rcNAYTNANBNC

O = {x | x é satélite natural da Terra} A.46 a) 500 b) 61 ct 257 d} 84
A14 D = {3} A47 A = {p, q, s, t} B= {r, s, X, z} C = {s, t, u, v, x}
A15 B= @ A.48 a) 560 b} 280
A.18 todas A.49 a) {a, b, e, f, g}

A19 a) Vv b} F c) F d) F e) F f)
fil v gl Vv h) Vv il v il F A
A.20 ‘ | ‘ @ .

' A50 @

a21 (A = (D, {a}. {b}, {c} {d}, {a, b}, {a, c}. {a, a}, {b, c}. {b, d}, {c. d}. Z
{a, b, c} {a, b, d}, {a, c, d}, {b, c, d}, A}

A22 AUB=fa,b,c.dl, AUC= {a b, c e} ‘ CAPITULO 1l
BUC-{c.d e}, AUBUC={a,b,c d e} ‘
A24 a) V b) F o F dy v e V f} v

: A.B1 a, c,d, g h,i

2.25 circulo de centro O e raio 2r ( A52 DiB) = (*1, £2, *3, 6} D(-18) = {24, 22, +3, %6, £9, 18}
.26 plano O
¢ ( D(-24) N DU18) = {*1, 2, x4, 8} M(4) = {0, £4, 18 11 }
. NB={ = NC = NnBNC-= !
::7 ANB=ib,ec, d},FA nc ,th}, B d)c {c} e ANB c:) jc} { MI10) = {0, £10, 20, £30, ...} Mi-8) A mi6) = [0, £18, £36 !
29 a) v b} © v &)V AS53 12,0,-1,1 ¢ 49
A30 a) L b) R ¢ Q dl Q el Q f) P

( A54 a} ndo, pois 1€ Dla) M Dib)
A32 X ={a c el bl m é um méximo divisor comum de a e b: mdela, b} = £
c) aeb sio primes entre si: mdcla, b) = 1

*m
A.33 (
d} quando atb
. e) quando ae b sdo0 primos entre si
’ " ( f) n & um minimo miltiplo comum de ae b: mmcla, b) = £n
+ + +1 +
\ X/ \ X/ \ X A AS5 a) 1, b t2 o %3 d) %6, e 12 ) *42
' ' ' ' [ A56 a, b, e f, h k&
agy 2 4 8 32 o, 602
{ 5 9 25 29 50 "
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A58

A60

A.61

A.66

A.67

A.69

A70

A

a b,cfghi

Al S .
. ST e

B: L
. i HHHH O ————————

[-1,3l={xERI|-1<x<3}

o2l -{x€RrRlo<x <2}

Fa o[ = (x€R|-3<x <4}

Jreo, 8l = {x €E IR | x <5}

[1, ool = {x ER I x =1}

a2l who2 ol 2l a2l o2 ol

a) [-1,4] b [-1,8] o }-2,80 @ ]- —23—,0[

Ci [0, 1] U 13, s[

CAPITULO IV

A9

A.92

Al4, 2), B(-4, 8), C(-5, -3), Di4, -5}, El0, 4), F(-3, 0), G{O, -6), H(5, 0), I{D, O

228-A

A83 a) A XB={(1,-2), (1, 1), (3 -2), (3, 1), (4, -2), (4, 1}}
b) B X A={(-2, 1), (-2, 3), (-2, 4), (1, 1), {1, 3}, (1, &}
¢ AXC={l1,-1), (1,0, (1,2}, (3, -1), (3, 0), (3, 2), (4, -1), (4, 0), (4, 2)}
dh C X A= (-1,1), (-1, 3), (-1, 4, (0, 1), (0, 3), (0, 4), {2, 1), {2, 3], (2, 4}
e) B = {(-2, -2), -2, 1), (1, -20, (1, 1}
f) €% = (-1, -1}, (-1, 01, {-1, 2, (0, -1}, (0, O), (0, 2}, (2, -1}, {2, 0), (2, 2)}

al ] b) ] e ] [
i - 1 N i -
1 1 ~ 1 —
d) ] I e) ] f) [
|
1 1 i
1 1 1
A.94 a) b} c)
2
1
i - .
d) Y e} ) [
1 1
i > - 3 >
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A95 a) R Y b) Y c} 41Y
3 3
2 2
1 . 1 - 1 -
1234 1 4 L
A.96
< AXC <
C A XB C B XC C
A XA B XB CXC(C
C gxa C cxs €
CxXA
C C

A98 A2 = {{-2, -2), (-2, 0), (-2, 1), (-2, 3}, (0, =20, (0, O}, {0, 1, {0, 3), (1, -2),
(1,00, {1, 1), (1, 3), (3, -2), (3, 0, (3, 1), {3, 2}

A99 A XB = {{-1, -1}, {-1, 0}, (-1, 2), {-1, B), (0, -1}, (O, 0}, (0, 2), {0, B}, (2, -1},

2,00, (2, 2, 12, B}

A100a) R = {(-2,4),(-1,3), (0,2, (1, N}

\ _/
[/

bl S = 1(-2, 4), {2, 4), -1, 1), {1, U}
e
A N

230-A

¥ x

e) T ={i-2,-2), (-2, 2), (-1, =1}, (=1, 1}, (1, -1), 1, 1), {2, -2), 2, 2}

AI01R = {(2, 2), (2, 41, (2, 6), {4, 2, (4, 6), (B, 2), (6, 41}

A.102

A

Y

i

Y
)
- -
2), (2, 3), (2, 4}
\a
! K
1), (2, 31}
Y
' X
231-A



A.103 v

lr i A.108 a) . b) §
ns ] 111 -
3 Lo d.
2 3 b
g 2
" 1+ ¢1
5-4.3 24 1 23 5 %
N ri 2T T T34 1
) 1 x|
Stsir 1
{1 54 l
r d RNS=-@
aadad D= {12} o Im- 1,3, 4] A1092) R™' = {2, 1), (1,3, (3 2}
_{_o . I . = L1, (1, 30, (3,
b,) o {22' 1'}3' 2 e 1{m T 1'/3' 1 b RV - o1, 1), (-1, 2, (-1, 3), {1, -2}
i Dz& (150 e m = 1,3, V2] ¢ R - {(=2, -3), (3, 1), (=3, -2, (1, 3}
d D={1+V2,1-v3} ¢ Im={2, 1}
5 3 1
ypD=1{3 2, 2 {1
e { > 2} e Im {2, 1,0}
A110a) R=R™'= {(0,8), 1,7).(2,6), (3,5), (4.4, (5,3}, (6,2), (7,1), (8,0} }
A.105a) D(RI={-2,-1,0,1] e Im {R}={1,2,3,4} bl R=1{(0,5),(2,4),(4,3),(6,2), (8 1), (10,0 }
b) DS} = {-2.-1,1,2} e 1m(5) = {1, 4} R = {(5,0). 4,2), 3.4), (2,6, (1,8}, (0,10) }

¢l DITY = {-2, -1, 1, 2} e tm (T) = (-2, 21,1, 2}
dlDIVI = 1-1,0,1,2} ¢ Im(v) = {1, 2 3,4}
el DIW) = {-2,-1,0,1,2} e |m (W) - {3,-2,-1.1, 2 3}

¢) R={(0,10), (1,5),{2,2),(3,1), (4,2), (5,5}, (6, 10) }
R™'= {(10,0), (5, 1), (2,2}, (1,3}, {2,4), (5,5), (10, 6) }

d) r= {10, 1), (1,2), (2, 4), (3, 8)
A6 R = {(0, 0, (1. 1), (1, 1), (4, -2), (4, 21} A= o, b
bl DIR) = {0, 1,4} ¢ Im(R) = {-2,-1, 0, 1, 2} R™'={01,0), (2,11, 4, 2), (8,3}}
c)
Vi
mik X
A.107 a) [ T b) v A111a) ¥ ! b) y INY
A X B R 4. 10
Le ﬁR:R ‘,4 : _"/‘ ¢ S’i
—— 1 R | 19 . -
1 > + - k2 by
[ 1 2 N HERZ : . :
L i n 6 L l N 1 2 51 | 10 ]

o DRl = {x € R | 2 <x <6} elmR)={yERI1<y<3)}
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c)[' *I 77777 » »rfLrP d) T Y T
Y A . 0 R A G S B
AT A LT L] e
6}- L - Fs
oA N TN T

4 / _ L __1 L2 4o}

T x BENEEE B 2 6

1 3 6 | 8 | |

CAPITULO V

A.112 a) ndo define fungdc de A em B, pois o elemento 2 € A n3o esta associado a
nenhum elemento de B,
b} ndo define fungdo de A em B, pois o efementc 1 € A esti associado a dois
elementos de B. '
c e d) define fungdo de A em B, pois todo elemento de A estd associado a
um Unico elemento de B.
A.113 somente (d) pois o conjunto de partida & A = {0, 1, 2} e o0 conjunto de chegada
={-1,01, 2}
A.114 3) é fungao.
b} ndo é fungio de IR em IR, pois qualquer reta vertical conduzida pelos pontos
x, 0}, com x >>* 0, encontra o grafico da relacdo em dois pontos,
c¢) ndo é fungdo de IR em IR, pois qualquer reta vertical conduzida pelos pontos
(x, 0), com -1 <x <{1, ndo encontra o grafico da relacdo.
d} é fungdo e) é fungio
f} ndo é fungdo de IR em IR, pois a reta vertical conduzida pelo ponto {3, 0)
encontra o grafico da relagdo em mais que dois pontos e as retas verticais con-
duzidas pelos pontos (x, 0}, com x ¥ 3, ndo encontram o gréfico da relagdo.

A115a) f: IR - IR b) g: IR = IR ¢) h: R > R
X > =X X > X x‘r—->x2—1
d} k: IR = R
X > 2
Ai16a) f: @ > Q b} g:Z > Q ¢} h: R* = IR
x
X+ -x + 1 X > 2 x Hl
x
1 1
A.117 a) f(2) = 2 b) f{(-1) = 8 c) f(-—2—) = T
d)f(—%)=5§§ e V3 =7-3V3 1) 1l -V2 =4a+2
A.118a) f(2) = 4 b) f{-3} = -1
c) flOo) = -2 f) f(%) ndo tem significado pois % €z
234-A

A1193a) #{3) = 1 b) f(-—)_1
o V2l =1 +V2 d]f(\/—)_
el f/3 -1 =3 f1 00,76} =
A121x = -4
A122x =2 ou x =3
A123a) Dif) = {0,1, 2} e Imtf) = {-1,0, 1}
b) Dig) = {~1, 0, 1,2} e imla} = {1, 2}
¢t D) = {-1,0,1} e im (h) = {-2}
d) D(k)={2 0,1,2} elmix) = {-2,-1,0,2}
A1243) tm={-2,0, 2} b) Im={vERI|-2<y <2}

c)1m=LVEIR|y=1ouy>2]’d)lm:!R
e) imc{yEIR|O<y<2ouy>4}
flim={yERIly=<1}

A125a) D ={-3,-2,-1,0,1,2,3} e Im={12 3 4}
B)D={xER|-2€x<3} e Im={yERI|-3<y <2}
dD={xER|-2<x<4a} e Im-{yERI|1<y<s5}
AD=-{xERI-3<x<8s} e m={yERI|1<y <3}
) D={xER|-4<x<a} ¢ im={yERI|-3<y <5}
) D={xERI-3<x<3} e ={-3,-2,-1,01,2}

A.126 a) Dif) =
b) Digl = IR - {-2}
c) Dint= IR - {2, -2}
d Dpr={x€RIx=1}
el Digh= {x EIR | x > -1}
fIDN={xERIx>-2 e x#2}
g) Dis) =
h Dt = R -{- 3}
) Din)= IR - {3}
A.127 Todas sdo iguais, pois s3o todas fungdes de IR em [R e associam cada nimero real
ao seu cubo.
A.128 Nio sdo iguais, pois para x <0 temos V x* # x.

A.129 Somente serdo iguais se forem fungdes de A em IR onde A ¢ qualquer subcon-
juntode {(x€ RIx=1}

A.130 S3o iguais, pois X2+1 = Mx*1 para -1 <x<0 ou x>1.
X« - X

x2 - x
A.131 N3o sdo iguais; pois ndo Bm o mesmo domf(nio.

A132a S= {x ER | x > -4}
b) S = {xERIx<-10}
c S {xEIRIX/-—}

"
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A134al s ={xE R | x=3} A.139 y==2ANT Iy
b} s ={xEIR|x>-3} N[ Y \y=-3x
d §5={xERI|x>7} s
d) s={xE€R!|x <o} o
el S=0 ) <
f) $=|R
A136a) S={xER|x>1}
={x € X
bl $ = {x iR|x<2} \
c)S={xEIH|x>-%} S
A.140 a) | LI, el \ y
\ X
X
.CAPITULO VI . \
A.137 a)
'Y b) Ay \
{0, 2)
(0,\/;) Y AY
« - x b) f)
X
X
c} d)
) ) A
c) ;’ g Y
0,00 X
(0, -3) / X \
" X
/
A.138 vi 1 =2
v=3>4’1
Y =x
> d) A h) x
’7: 5 // \\
» pd X
//
/, N X
V.
/ A
II \‘\
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At42a) S = {3, 2)} bl S = {(-2, a1} A.158 a)
et s = {12, -1} d) s = {3, -2}
e 5= 1 s={w 0}
A143a) s = {(3, -1}} bl § = {(2, 1} y=3-
1.3 y=2x+3 - 0 +
2x -1 b) Y = 2 X 1

¥

_3 el 8
2

A.145a) vy

¢ y=x-656 dl y =2
Al147y = -3x - 2
Alagy = - X - 1 _%

A.149 y

X
x+ 4 b} s f)

-

It
W x
+
N |
i
=}
+

A.150 y

i
!
w|x
1
w

y =-3x+2 + 0 -

A151a) y =

n
i
I
+
F -y

1
+ — b) v
3

¢l y = d v=2x+23

]

A.152a) crescente para x SR | x €-2 ou x> 1
decrescente para x € R | -2 < x €1 4

X
crescente para x E R | -1 <x<0 ou x =21 c) + s 4
decrescente para x E R | x <-1 ou 0<x <1 V=2x- = -0

c} crescente para x € R | x <0 ou x >0 y=4-x + 0 -

b

A_194 a) crescente
b) decrescente
c) crescente

d) decrescente
e) decrescente
f) crescente

A.156 a)

b

[

d

A.1567 a)

b}

c}

238-A

crescente para m > -2
decrescente para m < -2
constante para m = -2
crescente para m < 4
decrescente para m > 4
constante para m = 4
crescente para m < -3
decrescente para m > -3
constante para m = -3
crescente para m > 1
decrescente para m < 1
constante para m = 1

fix =0<>x=-5 ou x=-3 ou x=2 ou x=26

fixX >0e=2x<-5 ou -3<x<2 ou x>6
fix) KO+e=>-5<x<-3 ou 2<x<6

glx) =0 ¢x=-3 ou x==-1 ou x=23
glx) >0 = -3 <x < -1

alx) KO e=x<-3 ou x>-1 ¢ x+#3
hi{x} =0 &> x = -2

hix} > 0 <= x % -2

x

d}

y=5+x

Al160x <3
A161 x > %

A162a) x>~1?;

A 163a) x >2
b) x 20
c Ax ER
dl x <
<

e) x <3

p) x> L
2

h)y

¢ ¥ x € R,
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A.164 a)

c}

e)

A.165 a)
b)
c}
d)
A.166 a)
b}
c)
A.167 a}

b)
¢
d)
e}
f)
g

h)

A.168 a}
b)
c)
d)
e}
f)
9)
h}
A.170 a)
b)

c)

d

240-A

s={x€RI- %—<x<£}
S={xEIR|—1§<x<1} d) $ =P
S={xEIRlx<1§} il s={xERIx>1}
s-{xERIx<-3}
s={x€EmRI3<x<6}

s=Q

s={x€ERI-1<x<1}
s={xERI1<x<4}
s={xER|-3<x<1}

s=

s={x€ER|Ix<-1 ou x>—g-}
S={x€|R|x<—%ou x> 2}
S={x€|Rlx<-—%ou —% <x <2}

VS={xEIR!-%<x<% ou x_>6}

S={XE|RIX<-% ou x?%}
s-{xemrl-2 <x< 2}
S={x€R|x<-%ou -TT QXQ%}
S={x€IR|~1 <X<% ou x?%}
s={x€mRrIx#3}
S={x€lR|x<—%}
s-9@
S={x€|R|x<;—}
S=R
s-{xerIx<-1}
; 4 5
S={-§}
S={xelﬂlx>%}
MEIRIX}%}
s-{x€RI|-1 <x<2}

3 5
S={xERI|Ix<-6 ou x=-1§-ou x=—%}

S={x€lR|x>%ou x=-3}

bl S={x€ER]

Al71a) S= {(x ER | x <-2 ou x>—%}

b)S={x€IRIx<%ou x>%}
C)S:{x€lﬂl-l<x<£}
5 4

d)S={xelR|x<—%ou x > -

A172a) S

b)

.c)

d)
A.173a)

0w w»w wn u

fl

b} S

}

1
3
{xElRlx<l ou x > i}
8 3

IXxXERIx<-10 ou x> _%}
{x€eml-2<x<-1}
{xERI1<x <2}
{xEIHI—%<x<% ou x >4}

x € -5 3 1
X R|x< 2ou 5<x< 3}

- {x € <-4 P gye b
cl S {g Rlx< 50u 4\x 4}

d) S
A.174a) S
b) S
c} S
d) §
e) S

fl s

al S

-[xEIR|%—<x<3 ou x>5}

{(xERI-3<x<4 ou x>11}
{xERIO<Lx <1 ou x >2}
{xERI-4<x<-2}

5 29 2
©c R -2 LA < <
{x Rl x< 3 ou 3 <x < 3}

5 9 1
{xE!RJ—? <x<——aou x > 4]'

xERIx<1 au %<x<2 ou x >3}

xERI-1<x<0 ou%<x<1 ou x =3}

CAPITULO VII

A.175 a}

]

’i—‘——-

™™

L

e il
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o . dl . A178S = {(3, 4), (4, 3}
x A1B0a) x =1 ou x=-1 ou x=2 ou x= -2
bl x=3 ou x=-3
\\ i ) x=V3 ou x=-v3
\ / [ \ d x=v2 ov x=-42
\ [ { \ e) ndo existe x € IR
[ \ fl ndo existe x € IR
— gl x=0 ou x=2 ou x=-2
h} x =2 ou x = -1
A.132m>ﬁe m#FE1
16
17
A183m < —_ e m % -2
e) Y f) M 16
\ - A184m = -1 ou m=%
‘\ [] l \ A185m = -2 ou m=%
| \ A186m <- 13
I \ 12
\ / A1BTm<- b
x 4
A189a) 2 b} - 1 o -5 d)lg- o) - 22 g 155
2 2 2 8
] 1 A1912) x> + x -6 =0 bl ax’ + ax - 3 -
c x;—5,4x+2=0 d) x? -(1-\/_)x-\f 0
e) x*-2x-2=0
q) Y h) A\l b ’ 2,2 xz 2
x \ ] A.192 a) -{b* - 2ac)x + ¢ =0
b)cx2+bx+a=0
¢ acx? - (b? —Zac)x+ac:0
\ / d) a3x‘+(b - 3abe)x + ¢ - 0
A.193m‘—2+\/6 ou m=-2-V6
- 25
A.1943) "m"I e ym=- 2
x b)xrv|=2 e yp = 12
) xp=1 42 yu=20
7 -9
dxm= e vym= g
A76 flx) = -2x% + 3x + 1 o xy - 2 e vm=-%
A177a) x=1 ou x=2 h) nfo existe x € IR ‘ i ,
bl x=3 ou x=4 i)x=2—2 f)xM=§evM:§
c) x=2 ou x=;— Y x=-1 ou x=v3 A195m = 2
d) ndo existe x €R k)l x=0 ou x=2 A1% m = -2 ou m =
e} x = -2 D x=V2 ou x==V2 A197 m = -1
f) Xx=-1 ou x=2 m) ndo existe x € IR A.198 ndo existe m € IR
2 A200x =2 e z =4
g x=1+V2 ou x=1-V2 n) x=0 - =

243-
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A.201 quadrado de lado 5cm o T[T, T f) |y 1 1 T
A2023 ¢ 3 VT 7[ BEEIE % } !
A.203 Retangulo de lados % e g- _4,\4 | bt
1o, 2 ] L.l . P
A.204 Retdngulo de lados 4¢m a 3cm |4 \ / — “12\ b
A.205 Retangulo de lados 2cm e V3 cm ! 117 T \| /T
A.206 Retingulo de lados Zcm e 3cm \ / L,?T{ﬁT i
33 |
A.207a) V{0, -4), SRVESEL S o w2 .8, I R p 1
2’ a 4’ 8 : 3 L s
a w1, 25, e vit, 1 f) vl 121, L] * ; Pt il 2
4 16 2 36 6 36
g} y h) y
A.208 a) Im={Y€FHIV>-%} ]
b) Im={y ER|y <4} ] :
c) |m={velﬁiy>—%} | 1,-1)
<10, 23
& im={yE€R|y<16} 1] ¥ N+
\
e) |m={ye;nly<§} 7 \
4 A
) lm={y€!Rly31} 7 \
2 L]
10
A209m - % A.215a) xi—?x—3>0=>x<—1 ou x>>3
-2x -3 =0 x=-1 ou x =3
A210m = V10 - -v'10 X
m ou m x2—2x—3<0<=:¥—1<x<3
A 214 a} v b} v 2
-\ t : b)4x-10x+4>0¢=>x<~150u x> 2
] |
HER I | 4x2—10x+4=0<=>x=150u x =2
{
- I ax? o x4 <0 e L <x <2
\ / \[
\ o P Lxd L Soes- o <x <y
\ x 2 2 2
\ 2,1, 4.1 - _ 1
- — — =9 =_ =
X 2x 2 =P X > ou x 1
2 1 1 1
X+ —x+ — <0e=>x<- — ou x>1
2 2 2
c Iy d) Y d) -3x7 +Bx -3 =0 =>x =1
(1 9‘) -3x2+6x—3<0<=»x;&1
4’ 16 e)x2—3x+g>0<=»x:f:_3_
T\ x 4 2
\ X \ x2-3x+—?1—=0<=>x:i
2
II f) 3x* —4ax + 2 >0, % x € R
9 -x*+x-1<0, ¥x ER
\ [ \
1 [ “ h)—lxz-x—l<0,’v‘x6 R.
‘ 2 2
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A219a) S = {xER | x<1 ou x>2}
ms-{xERI-2<x<3}

) S={xER|x<K-3 ou x?%}
d)3={x6|ﬁl-g<x<4}
e)S={xEIR| 14— QXQ-%-}
1
f =R- pa—
) S =1 {2}
gt S= R
73
h)S—{-z_}
iy $=1IR
iy §=1R
k) 8§ =&
' N s=0
A.2213) S={x€IR|-%<x<-%ou 0<x<12}

b)sz{x€|al1<x<%ou 2<x<%}
ds={xER|-2<x<3 ¢ x#1}
d) s={xERIx=-3 ou 1<x<2}
) $={xERI-1<x<1 ou x>2}

f) s={x ER|x<3}

A.222a) P,(5, 0) e Pyl- _;- 0)

b)S={x€!R|-—12-<x<5}
A.224 3) S={x€|R|x<-%ou —%<x<1 ou x>2}

b) S={xERIx<-2 ou -

A
x
PN
w| =
I}
| =4
x
W
|~

3
c) S={xE\R|x<—3 ou x?O}
ds=-{xER|l2<x< L, x>3}
2 3

) s={xER|-1€<x<2 ou 3<x<5}
f) S={x€lR|—2<x<—-—3—ou —%—<x<——%}

9 s=(xERI-4<x<- 2 ou 1<x< 2]

hS={xERIx>o0}
A225a) S=-{xE€R |4 <x <86}
bl = {x ERI|-3<x<-2}
a0 S={xER|-1<x<1 ou 2 x <4}
d5={xER!|-3€x<-1}
el S={xE€RJ|-1<x <0} ) s=9
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A226a) S={xERIx<-2 ou x >3}
b) s={xER|-5<x<-3}
'Szi{XElF”——‘I <x< X ooy x>3}
2 2 2
1
d)Sz{?}
A228a) S={xER|-3K<x<-1 ou 1<x<3}

bl S={xER|x<-2 ou x>2}
o s={x€ERI-1<x<1}

C

)
e) S={xERIx<-1 ou x>2}
fl S= MR
A.2293)m>% b)mg% ¢ 0 <m<4a
d# mER e) Am € R f) 1<m<%
g mK-2 h m =3 i) m<-2
i om=21
A231a) -2 <m<2 bl m <1
C)m<—% dy -1 <m <2
A.233a)0<m<—;_ b} m > 1
¢ -2 <m<o0 d -3<m<1 e m=#-1
A234m < -1

A235-2<m<2
A.237m<% ou 3<m<%

A238 m < ‘ZT v 2

A239m < -5
A.240 -5 < m < -1
A2411 <m <4

A.242 - % <m <
A.2430<m<%

A.244m<% e m#£0 ou m>3

A245m > 1
A246 - V2 <m <1
A247 1 <m<2

A248 m > 1
A249m <{-2 ou 2<<m<3
A.250 - % <m<0 ou m>2
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CAPITULO Vil

A.262 v
A.251 a) b) iF
v ¥
/
N X
- A264 x = 4
A.256 a) ; b v
/
c) % d) Y / \ :
{
\ /
/
‘ x \Il/
Azs7al [ [ T ] [VE [T b} Y
e) L f . | s
, 1
]
] 1
l x
/ \
/ } -
\‘ L
x \ * e
o ; d) y
} : " - \ Vi /
]
I \ / \
i / \ /
: \
] . /N :
] \
3.0 : ‘%'0’ -
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=
P
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T
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B’\‘_” v f} y A271a) S={xER |- % <x <2}
bl 5={x€EmR[1<x<2}
\ I
k' c)S:{xelﬂl—%QxQS}
\ |
\ d 8= {- ?;i}
e) =0
\ Baril ) s={x€ERIx<-1 ou x>2}
\Fl x I x | g)_S:{xEIRIxQ-%ou x =0}
LTTTL L] L
h)S:{xEIR|x<%ou x =1}
gl
y_ ] i) S'={x€|R|xqé%}
L i) =R
l K S={x€RI|-2<€<x<0 ou 2<x<4}
\\ A272a) S={xER 1 <x<2 ou 3<x <4}
\ bl S={xERIx<-2 ou -1 <x<2 ou x>3}
) S={xERIx<-1 ou 2€<x<3 ou x =6}
/
. ds={xERI-2<x<1 ou 2<x<5}
x_ = 21 5 Ll
] | el S={xERI 4<x<8ex=#3}
f)S={x€1RIx<'§ou x =1}
A.268a) S={1'_5]; g S={x€ER|Ix<-3 ou -1<x<1 ou x >3}
b)5={1-“§} h S={x€ERI%x<-3 ou -1 €x<0 ou x2=2}
) s {5} ) S={xERI|-3<x<0 ou 1 <xx4}
c = il
d)s-;Z54 A274a) S={xERIx=3} -
o by s={x€mR|x <5}
e)S=1—1,11,21,4} ¢ S={xERI-1<x<1}
fns={-1 1 e -
b s={ 2,2.2.3} (s = IR
gt s = {1,3} e)’“?é s < <6}
3 1 f) 8= 1x IR {3 % x 6
A269a) 5<={- 2, - L
: ¢ 2 4} @ S={xERI4<x<s6}
bl s={2 - 1} A2755 = {x ER |1 <x <4}
3 .
¢ §-{-6 -1,1,4} A2772) S={xERI|x<-5 ou 1 <x<5}~
as={-3 21 1} b} 5={x€ERIx<-2 ou x>0}
12 3 o $={xER|x<-5 ou -3<x<7}
A.2708) 5 - { o} ds-{xeERi-a<x< 1}
o) s - @ 3
- el S={x€RIx<-2 ou x>4a}
c)S—{4,2_}
4 s < {-13, -6} f)5=§{2;61alx<0 ou x 23}
g) § =
- {xERIx>=2 - 4 9
e s = {x I x 3} ft 8 {"E'RI">3} A2785={x ERIx<0 ou x =86}
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CAPITULO IX

A.279 a)

d}

a)

256-A

¥ b) c}
[ 1 |
I 1 \
I \l \
Ji \ \
1 \ i
| |
i 1
e) y ) v
] ]
/
f /
/ \ /
l \ /
| | ]
Yy h) v
|
|
1 {
\ |
\L ]
\
\
1

A.280 a)

c)

A.282a) |

c)

-

-

—

b)

d)

b}

|
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A.284 3) % b) ]
|
\
\ iR
1
|
I
c) | d)
Il
e |
g
. 1
[T 1]
35
A.285
A.286 a) b)
258-A

A.288 a)

c)

e)

gl

-4

b)

d)

f)

h)
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CAPITULO X
A290a) (fogh(x) = 4x? - 2x - 2
(gofl {x) = 5 + 2x - 2x2
bl (fOgh(-2) = 18, (gOfH (-2} =- 7
c) x =2 ou x = )
A.291  {fOog)(x) = x* - 6x2+ 6
(gOf) {x) = x% - 8x3 + 18x2 - 8x
A292 (fog) (x) = 2, {gof)l (x} =5
A.293a) (fog) (x) = x2 - 6x + 11
b} (gof) (x) = x2 -1
c) fOf) (x) = x*+ 4x2 46
d) (gog) (x) = x ~ 6 °
A.294  fl-x) = -x3 - 3x2~2x -1
1, 1 3,2
ﬂ¥) —F -;7 +7—1
fix - 1) =x3-6x2+11x -7
A205 a=1
A.299a) Dlfog) = {x ER | x<-12- ou x=2}
bl Digoft = {(xER | x =1}
A.300a) Difog) = IR - {- %} ‘
2x + 4
(fog) {x) o T
bl Dlgof) =R - {2}
(gOf) (x} = 5x :;
A.301  [(hoglofl(x) = 12x2 + 12x + 2
A302  [holgon]ix) = 2x2 - 2x + 7
2. 9% -
A304 g(x) =i2—;4—
2 -
A306  fix} = LLEM
A307 0 = ZER
A.309 x4+ ax s x - —
{fog) (x) = 2
4x + 3 s8 x < - ;—
(4of) (x) = 2x2-8Bx +9 sa x =2
qom ixl = 4x -3 se x< 2
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A.310

A.311

-—

A2 {

A.313 a) injetora b) sobrejetora d) bijetora
A.314 a} injetora

(fog) (x)

it

lgof} (x) =

fogix)

gOfi(x)

I -12x+6 s x =1

1
“ax  se §<x<1

-9x2 + 12x se xQ%

-3x2-4 se xx -1
-7

2x se -1 x<1
X ~ 2

3x2-10 se x =21

4x + 1 se x > 2
1-4x2 se -1 K<x<K1
x4+ x2 se x<-1 ou 1<x<2

4x - 2 se x>-i-
S16x2 + 24x - 8 se o<x<%
x2 -3x +3 se x <0

x* +3x - 1 se x Z-1
2x +9 se x < -1

A.315a) I} b} 1V Ny d |
e) Ir fl Hi g h) i
A3 b=2
3
A.317 a= 7z
A318a} 1N b) 1l e |
d o) 1l i n
A.320 As fungles |l e |g sdo iguais se @ somente se A = B
A321 m<n m2n m=n
A322 12
A323 6
A.324

INJETORA

gof n&> é injetora nem sobrejetora.

e} nao € injetora e nem sobrejetora
b} bijetora c) sobrejetora d} ndo é injetora € nem sobrejetora

SOBREJETORA

281-A



A.326a) f1l(x) = — b) g
T VA dl p
el g lix) = x3- 2 f)

glslix) = V1 -3

A.327 Nao, pois f ndo é injetora, por exemplo: f(-1) = f(1) - 1, e portanto f ndo é bijetora.

A.329a) -1 IR, — IR,

1(x) =V x
cl FF1HIR. —— A
fx) = 2 -V <x
e) f1: B —— R_
fhx) = -V x -1
g f"1:B —— IR_
=1 (x) = =V x + 1
A381a f1:R-{1}-— R -{3}
f-1lix) = Sx + 3
x -1

¢ i1:R-{-1} — R - {3}
3x + 4

1y -
P = x + 1

e 1R -{4} — R~

Tixh =1+ U x-2

Fx = txo+ 103

bl f1 R, —— A
1 x) =1 -V x

dl 1R, —— A
1) = <1 -V -x

fl f1:B —> R,

1) ooV 4 - x

b) f-1: R -{2}— R -{-1}
3 -x
X -2

d) f-1: R ~{%}—>IR -{%}

f1x) -

-1 o x+2
f (X)“3x-5
) fl:R - {3} — R - {3}
3x + 2
-1 _
f-H{x) = —

2
-1 .
f1(x}) = a—

A333 Eo 17 pois fL{NV 17) = 3, isto &,
f3) =V 17

A.335a) fi:B—>A
Flixy =1 +V x +1

c) f~l: B — A

lix) =2 -V x+1

e} f~1: B —» A
flix) =2+V 9 -x
g) -1 :B—— A

i o Bt V8x+ 9
s —a
A.337a) x -3 s x =7
p-
11y = 2
x_‘;*‘l se x < 7
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b} f-1: B— A
flixh = -1+ x -1
d) f-1: B—> A

3+WV 4x + 1

f-1{x} = 5

fl i-1:B—> A
Flx) =-1 -V 5-x

b) 5 - x

A.338
A.339

c)

d}

e)

Vx se x=20
f-1{x) =
% se x <O
v+ 2 se x < -3
f-1{x) = -1
X a se X 2 -3
1 () x2+3 se x =20
“1ix) -
3 -V« se x <0
J2+ x -3 se x =3
+ 1
~1ix) = 13’* se -3 <{x<3
L—1- x-3 s x<-3

N3o, pois f ndo é injetora, por exemplo 1{-2) = f{(1} = 3, portanto f ndo é bijetora.
x-5 se x=27

f~1{x) = x;S se -8 <ux <7
+
b}
¥
1 A x
¥ 1
Y ST L
‘//T\ — t
Aoy +
oo ,_lj + I
T b |t
o L e L
f i
ey - | ifi .
+ i L+

+ :
i
i
M
1
‘4(
[
e T
,
.
[ 1

T =
1
|
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e)

g

A.343a)

c

a)

A.344

264-A

y il 112 o T T I TTLT
¥=x
A0
L A
Ll _
DL
I S W XT(, -
—
v _] N I
v h) v ) ]
Y=X If y=
1 / VAAmSZ:
L f
L X
——
pull B /
| 4 -
F JI 1t 1]
L. i I
7 Y
f
\
X
- . Mg SN
(gofi-1 :iIR — R b) (gof)-1: IR —*IR
_ x + 2 -3
(gof)~1(x) = 5 (gof)lix} = x2
{gof) -1 : C— IR, dl (gofi-1:{R, — A
“1{x) = _
tgof-1{x) = V' 4 - x laof1-1 ) = %
(gofi-1: C — A
(gof)~t(x) = v x2-3

Néo, pois g ndo é injetora, por exemplo: g{-1} = g{1) =.0, portanto gof ndo &

bijetora.

A345 [hotgofil-1: 8 —— A
[hotgof]-1x) = 22V x+ 1 V:*‘
A.3473) S = {6} b)
o s =1{1,a4} d)
el s =10, %} f)
g s ={13} h)
0 s={3 4l i}
kIl 8§ = {0} 1H
m S= n}
o) § = {2} pl
A:348 s = {5}
A349 S -
A3512) S = {4, 9} b)
c) S= d}
e) s={1,¥25} f)
g s ={16} h)
) 1
i s={1 ﬁ} i
A.353a) S = {-2, %} b)
1+v29 1-+29
¢ s-{4 -3 > > }
ds=-0
A354 S =10 1,4}
A.356a) S = {64} B) § =
d s = {34} e)S={l}Z
A357a) s = {0, 4} bl § = {2}
d s={1,17} e s =1{8}
4 4
@S=1— -—=}
Vs Vs
A.358a) S - {6} b) s={%}
a4 s-13} o S ={3a}

s={-4} _
S={7+:/_33' 7—\15}
s = [77]

s =1{3}

s={4}

s- {1}

s = {o, %}

s ={o0, 2}

s={3}
s-{4a+2v3}
s={1}

s=1{81}
S={1,1—16}
s={s -1}

c)s={%}
fl s ={40}
¢t s={2 6}
fs=gF
c s ={4}
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A.380a) S - {3}

A361a) s = {3}

A363al S={1}

A.364

A.365

bt s - {19} o) s ={2}
d s = {3}
bs-{2) o s - {3, 4}
d s ={4}
b s ={ ) o s ={2}
s-=-1{1}
s={ £}
s={o}

A.366
A.367

- A.368

A.369

A.370a}

¢l

A37

A.372a)

c)

A.373a)

A.3752)
c)

e)

g

266-A

asb=>5={a}
a>b == § = {b}

s- {32}

b)a=b=>S={x€rRIx>a}
a#b=>S={a+b}

2aZp
b>a=bS={az+b2}
2 _ K2
a<0 e [bl>al ==s = {0, E’aTl}
ad

s ={l9,4), 4 9}

bl s={10+4ave, 10-4v6)}

s={i28, 2} d s ={(e, 4, @4 9}

~ 9 41

s = {(a, 23, -5, 1—2} b) {(-4, 6)}

s = {2} b)s={-;z—}

s =1{-16} d s = {4, -3}

S = -%,3} ns={a+v3, 4-V3}
3+v3 3-va3

s={o} m s = {o, +4 . :/_}

1 3
s={o, 7.3} is-{o -3 ¢}

A.376

A.378

A.379

A.380
A.382

A.383

A.384

A.385

A.387

a)

b

c)

d)

]

A.388 a)

c)

e)

f)
g}

)

i}

A.3903)

c)

d

e

f

g

5=
s ={-2 7}
s ={1, % 2}
s = {1, 2, 10}
s ={o}
Vs Vs
s= {5 -5}
s - {5}

s = {(8, 64), (54, 8}}

s={xe|a|-§-<x<z}

S={x€|R|-%<x<2}
s-{xER|-2<x<-1 ou 2€x<3}
S={x€|R|—%<x< ou 1<x<2}

s=

S={x€|nl1<x<%} b S={xERI|x >4}
s-{xER|x>8} d s-{xERIx=1}

€x<77—2 17 }

w|n

s={x€ER|-1

s={x€ERI2<x<3}
$={xERIx>1}

S={x€[RI-1<x€—-;~ ou 3<x<12}
S={xEtR|J—+—1—3—<x<1 ou x:22}

6
s={xERIx>1} b S ={x€ERIx=-2}

S={xE!R|x>%}

S={xEJR|x<—} ou x >3}
S-{xERIx<1-vV3 ou x>1+\/§}
S={x€lﬂ|—4<x<%—}

s=-O
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A.3913)

c)
e
f)
g
i)
A.393a)

b}

o}

d}
' A.395a)

bl

c)

d}

e
f

h)

A.396 a)

b

A.397 a)

b
A.399a)
b

c)

d

A.400

A.401
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s={xERrI1<x<2} bl s={xERIx<2}

s-{x€ERIx>2-Vs} d)S={xElRlx<——12—ou x >2}
s={xERIx<1

S-{xERix<-2-2V2 ou -2+2V2<x< 54%—6}
s=& h) S =IR
s=-{xERI-1<x<2} i S={xEIR|-1?<X<2}

S={x€lR|—%<x<0 ou x >3}
s={xER|I-6<x<0 ou 3<xK4}
s-{xERI0< x <2}

S={x€lﬁl%<x€2}
S={x€|R|x>%}
s-{xER|-3 <x<s5}
s-{xERI3<x € _1:”4\/ﬁ }

s={xERI-2<x< 3 ou 3<x <4}

s={xERIx<2-v3 ou x>3+\/—2}

s={xERl2<x<3}
5=
S =IR

5 13 <x<1}

S={x€lR|-5—+—
s:{xemﬁ'z_ V5 <.<1)

S={xER|-1<x<1}

s={xERIx>1}

s={xERIx>11}

s ={xERIx =4}
s={x€m|-1<x<1-—~—"8?‘1}
S={xERIx<€-2 ou -1<x<i+—6— '13}
S={x€|RI%<x<3}

S={x€lﬁl%<x<1 ou x =9}

TESTES

LOGICA

TA.1

TA.2

TA3

TA4

TAS

(FE1-67) Dadas as premissas: “Todos os corintianos sdo fandticos’ — “Existem fa-
naticos inteligentes”, pode-se tirar a conclusdo seguinte:

a) "existem corintianos inteligentes” b} ‘“todo corintiano é inteligente’
¢) “nenhum corintiano é inteligente’ d) “todo inteligente é corintiano”’
e) ndo se pode tirar conclusdo.

(FE1-66) Dadas as proposig8es:

{1) toda mulher é boa motorista

{2) nenhum homem é bom motorista

{3) todos os homens s8o maus motoristas
{4) pelo menos um homem € mau motorista
{5) todos os homens sdo bons motoristas

a negacdo de (B) é

al (1) b} {2} ¢ (3} d (4) e} nenhuma das anteriores.

{(EPUSP-66) Depois de n dias de férias, um estudante observa que

(1) choveu 7 vézes, de manha ou 3 tarde

(2) quando chove de manhd ndo chove a tarde
(3) houve 5 tardes sem chuva

(4) houve 6 manhds sem chuva

Entdo n & igual a:

al 7 b) 9 cl 10 d 11 e} nenhuma das respostas anteriores.

{EPUSP-66) Em um baile hd r rapazes e m mogas. Um rapaz danga com 5 mogas,
um segundo rapaz danga com 6 mogas, e assim sucessivamente. O (ltimo rapaz danga
com todas as mogas. Tem-se entdo:

m
a)r=§ b)r=m-5 ¢ r=m-4 dr=m
e) nenhuma das respostas anteriores

(FEI-68) Um teste de Literatura, com 5 alternativas em que uma dnica é verdadeira,
referindo-se 4 data do nascimento de um famoso escritor, apresenta as seguintes alter-
nativas:

{a) século XIX {b) século XX
{c) antes de 1860 {d) depois de 1830
{e) nenhuma das anteriores

Pode-se garantir que a resposta correta é:
a) {a) b} (b} ¢ (¢ d) (d) e} nenhuma das anteriores .
[ J
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TA.6 (MACK-73) Duas grandezas x e y s80 tais que: “se x =23 entdo y=7".
Pode-se concluir que

al se xF3 entdo y#F7 blse y=7entdo x=3 ¢ se yF7 entdo x ¥
d se x=5 entdo y=5 e} nenhuma das conclusSes acima é vélida

TA.7 (CESCEM-71) Indique a afirmacdo correta:

a) uma condi¢do necessdria para que um nimere seja maior do que 2 é que ele sej
positivo

b) uma condigdo suficiente para que um nimero seja maior do gue 2 é que ele seji
positivo

¢) uma condigdo necessdria e suficiente para que um nimero seja maior do que 2
que ele seja positivo

d) toda condigio suficiente para que um nimero seja positivo é também suficient:
para gue ele seja maior do que 2

¢} nenhuma das afirmacgGes anteriores é correta

TA8 (SANTA CASA-77) Dispbe-se de alguns livros de Fisica do autor A, outros do autor |
e outros do autor C. Da mesma forma, temos alguns livros de Quimica do mesmc
autor A, outros de B e outros de C. Todos os livros devem ser colocados em dua:
caixas com o seguinte critério: na primeira caixa, deve-se colocar todos os livros qu
satisfacam a condi¢do ''se for do autor A, entdo ndo pode ser de Fisica’’. Na segund:
caixa, somente os livros que ndo satisfazem a essa proposicdo.

A primeira caixa deve conter exatamente:

a) todos os livros de Quimica do autor A mais todos os livros de Fisica dos autore:
BeC

b} todos os livros de Fisica ou de Quimica dos autores B e C mais todos os livros di
Quifmica do autor A

c} todos os livros de Fisica dos autores B e C

d) todos os livros de Fisica do autor A

e) todos os livros de Quimica dos autores A, B'e C

CONJUNTOS

TA9 (MACK-73) Seja o conjunto A = {3, {3}]} e as proposicBes:
1) 3€EA 2y {3}Ca 3) {3}€a
entdo:

a) apenas as proposicSes 1) e 2) sfo verdadeiras
b) apenas as proposicdes 2) e 3) sdo verdadeiras
c) apenas as proposigBes 1) e 3) sdo verdadeiras
d} todas as proposi¢gdes sdo verdadeiras

e) nenhuma proposi¢do & verdadeira

TA.10 (CESCEM-77) Sendo A = {&:a; {b}}, com {b}#a#b#I, endo:

al &, {b}}CA b & b}CA o & {a}} C A
: d) {a,b}CA e) {{a}, {b}}ICA
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TA.11Sendo dado um conjunto A com n elementos indiquemos por a 0 nimero de sub-
conjuntos de A. Seja B o conjunto gue se obtém acrescentando um novo elemento
a A e indiquemos por b o ndmero de subconjuntos de B. Qual a relagdo que liga
aeb?

a) 2Za=b bl a=2b «c b=a+1d a=b e) nra=(n+1lb

TA.12 (MACK-76) Dado o conjunto C = {O, 1, 2, 3}, o namero de subconjuntos préprios
de C é:
a) 6 b) 12 c) 14 dl 16 e} 18

TA.13 (CESCEM-77}) Um subconjunto X de niameros naturais contém 12 muitiplos de 4,

7 muitiplos de 6, 5 multiplos de 12 ¢ 8 nOmeros (mpares. O namero de elementos
de X é:

a) 32 b) 27 cl 24 d) 22 e} 20

TA.14 (MACK-69) Sendo A = {{1} , {2}, {1, 2}} pode-se afirmar que

a {11€A by {13C A o (1}Ni{z}La
d 2EA e (11U {2} €A

TA.16(GV-72) Sejam A, B e C trés conjuntos ndo vazios e consideremos os diagramas:
1) 2) 3) 4)

e as denominagdes

) ACB, CZB, ANC#D Iy AC(BNC),BCC,C#B, A%C
I ACB, cCB, ANC=-0 Vi ANC=0, A#C, BNC=0

c

entdo as associagOes corretas sdo:

al (1, 1v), (2, 11D b (1, 1), (4, 111 c) (2, 1), (3, IV)
d {4, 1, (1, 11) e} (3,1V), (1, 1

TA.16 (PUC-74) A e B sdo subconjuntos de um mesmo universo. Existem elementos de A
que pertencem ao conjunto B. Entdo, pode-se afirmar:

a) A é subconjunto de B b) B é subconjuntc de A c) A e B sdo disjuntos
d ANB#Q e} nenhuma das anteriores.

TA.17 (PUC-76) Sendo A e B dois conjuntos quaisquer, entdo ¢ verdade que:

a) A¥B=A CB b) AFB<=>AZB ct IANB)C(B-A)
d (ANBIUB-A =B e A=B=ANBFAUB
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TA.18 (MACK-74) Sabese quu AUB UC={nEN[1<n<10}, ANB=1{238
ANc={27}1,8NCc=-{256}e AUB={nEN|1<n<8]}.
a] conjungo C é:

a {9, 10} b) {5 6,9, 10} ¢t {2,5.6,7,9, 10}
d {2,586 7} e)] AUB

TA.19 (MACK-74) Dentre as seguintes afirmagdes:

I} AUB=AUC == B=¢C
i AUB=AUC = BCC
Hy AUB=-aAUC = BNC#J

a) todas s8o verdadeiras

b} todas sdo falsas

¢) so | e 1l sdo verdadeiras
d) s6 11 & verdadeira

8) s6 1 & falsa

TA.20 (GV-70) A parte hachuradas no grafico, representa:

al AN(BUC} A B
b) (ANBIUC
ct (AUBINC
d AUBNC)

e) nenhuma das respostas anteriores. c

TA.21(CESCRANRIO-76) Sejam A = (-oo, 2] e B = [0, +o0) intervalos de ndmeros reais
Entio AMB §:

a) {i} b) {-oo, 0] c) vazio o {0,1,2} el [0, 2].

TA.22 (PUC-78) Sejam os conjuntos A com 2 elementbs, B com 3 elementos, C con
4 elementos; entdo:

a) AMB tem no méximo 1 elemento

b} AUC tem no mdximo 5 elementos

c) (AMNB)NC tem no maximo 2 elementos
d} (AUB)MNC tem no maximo 2 elementos
el AN tem 2 elementos pelo menas

TA.23 (CESGRANRIO-76) Em uma universidade sdo lidos dois jornais A e B; exatament
80% dos alunos léem o jornal A e 60% o jornal B, Sabendo-se que todo aluno é leito
de pelo menos um dos jornais, o percentual de alunos gue léem ambos é:

a) 48% bl 140% c) 60% d) 80% e} 40%

TA.24 (CESCEA-68}) Foi realizada uma pesquisa numa indGstria X tendo sido feitas a seu
operédrios apenas duas perguntas, Dos operérios, 92 responderam sim a primeira
80 responderam sim & segunda, 35 responderam sim a ambas e 33 n3o responderam a
perguntas feitas. Pode-se concluir entdo que o nimero de operdrios da industria ¢

al 170 bl 172 c) 205 d) 174 e} 240
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TA.26 (GV-78) De todos os empregados de uma firma, 30% optaram por um plano de
assisténcia médica. A firma tem a matriz na Capital e somente duas filiais, uma em
Santos e outra em Campinas. 45% dos empregados trabalham na matriz e 20% dos
empregados trabalham na filial de Santos. Sabendo-se que 20% dos empregados da
Capital optaram pelo plano de assisténcia médica ¢ que 35% dos empregados da filial
de Santos o fizeram, qual a porcentagem dos empregados da filial de Campinas que
optaram pelo plano?

al 47% b) 32% c) 38% d) 40% el 29%
TA.26 {CESCEA-69) Dados os conjuntos A = {a, b, c}, B={b,c,d} e C={a, ¢ d, e}o
conjunto (A-C)U(C-BYUIANBNC) 6
a) {a,b,ce} b) {a,ce} el A d {b,d, e} e {bcde}
TA 27 (CESCEA-72) Dados os conjuntos A ={1,2,-1,0,4,3,5} e B=1{-1,4,2,0,5,7}
assinale a afirmagdo verdadeira:
al AUB=1{2,4,0-1} bl ANI(B - A} =&
¢ ANB=1{-1,4,2057 3} d (AUB NA={-10}
e) nenhuma das respostas anteriores
TA.28 (CESCEA-73) Sejam R o conjunto dos ndmeros reais, e
A={xERI|-1<x<2}
B-{xER|-2<x<4},
c={x€EmR|-s<x<0}
Assinale dentre as afirmag¢des abaixo a correta;
a) IANBIUC={xERI-2<x<2}
bl C-B={xER|-5x<-2}
ct A-{BNC - {xERI-1<x=<0}
d AUBUC= {xERI|-6<x<2}
e) nenhuma das respostas anteriores

TA.29 (PUC-75) Sendo A = {xEIR|-1<x<3} e B={xER|2<x<5}, entdo:
3 ANB-{xERI2<x<3}
b) AUB={xEIR|-1<x<5}
o A-B-{xERI-1<x<2}
d B-A=-{xERI3<x<5}
e) CAB={xE|H|-1<x<2}

TA.30 (CV-74) Considere os conjuntos dados s
no grafico. Apenas uma das afirmagdes B
é verdadeira. Qual?

a AUE-S b ANB-B @
ot ANB=& d ACB
e) ANB=8
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TA.31{GV-75) Considere a parte hachurada nos diagramas, onde A e B s3o subconjuntos de S
® (2) ® @) ®
B | [/ 7 B B

s| 2% s s
considere as denominacGes:
al B-A b) AUB ¢) ANB dl AMNB el B

As associacdes corretas estdo na alternativa:

al (1, d), (4, b), (5, e} b) (3, a), (2, €], (5, c)
d (1, ¢c), (4, b), (2, e} el (3,d}, {4, bl, (2, a)

c) (3, a), (2,¢), 15, d

TA.32 (GV-76) Denotando-se por x' o complementar de um conjunto qualquer x, entao
qualquer que sejam P e Q, o conjunto [P' U(PMNal| éigual a:

al PPNQ by PUQ c PMNQ dl PPUQ e} & {conjunto vazio)

TA.33 (PUC-77) Sabendo-se que: A e B sic subconjuntos de U, A = {e, f, g, h, i}
ANB . {c d}, AUB = {a b, c d e, f}, entdo:
Observacdo: A: complementar de A em relacdo a U,

al A tem 2 elementos e B tem 4 elementos
b) A tem 4 elementos e B tem 2 elementos
¢} A tem 3 elementos e B tem 3 elementos
d) A tem 4 elementos e B tem 4 elementos
e) A tem 1 elemento e B tem 5 elementos
TA.34 {MACK-75} Dados M, N e P, subconjuntos ndo vazios de E, e as afirmacdes:

D MUN - M<>NCM;

) MAON:=Me=MCN;
Hy PCMeP CN) =P (MMNN);

. I

V) MCN =M N-=D

V) MCN<:>NUCEM:E;
entio o nimero de afirmacdes corretas é:

a) 1 by 2 ¢ 3 d) 4 e 5

CONJUNTOS NUMERICOS

TA.35 (CESGRANRIO-77) A interseccdo dos trés conjuntos
RNE (NNZYU@Q e NU (ZzN Q)

al N b) &I cl @ d) IR el Z
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TA.36

TA.37

TA.38

TA.39

TA40

TA41

TA.42

TA.43

(FUVEST-77) Em um teste de cinco alternativas, com uma Unica correta, as alternativas
eram:

A} Racional B) lrracional C) Inteiro D) Real E) Complexo
A alternativa correta era:

al A b} B ch C d} D e] E

(CESCEA-68} Se n e m sdo numeros naturais e se n < m < Sin), onde S(n) € o
sucessor de n, entdo, é sempre verdade que:

al m=n ou m = Sin) b) m <n ¢l m >0

d) n <m el m=n e m=- Sin

(CESCEA-68) Quaisquer que sejfam m, n e p de Z tédm-se:

a) n£0 :DGZ
n

b p #0 :>°_”L;_Lr_‘ez,

pm+ mn m + n
c) p#F0 = p—-—EZ d) € Z se e somente se
el m+nP - mP + P pP#0 e p=m+n

(CESGRANRIO-76) Seja H o conjunto {n EN|2<n <40 n miltipio de 2,
n ndo-muttiplo de 3}‘ 0 ndmero de eslementos de H @

a) 12 b) 14 c) 7 d) 13 e} 6

(FUVEST-77) Sejam a e b ni(imeros naturais € p um ndmera prime.

a}l se p divide a’+b° e p divide a, entdo p divide b
b} se p divide ab, entdo p divide a e p divide b

c} se p divide a+b, entdo p divide a e p divide b

d) se a divide p, entdo a & primo

e} se a divide b e p divide b, entio p divide a

(PUC-89) O menor nimero inteiro pasitivo x para que 2940x = M3 onde M é um m
teiro é:

al 2040 b) 1960 ct 3150 d) 2060 e) nada disso

(EPUSP-66) Se a; e x forem ndameros reais tais que x <a <0, entdo
al x <ax <0 b) x2 >ax > a? c) x2 < a2 <0

d) x2 >ax mas ax <0 e} nenhuma das respostas anteriores

[(CESCEA-75) Assinalar dentre as afirmacgdes seguintes a correta, quaisquer que sejam os
nameros reais A, Be C com A #0, B+#D, CF0.

dEZC —AZBC b ABE g 31
A A
c) AB>C =—= ABC > (2 d)E‘<B :m <-1 se B0
AB
e) AB=C :=>|—C|<—1 se C<0
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TA.44

TA.45

TA 46

TA.47

(GV-73) Sejam a, b e ¢ nGmeros reais quaisquer, Assinale a afirmagao verdadeira,

al a >b < a? >b? b) a > b <> ac >bc
c) Va2 +b2 >a

c

2 _ b2 =g =
v a) a b a=0>b

d} +

olo
olo

{PUC-70) Sendo ae b nlmeros reais quaisquer e m um real diferente de zero, entdo:
a) a>b e am >bm entio m=1

b)) az2b e am <L bm entdo m <0

c)az2b e am=2bm entic m =1

da<b e am <bm entio m <0

e) nenhuma das respostas anteriores & correta.

(FE|-68) A desigualdade % + -z- > 2 se verifica

b) para x %0
d) para quaisquer x e y de sinais contrarios

a} quaisquer gue sejam os reais x ey
¢} para quaisquer x e y de mesmo sinal
e) nenhuma das anteriores.

(CESCEM-66) A desigusidade (x + y}2 > x2 + y2, sendo x e y diferentes de zer

a} & sempre verdadeira

b} sb & verdadeira se x e y forem positivos

¢) sb é verdadeira se x e y forem negativos

d) so6 é verdadeira se x e y tiverem o mesmo sinal
e) sb & verdadeira se x e y tiverem sinais contrarios

TA.48 (EPUSP-66) O namero x ndo pertence ao intervalo aberto de extremos -1 e 2. Sabe-s

TA 49

TA.50
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que x <0 ou x >3, Pode-se entdo concluir que:

a) x<-1 ou x >3
d) x >3

b} x>2] ou x <0 ¢ x22 ou x<-1
e) nenhuma das respostas anteriores.

{PUC-76) Se A={nln=2p-1 e pE€B}, entdo

a} n & um nimero natural impar se B = IR

b) n & um numera natural impar ¥p € B

¢) n é um nimero natural impar se e somente se B = Z
d) n é um ndmero natural impar se e somente se B = N
e) n & um nGmero natural impar se e somente se B = N*

(FUVEST-77} Assinale a correta:

2 <1 b} 05999... < 2

Ve +1 3 VB +1

a) 0,5099.. <

2 2

c} 2 < 0,5999... <% d) ——— <? < 0,5999...
V5 +1 5 +1

e} 2 < 2 < 0,6999...

3 Vb o+

TA.51

TA.52

TA.53

TA.54

TA.55

TA 56

(CESGRANRIO-77) Considere a expressio
i3
0,999. ..
,999 + i_l
5 15

Efetuando as operagdes indicadas e simplificando, obtemos:

9 19 15
a) 0 b} 2 c) 10 d) 9 e) 1

(CESCEA-67} Dados abaixo grupos de dois nGmeros reais, expressos decimaimente,
qual dentre eles & constituido somente de nUmeros racionais?

a) 1,000...0... e 790,0721721..721...

b) 0,010010001... e 3,590888...8...

c) 68,01002000300004... e 1,30892..892...

d) 447,50047047...047... e 37,101112131415161718...
e) nada disso

{CESCEA-68) Designemos por A o conjunto de todos os nUmeros reais da forma 2

b !

com a e b inteiros ndo negativos e b ¥ 0. Se —a; e —:’- sao dois elementos quaisquer de A
tem-se que:

a)%-%EA b)—E— +%6Aseesomentesea=c

Jp r = € A A+ €A

e} % = —:' se esomentese b=d.

(PUC-74) Um namero racional qualquer:

a) tem sempre um n(mero finito de ordens (casas) decimais
b) tem sempre um namero infinito de ordens {casas) decimais
¢) ndc pode expressar-se na forma decimal exata

d) nunca se expressa na forma de uma decimal inexata

e) nanhuma das anteriores

(CESCEM-70) Assinalar a afirmacdo falsa:

a) a soma de dois nameros irracionais pode ser racional

b} asoma de um racional com um irracional & sempre irracional

¢} oinverso de um irracional é sempre irracional

d) o produto de dois irracianais & sempre irracional

e) araiz quadrada positiva de um nGmero irracional positivo & sempre irracional

{GV-74} Quaisquer que sejam o racional x e o irracional y, pade-se dizer que:

a) x =y & irracional b) vy =y @ irracional

¢l x +y & racional
d) x - y + J2Z & irracional

e) x + 2y & irracional
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TA.57 (CESCEM-71) Dada uma sequéncia de nimeros positivos ag, ag, .., 3, um algoritr
utilizado em computadores eletronicos para saber se algum dos elementos da seqién
é um quadrado perfeito € o seguinte:
1. Construir uma nova sequencia by, by, ..., by, obtida da primeira pela extragdo da r:
quadrada de cada um de seus elementos.
2. Construir uma nova seqléncia ¢, ¢z, ..., Cn. @ partir da anterior, onde cada c; ¢
menor inteiro contido em b;.
3. Construir aseqlénciady, d;, ..., d,, obtida da anterior elevando-se os elementos ¢
guadrado.
4. Comparar os elementas da seqiiéncia d; com os respectivos da segiiéncia a;. Os c
forem iguais sd0 quadrados perfeitos.
Nestas condicdes, dadas as sequéncias abaixo
ai H ﬂl 82 83
b : 2,71 4 b
g 2 c; 531
o4 dy 271961
os dados sdo suficientes para afirmar que:
a) a; é quadrado perfeito
b) a3 & guadrado perfeito
¢l somente a; é quadrado perfeito
d) somente a3 é quadrado perfeito
e) nem a; nem a3 sdo quadrados perfeitos
TA58 (MACK-74) Os nlameros reais x e y s3o tais que x > 1 >y, Sejam §= x +
e P = xy. Nessas condigGes:
a) S>P
by P >§
¢} S pode ser maior, igual ou menor que P
d) S pode ser maior ou menor, mas nunca igual a P
e} nenhuma das anteriores.
TA59 (FCESP-74) O nimero real r que ndo pode ser escrito sob a forma r = ol , X real, s
a) -1 b} 0 c) 1 d} 2 e) 3
TA60 (PUC-76)Se X = {x ERIx+1)+{x-1) = x*- 1}, entdo
a} X =R bl X=R" ¢ X=0 d I x ERIx €EX
e) X =IR*
TA61 (FEi-68) Sendo x um namero real positivo gualquer, tem-se
a) VX + 4 x =1+ x para algum x >0
b) Vx + vx <1 + x para quatquer x >0
c) X + X >1+x para qualquer x >0
d) Vx +x = Jx + f/'i,para qualquer x >0
e) nenhuma das anteriores.
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RELACAO BINARIA

TAB2Se a é um nimero negativo e b é um namero positivo entdo assinale a correta:

a) {a, b) estd no 19 guadrante b) (b, a) estd no 29 quadrante
c) (b, -a) estd no 19 quadrante d) {a, -b} estd no 49 quadrante
e} (-a, -b) estd no 39 guadrante

TA.83Se as coordemadas de A e B sdo respectivamente {-2, 2) e {-3, -1) entdo as coorde-
nadas de C sdo:

a) (2, -4)
b) (-4, -2)
c) (4, -2)
d) (-4, 2) &
el (-2, 4)

4

TA.64 (CESCRANRIO 73) Sendo A = {1 3} e B=-1{2.4}, o produto cartesiano
A X B ¢é dado por:

a) {1, 2, 41,3, (1,4, (23, 2 4, 3 4}
by {(1,2), (3,2}, (1, 4}, (3, 4}

o {1, 3% (1,21, (1, 4}, {3, 41}

d {11, 2), 3, 4}

e} nenhuma das respostas anteriores

TA65 (CESGRANRIO-74) Sejam F = {1, 2, 3,4} ¢ G= {3, 4, 7}. Entdo:

a) F X G tem 12 elementos b} G X F tem 9 elementos
¢) FUG tem 7 elementos ‘d} F G tem 3 elementos
el (FUGINF=¢

TA.66 (UFF-71) Sabendo que A e B sdo dois conjuntos tais que:

19) {1, 7), (5, 3) sdo elementos de A X B
29y ANng={1,3}

podemos afirmar com toda seguranga que:

a) A X B tem 8 elementos b} A X B tem mais de 8 elementos
c) AX B tem menos de 8 elementos d} A X B ndo pode ter 9 elementos
e) nada se pode afirmar sobre o ndmero de e¢lementos de A X B

TA.67 (CESCEA-73) Sejam os conjuntos A = {1, 2, 3}, B={a, {a}} e o produto car-

tesiane AXB={(1,al, (1, {a}).(2, a), (2, {a}. 3, a), (3, {a})}. Entre as reiagses
abaixo, uma e apenas uma, & falsa. Assinale-a:
a) {a}€B e {a} CB by {01, a), (1, {a}), (2,2} CAxB

o PCAxB a) {ta {ah, 01, {ah}CaAxs
el nenhuma das anteriores
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TA.68 (CESGRANR|O-73) Dados os conjuntos
TA.73 (PUC-76) O dominio da relagdo

A= {1, %}U{XGIR|2<X<3} e B={xERIN<x<2},

f={lx,y) ERXRIly = ?f"—z } e
o grafico de A X B ¢ melhor representado por: X

a) R, b) IR* el R d {xER & x%2}
fa 4 b 4 c 4 o) {xER o x £%2}
2 . 2 2
by ) 1 FUNCAO
- - - TA.74 (CESCEM-75} Dizemos que uma relagdo entre dois conjuntos A e B é uma fungdo
1.3 2 3 132 3 13 2 3 ou aplicagdo de A em B guando todo o elemento de:
2 2 2

4 a) B é imagem de algum elemento em A
(d 2 (e 2 b) B é imagem de um Gnico elemento de A
c) A possui somente uma imagem em B
d} A possui, no minimo, uma imagem em B
e) A possui somente uma imagem em B e vice-versa

- - TA.75 (CESGRANRIO-77) Seja f:IR—IR uma fungdo. O conjunto dos pontos de

1 % 2 3 1.3 2 3 intersegdo do grifico de f com uma reta vertical,
2

a) possui exatamente dois elementos.
TA.69 Com base na representacdo cartesiana de A X B abaixo podemos concluir: b) é vazio.
a) A=B=1{12 3} ¢) é ndo enumerdvel
bl A={1,23} e B= {xERI1 < x<3} d) possui, pelo menos, dois elementos.
=112, = e) possui um 36 elemento.
o A={xERI1TEx<3} e B={1,213]}

d A-B={xERI1< x<3} TA.76 (PUC-75) Qual dos gréficos ndo representa uma func;é'o7

e) nenhuma das respostas anteriores, Iy
c)
TA.70 (CESGRANRI0-73) Seja Z o conjunta dos inteiros. Sejam ainda os conjuntos —
A={x€EZl-1<x<2} e B=1{3,4,5}.
Entdo, se D={(x,y) EAXBly 2x+4}, temse que
a) D=AXB b} D tem dois elementos
d) D tem trés elementos

¢} D tem um elemento
e) as quatro afirmativas anteriores sdo falsas

TA77 (PUC-76) Oual dos graficos seguintes representa uma fungdo f de IR} em IR?

TA71(PUC 77) Sendo E = {1,2,3,4,5,6,7,8}, ply):y +1<6 &
= {y €EEly satisfaz p(v)} temn-se:
Observac;ao. F: complementar de F em relagdo a E IR
o) E=F b)E-F=@ o F=156,7.8 d [ENFUF=E
e) F ﬂQS =F

TA.72{PUC-77) O dominio da relagio P = {(x Y ENX NIy =x- 5} ¢ TA.78 {PUC-77) Se x e y sdo elementos do conjunto R, qual das relagoes é fun¢do de x?
:;h{leNIx>5}b) . . @ {xEnlx =6} a) {(x,yix=yz-1} b) {ix, yhix=1iyl} o {tx,yly=vVx-2}
d {6 yh x<y} e {iylly=x2+1}
280-A 7
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TA.79(GV-72) Os diagramas abaixo definem as fungSes f, g e h"de A em A, sendc
A={12 3 4}.

Sejam M, N, P as imagens das fungses f, g e h respectivamente. Entdfo M° UN* U P’
onde X' = complementar de X, em rela¢do a A, é o conjunto:

al A b) {2, 3,4} o {1} d & e) {1,2, 3}

TA.80 (CESCEM-76) Se f:A B 6 uma fu-
¢ioese DCA, chamamos de imagem
de D pela fungdo f ao conjunto ano-
tado e definido por:

f<p>-= {yEB | existe x €D tal que f{x} = y}.

Se g é a fungo de R em R cujo gra-
fico estéd representado ao lado, entdo a
imagem g < [5 9] > do intervalo
fechado [5; 9] é:

al (2; 6) b} [2; 6] o [3; 8] d) 13; ) e) [2; 4]

x ¥

(CESCEM-68) O enunciado abaixo refere-se aos testes 81 e 82 que o seguem: Seja f{x
uma fungdo cujo dominio é o conjunto dos ndmeros inteiros e que associa a tod
inteiro par o valor zero e a todo inteirc impar o dobro do valor.

TA.81 £{-2) vale:
a) zero b) ndo est4 definida c) -f{2) d) -2 e) +2

TA.82 f(+/ 452 ), S inteiro, vale:
a) 28 b} 4S c) 2V 48 d) zero
e) nenhum dos valores acima.

TA.83(MACK-~77) A fungfo f de IR em IR & tat que, para todo x ER, f(3x) = 3 f(x).
Se f{9) = 45, entdo:

a) f{1) =5 b} f(1} =6 c) (1) =9
d) f{1) ndo pode ser calculado e) ndo sei

(CESCEM-88} O enunciado abazixo refere-se aos testes 84 e 85. Seja f(n) uma
fungdo definida, para todo n inteirc pelas relagGes.
f{2) =2
flp + q = flp) « flg)
TA.840 valor de f(0} é:
al 0 bl 1 o 2 @ V2

8) nenhuma das respostas anteriores
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TA.85 O valor de f(-2) é:

1 1
L _2
al 2 b) 5 ct O d}

e) nenhuma das respostas anteriores

TA.86 (CESCEM-71) E dada uma fungiio real tal que:

1ofix) - Hly) = fix + y) 2, f(1) =2 3. fivV2) =4
Ovalorde f(3+v2) é:
a 3+v2)2 b 16 c) 24 d) 32

e} impossivel de ser determinado pois faitam dados.

TA.87(FEI-65} Uma fungdo fix), definida no conjunto dos nimeros reais, .r;endo a um
nivmero real determinado, verifica as propriedades:

fix) = -fl-x) e filx +a) = fix)

Entdo:
a) fla + x) = f{-x) b) fi{x) = f(a) c) f{2a - x) = -f(-x)
d} f(2a) = fla) e} nenhuma das anteriores é correta.

TA.88(CESGRANRIO-76) Sejam Z o conjunto dos namerose N = {n €Z|n >1}. Con-
sidere a fungdo f:N-—2Z definida por fln) = x; +...+ x, onde xg=(-1}°,
para cada k =1,...,n. A imagem da fungdo f & o conjunto.

a) {0, 1} b) {0} ol 2 d {-1.0,1} & {-1, 0}

FUNGOES DO 12 GRAU

TA.89 (MACK-75) A fungdo f é definida por flx) = ax + b. Sabese que f{-1) = 3 e
f(1) = 1. Ovalorde f{3) &

a) 0 b 2 o) -5 d -3 # -

TA.80 (PUC-75) Na fungio f definida por f(x)} = ax + b:

a} o coeficiente b determina o ponto em gue a reta corta o eixo das abscissas
b) o coeficiente a determina 0 ponto em que a reta corta o eixo das ordenadas
¢} o coeficiente b determina a inclinagdo da reta W

d) o coeficiente a determina o ponto em que a reta corta o eixo das abscissas
“el o coeficiente b determina o ponto em que a reta corta o eixo das ordenadas

TA.91 (PUC-78) A fungio % = x + 1 representa emIR X IR uma reta

a) paralela & reta de equacdo y = x + 3

b) concorrente & reta de equagdo y = 2x + 5

c) igual & reta de equagiio y = x + 2

d) que intercepta o eixo das ordenadas no ponto (0, 1)
#f que intercepta o eixo das abscissas no ponto (-1, 0)
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TA.92 (MACK-69) O gréfico da aplicagdo definida por
F-{x,y) €[2,5]:[2,8] Iy = x} CR xR,
onde [2,5] = {x EIR|2 < x <5} &

a) um conjunto finito de pontos b} uma reta

¢} uma semi-reta @&} um segmento de reta
e) nenhuma das respostas acima é correta.

TA.93 (MACK-76) Examinando o grifico da
funcdo f ao lado, que é uma reta, po-
demos concluir:

i% se f(x} <0, entdo x > 3
b) se x > 2, entdo f(x) > f(2)
c) se x <0, entdo fix) 20 > X
d) se fix) <0, entdo x <0 0 3, 0)\

a) se x >0, entdo f{x) >0

" TA.94 (EAESP-GV-77) Uma empresa produz e vende determinado tipo de produto. A quar
tidade que ela consegue vender varia conforme o pre¢o, da seguinte forma: a um prego "

ela consegue vender x unidades do produto, de acordo com a equagdoe y = 50 4%

Sabendo-se que a receita (quantidade vendida vezes o prego de venda) obtida foi d
Cr$ 1.250,00, pode-se dizer que a quantidade vendida foi de:

a) 25 unidades b} 50 unidades
c} 40 unidades d) 35 unidades
a) 20 unidades

TA.95 (CESCEA-74) A equagdo (mZ + 1)x-2m + 5 = 0 admite raiz negativa se, e sc
mente se:

alm<—§- b)m>% c)mQ% dm>

Njon

e) ndo sei

TA.96 (CESCEA-74) A solugdo da inequat;é'o- 9(x-5) < -4(1~x) & o conjunto dos nd
meros reais x tais que:
a4 4 41 4
a)x<-8 b)x>2 c¢) x > 10 d)x<5 e)x<13’
1
x+ 1

TA.97 (IMACK-69) A desigualdade = 0 & satisfeita se:

a) x >0 b} x > -1 ) x <0 d} x 2 -1
e} nenhuma das respostas acima é correta.

TA.98 (CESGRANRIO-73) Dada a inequagdo (3x-2)3{x -5)2(2-x)x > 0, tem-se que

a solugdo é:
a {xIx<2/3 ou 2< x <5} b){x|2/3<x<20ux<0}
c) 213 L x K 2 d 23 < x <5

e) diferente das quatro anteriores
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TA.99 (CESCEA-75) A solugdo do sistema
3x + 2 < 7-2x
48x < 3x + 10
11 - 2(x-3) > 1 - 3(x-5)
é o conjunto de todos os nimeros reais x tais que:
2
a) -1 < x<0 b) -1 < x < 1 c)-1<X<§
1 4
d)-1<x<§ e)—1<x<§

TA. 100 (FCESP-74)Seja y=(x-1)(x-2}{x-3); se 1< x < 2, entdo:
aly< -2 bly<O0 cdy=0 dly > 2 ey >0

- -3
TA.101{PUC-76} O conjunto verdade da inequagdo x > 0 ¢é dado por:

a {xERe -6< x< 31}

b) {x ER e (x < -5} e (x > 3i}
¢ {x ER e [ix < -5 ou ix 2 3
d) {xERe x # -5}

e) {x ER e [{x < 5 ou Ix = 3]}

\ x+1 . .
TA.102 (CESCEA-70) O conjunto de todos os x para 0s quais =3 é um nimero real é:

a {x ER/-1 < x < 2} p) {x ER/-1 < x < 2}
c) {xelR/x<—‘Ioux>2} d) {xE!R/x<-1oux>2}
e} {xelﬂ/x?‘:i’}

1=-x
TA.103(PUC-70) O dominio da fungio y = flx) = _/ T x

al x<-1Touxz2=1 b) -1 < x <1
c) X #F -1ex< d -1 < x5 1
el x =0

TA.104 (GV-72) A solugdo da inequaglo —— -~ —— = 0 &

x+1 x =1
a) x < -1 ou x =21 b) x < -1 ou 0 € x< 1

c) 1< x<<0 ou x>1 d x< 0
al x # -1 ou x # 1

TA.106 (MACK-76) O conjunto solugdo de sz <5 &
a) {(xERIx> 156 e x < -3} b) {(x ERIx < 15 & x # -3}
o {x ER|x > 0} d) {x ER|-3 < x < 18}

o {x ER|-15 < x < 15}
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TA.106 {GV-74} Seja D o conjunto dos nimeros reais x para os quais

€ o conjunto dos x reais tais que:

a)x<%ex;&2 b2 < xg 3
c) x > 2 d) x < 2 ou x> 3

e) -1 K x < 2

FUNCAO QUADRATICA

TA.107 (PUC-76) A fun¢do quadritica y ={m2 - 4}x2- {m+2)x -1 estd definida quando:

al m# 4 b} m 3% 2
¢l m#F -2 dm=-2 ou +2
e} m#* %2

TA 108 (PUC-77) O esbogo do gréfico da fungdo quadratica
y = 2x2-8x + 6 &

a) Y b) Y c) Y

d)

ofi N3 x A \I.o_/s X ) -1|o %
[v

/\$ .
o/ ix -3 0] N\ x

TA.109 (CESCEM-78) Sabe-se que o gréfico ao
lade representa uma fungdo quadrética. AY
Esta fungdo é:

x2 3 \
3)5 + x+§

x2 3
bl g -x-3 -1\

c)_-—~x—

d) x2 - 2x -
e) x2 + 2x -

286-A

TAT10{MACK-77) Se y=ax2+bx+c & a
equagio da pardbola da figura ao lado,
pode-se afirmar que:

a) ab < O

b} ac > 0

c) be < 0O -
d) b2-4ac 0 / |o N x

e) nao sei

TA.111 (PUC-70) O valor maximo da fungdo y=ax2+bx+c com a % 0 &
-A b
— - 2 _
a)4asea<0 b} 235ea>0 c) bZ-4ac se a > 0
d) b?2-4ac se a < 0 e) nenhuma das anteriores é correta

TA.112 {CESCEM-72) Considere o grifico da fungio y=x2-5x+6. O ponto do gréfico
de menor ordenada tem coordenadas:

a) (2, 3) b) (3, 2) c) 13/2,1) d) {56/2,-1) e} (6/2,-1/4)
TA. 113 (CESCEA-76) A pardbola de equagio y=-2x2+bx+c passa pelo ponto (1,0 e
seu vértice é o ponto de coordenadas (3, v). Entio v é igual a:
al 8 b) 4 c) 6 d} -5 el 18

TA.114 (CESCEM-69) Se dois trindmios do 29 grau possuem as mesmas ralzes, entio:

a) eles sdo necessariamente iguais

b} eles assumem necessariamente um minimo ou um méximo no mesmo ponto
c} eles diferem por uma constante

d) suas concavidades sdo de mesmo sentida

e} nenhuma das anteriores

TA.115 (PUC-77) O conjunto imagem da fungio f = {{x, y} € IR XIR |y = x2-3} &
v3}

-3}

3}

o}

-3}

a){nyEIR e vy
B {viIvER e y
¥
y

\%

o {ylyER e
d) {v|y€!R e

el {ylyER e y

NV AV

TA.116 {CICE-68) Seja a fungdo y=3x2-12 definida no intervalo -4 < x < 3. A
imagem de tal fungdo é tal que:

a) -2y 2 b) 15y < 36 ) 15 v < 36
d -12 gy < 36 e) 12 <y < 36
TA.117(CESCEA-71) Seja fix) = axZ + bx + c¢. Sabendose que (1) = 4, #(2) = 0
e f(3) = -2, entdo, o produto a.b.c é:
a) 20 b) 50 c) -8 d) -70 a) nao sei
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TA. 118 (EPUSP-67) Os trindomios y=ax2+bx+c taisque a+b+c = O: TA.124 (PUC-77) As curvas representativas das funcdes:

a} tem em comum um ponto no eixo dos x

y=xt e 2y =-x+1
b} tem em comum um ponto no eixo dos y

c) tem em comum a origem a) tem por intersecgdo os pontos de abscissas _32. -] %
d) ndo tem ponto em comum 1
e} nenhuma das respostas anteriores b) tém por intersec¢do os pontos de abscissas - 1 e 5
¢} tém por intersec¢do os pontos de abscissas -1 e 1
TA.119 {EPUSP-66) O grafico da fungdo vy = ax2+bx+tc, sendo b3 0 e c# 0 i . . . 1 +45 1-45
o grafico da fungdo obtida da anterior pela mudanga de x em - x se interceptam: d) tém por interseccéio os pontcs de abscissas —5— € 2

e) ndo se interceptam.
a) em dois pontos, um no eixo dos x e outro no eixo dos y

b} em um ponto fora dos eixos TA.125 (MACK-75) O gréficolc!e uma funcfo f 'é uma pardbola que passa pelos por(l(t)os ::'O)A
¢} somente na origem {3, 0) e (2, -1). O grafico da fungdo g é uma reta que passa por (1, 0) e (0, -1).
d} em um ponto do eixo dos y sentenca f(x) = glx):
€) nenhuma das respostas anteriores a) & falsa qualquer que seja x b) & verdadeira se, e somente se, x = 1
cl éequivalente ax=1 ou x= 4 d) implica x = 0
" TA.120 (MACK-76} No grafico ao lado estdo re- Ay e) & verdadeira se, e somente se, x & um ndmero inteiro
presentadas trés pardbolas {1}, {2), (3), 1 2 3
de equagdes, respectivaments. v =ax?, TA.126 (CESCEM-77) Na figura ao lado estdo
y = bx2 e y = cx2. Podemos con- representados os graficos das fungdes da-
cluir que: das por
a) a< b<c<O f{x)=(x+1){x-3) e
b)e<<b<<a<0 f(x):i.f:;.
¢ 0<a<b<e 2 .
dh o< e<b<a 0 x s coordenadas dos pontos P e Q sdo:

e) nenhuma das al

-

ernativas anteriores é correta.

aj (—%;%) e (1;-4) b) (—53;%)&(2:-3) :
TA.121 Dados trés pontos no plano cartesiano, ndo colineares e com abscissas distintas duas 29 a :
duas, o nOmero de funcdes quadraticas que podem ser encontradas de maneira qu c) (—5 ;Z) e (4;-5) d) (—5; 4) e (2;-3) 1
esses pontos perténgam aos seus graficos é: 3 Q
a) 0 b) 1 c)l 2 d) mais que duas el (5;4) e (1;-4)
TA.122 (CONSART-758) Um dia na praia as 10 horas a temperatura era de 36°C e as 14 hor: TA.127 (EAESP-GV-77} O menor valor de k para o qual a intersecgic da reta y=4x+k
atingiu a maxima de 39,2°C. Supondo que nesse dia a temperatura f(t) em graus e com a pardbola y =2x2+ 3x -2 seja ndo vazia é: .
- . a2
uma fun¢ao do temrio t medido -em horas, dada por f{t) = atZ + bt + ¢, quanc a) B b} 1/4 o) 3/8 d) 2 2) -5
8 < t < 20, entdo pode-se afirmar que:
= 0 - -
o b=0 b} ab < TA.128 (GV-72) A regido hachurada do grafico R
¢l a=b dla>0 é a solugdo grafica do sistema de desigualdades:
b 0
b a) y-x2 20 b y-ix|l=2 o0
. . x = -1 x <1
TA.123 (CESGRANRIO-77) Uma conta perfurada de um colar é enfiada em um arame fin _
S 4 = x*-6. D to Pd denadas {4, 10) deixa- -
com o form_ato da pardbola y = x*-6 0 ponto ¥ ae COfJ" ena .35”( . ) alxa o y-x2 <0 d y-x220 1 1
a conta deslizar no arame até chegar ac ponto Q de ordenada - 6. A distancia horizont x| < 1 x| < 1
percorrida pela conta (diferenga entre as abscissas de P e Q) é: =
a) 12 b} 4 cl 6 dl 5 e) 3

e} nenhuma das anteriores
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EQUACGCOES DO 29 GRAU

TA.129 (PUC-70) Uma equacdo do tipo ax2 + bx + ¢ = 0 onde a, b, ¢ sdo ndmeros reais
a) tem sempre duas rafzes reais.

b) pode ter uma sé raiz imaginéria

¢} pode ser uma equacio do 19 grau
d) nunca terd ralzes iguais.

a8} nenhuma das anteriores é correta

TA.130 (CESCEM-67) A equagdo do segundo grau cujas raizes sio -1 e 3 é:

al x2-x+3=0 b} alx - 1Mx + 3) = 0,a %0
ct (x+1x+3) =0 Cdh{x -1)x -3} =0
e} nenhuma das respostas acima & correta.

TA.131 (MACK-74) Dada a equacdo X + 6 = x2, uma equacdo equivalente 3 mesma &:
' al xix + 6) = x3

b) x+6+x2=x2+x+86

1 2
= X* +
x -3 x -3

d} 3lx + 6) = 3x2

c) x+6 +

e) todas sdo equivalentes & equagio dada

. ~ . o 2%X2 - 8x _ .
TA.132 {MACK-77) O numero de solugdes reais da equagdo -—— = x €

x? - 4x
a) 0 b} 1 c) 2 d} 3 e) ndo sei

TA.133 [FEI-66) O ndmero de solugdes reals da equagdo 5x% + x2 -3 =0 &
al 0 b) 1 c) 2 d 3 e} 4

TA.134 (PUC-76) O trindmio x2 +px +q onde p e g € IR torna-se um trindmio quadrad¢
perfeito quando se adiciona o termo constante:

2 2z 2 2
i p) P2 o B ) LA e} p? - 4aq
A - '3 42 ap

a? - b2

TA.135 (PUC-77) Para que a equagdo x2 -ax+ =0 tenha rafzes reais e iguais

& necessdrio e suficiente que:

a)a-b b b=0 o a-2b d)a2-b2=0e)—‘“;—b=a+1

TA136 (ITA-72) Seja fix) = x2 + px + p uma fungdo real de variével real. Os valores d¢
p para os quais f(x) = O possue raiz dupla positiva, sdo:
a) 0<p<4 b} p=4 chp=20
d) f{x} = 0 ndo pode ter rajiz dupla positiva
e) nenhuma das respostas anteriores
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TA. 137 (PUC-75) Seja a funcdo quadrética definida por
fix) = mx2 - (2m -2) x + m - 2:

a} f tem duas rafzes reais e iguais para ¥m € IR*
m=2
b) f tem duas rafzes reais e iguais para ¢ ou
m= -2
c) f tem duas ralzes reais e desiguais para -2 < m <2
d) f tem duas ralzes reais e desiguais para ¥ m € IR*

e} f tem duas ralzes imagindrias para m > 2 ou m<-2

TA.138(MACK-74) As ralzes da equagio (a-b+cix2+4{a-bix+({a-b-c}=0 com
a-b+c+#0 sdo reais:

a) sempre b) somente se a > b > ¢

¢} somente se a > c > b d) somente s¢ ¢ > a>b
e} nunca

TA.139(CESCEM-72) O trindmio ax? + bx + ¢ tem duas raizes reais e distintas; @ e 3
sdo dais nimeros reais ndo nulos. Entdo o trindmio

% x2 + fox + af’c

a) tem duas ralzes reais e distintas ou nenhuma raiz real, conforme o sinal de f3.
b) pode ter uma, duas ou nenhuma rafzes reais,

c) tem duas rafzes reais e distintas se & e {§ forem ambos positivos, nada se podendo
afirmar nos demais casos.

d} tam duas rafzes reais e distintas ou nenhuma raiz real, conforme o sinal do produto
af

e} tem sempre duas ralzes reais e distintas

TA 140 IMACK-74) A equagdo kx2 - {1 - 2klx + k - 2 = O tem rafzes racionais para
os valores de k pertencentes ao conjunto:

a A=1{1,2 4 5} bl B = {2, 4, 6, 8, 10}
¢ ¢ = {2 86, 12, 20, 30} d) D=1{1, 3,9, 16, 25}
e) E={1,8, 27, 64,81}

TA. 141 (CESCEA-72) Considere o seguinte problema: ‘‘determinar o nimero cujo quintuplo
excede o seu quadrado de y unidades’’. Para que valores de y, o problema admite
duas solugdes reais?

a)y<—225— b)y>.242 cly=6 dyy >7 e) nio sei

TA.142 (CESGRANRIOQ-73} A equagio do 29 grau cuja menor raiz 8 2 - ¥V 3 e o produto
das duas raizes & igual a 1 é expressa por:

a) x2+x-4=0 b) x2 +4x -1 =0 c) x2~-x+4=0

d x2 -4x +1=0 e) nenhuma das respostas anteriores
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TA.143 (CESCEA-77) As raizes da equagdo 2x2 - 2mx + 3 = 0 sio positivas e uma
. o triplo da outra. Entdo o valor de m é:

a) 4 b} -2 o 2v2 d) -2vV?2 el O

TA.144 (FE!-68) Sendo a e b as raflzes da eguagdo 2x* - 6x +m =3

entdo, se i+ 1 = i,ovalor de m é
a b 3
a) -i- b) —% c) —257- dl 0 e) nenhuma das anteriores

'
TA.145(MACK-76) Se r e s sdo as rafzes da equagiio ax? + bx + ¢ = 0, a#0 e ¢c#(

1 1,
o valor de = + = é:
2
a)l b? - dac p) B2 - 2ac o) B2 - dac — dac
c2 c
a) b? - 4ac e) b2 - 2ac
2a 2a

TA.146 (CESGRANRIO-77} As raizes da equagdo x2 + bx + 47 = 0 s8o intairas. Podemo
afirmar que.

a) a diferenga entre as duas raizes tem médulo 46
b) a soma das duas rafzes tem médulo 2
¢} b é positivo
d) o modulo da soma das duas raizes & igual a 94
e} b & negativo
TA.147 (CESGRANRIO-75) Sejam p e g reais; se a equagdo do segundo grau em x:
x2 +pix +g2+1=0
ten duas rafzes reais x| e x3, entdo
a) x; >0 e x3 20 b} x; + x3 - p2 € X3+ x2 =092 +1
d) Xy - X2 E) XI<OEX2<0
TA.148 (MACK-74} O valor de p, para o qual a soma dos quadrados das raizes de
x2+{p-2x+p-3=0
tem o menor valor, é:
a) 2 b) O c) 1 d) -1 el 3
TA.149 (MACK-74) Dadas as equacdes x2 - 5x + k = 0 e xZ - 7x + 2k = 0, sabe-sequ
uma das ralzes da segunda equagdo é o dobro de uma das ralzes da primeira equacio

Entdo o valor de k * 0 estd no intervalo:

al [-4, -2] ) [-1, 1] o 2, 4]

d) 5, 7] et [-4, 4]
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INEQUACOES

TA.150 (PUC-77) O trindmio -x2 + 3x - 4:

a) é positivo para todo numero real x

b} é negativo para todo nimero real x

¢) muda de sinal quando x percorre o conjunto de todos os nlimeros reais
d) é positivo para 1 < x < 4

e) é positivo para x < 1 ou x > 4

TA.151{PUC-77) Para qual dos seguintes conjuntos de vaiores de m o polindmio
Pix) = mx? + 2(m - 2)x + m? & negativo quando x = 1?

a) 1< m< 2 b) -1 < m< 2 c) -6 < m< -4
d -3 < m <2 e) 0 < m <1
TA.152 (CESCEM-75) A expressio ax? + bx + ¢, onde b2-4dac > 0 e a< 0, &

estritamente positiva se x for:

al positivo b} nédo nulo c) igual as raizes d) exterior as raizes
e} interior ds raizes

TA 183 (CESGRANRIQ-~73) O conjunto dos valores de p para os quais a inequagdo
X% + 2x + p > 10 & verdadeira para qualquer x pertencente a IR é dado por:
al p> -9 bl p < 11 cp>n d p < -9
e) nenhuma das respostas anteriores

TA.154 [MACK-74} A desigualdade x2-2(m+2)x+m+2 > 0 & verificada para todo ni-
mero real x, se e somente se:

a) =2 < m< -1 b) -1 < m<O c) 0 << m< 1
di 1 < m< 2 el 2 m<3
TA. 155 (EESCUSP-69) O trindomio kx2 + 2(k + 1ix-{k + 1):

a) é negativo para todo valor de x e todo k # 0
b} é negativo para todo valor de x se k < -2
c) é positivo para todo valorde x e todo k # 0

d) & negativo para todo valor de x se -1 < k < -%
e) nenhuma das afirmagdes acima é verdadeira
TA.156 (CESCEA-74) Uma condicdo suficiente para que a expressio y = + V x2-4 re
presente uma fungdo & que:
a) -2 < x< 2 b) -2 < x < 2 cb x < -2 ou x =2
d -1 < x <3 el x << ~2 ou x>0
1
x2-5x + 6
a) x <2 e x=3 b) x 22 e x < 3 el x#+2 e x# 3
dl x <2 ou x2=23 e x<2 ou x >3

TA.157 (CESCEM-71) O domfnio da fungdo
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TA.158 (EPUSP-67) Seja A o conjunto dos nimeros inteiros positivos que satisfazem a inequs
- ¢do  {3x - 3) (2x - 5) < {5 - 2x)2. Entdo:
a) A évazio b} A = {-2;5/2} o A={-11}
dl A= {1;2} e} nenhuma das respostas anteriores

TA.159{GV-70) Dada a pardbola y = x2-4, quais sdo os valores de x que produzen
imagem maior que 57
al x >0 by x < 0
d) -3 < x<3

¢l x < -3 ou x> +3
e) nenhuma das respostas anteriores

TA.160 (ITA-67) Seja vy = [lax?-2bx - (a + 2b)]”2. Em qual dos casos abaixo y & rea
e diferente de zero?

aa>0 b>o0, —1<x<a:b
b) a > 0, b<0,x=a+azb

cda>0 p=0 -1<x<1
da<0 b=23, x< -1

el a< 0 b=-2, -1<x< P

a

TA. 161(GV-76) Para que a funcdo real flx) = V x2-6x+k, onde x e k sdo reais, sejé
definida para qualquer valor de x, k deverd ser um nQmero tal que:

al k<5 b) k=9 c) k=5 d k<9 e} k=29

1
TA.162 (GV-76) Para gque a fun¢do real f dada por f{x) = T seja definid:
VX4 + 2bx + ¢

para qualquer x real, os nimeros b e ¢ devem ser tais que:

a)b2<cab;é0 b)b2>cec#:0 c) b2 < ¢
db2<c e c>=0 e bZ2>c¢c & b>0

TA.163 (CESCEA-69) A solucdo da inequagdo (x-3) (-x2+3x+10) < 0 &:
al -2 < x< 3 ou x>5
bl 3< x < b ou x< 2
¢} -2 < x < B
dl x > 8
e) x < 3

TA.164 (CESCEM-75) Os valores de x que satisfazem & inequagdo:
(x2-2x+8) {x2-8x+6) (x2~16) < 0 sdo:

al x < -2 ou x> 4

b) x << -2 ou 4< x<65

¢l -4 << x< 2 ou x> 4

dl -4 < x< 2 ou 3 < x< 4

e x <-4 ou 2< x<3 ou x> 4
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TA.165(GV-72) O conjunto de todos 0s nimeros reais para os quais
Vix2-4x + 3) (x2 - x-2) exista é:
a){-1<x<10u1<x<2 ou 2<x<3}
b) {x < -1 ou 2 x<L 3 ou 3<x}
c){—1<x<1ou 2<x<3}
d {x<-1 ou 1€<x<2 ou 3K x}
e} nenhuma das anteriares

TA. 166 (CESGRANRIO-73) As solucdes da inequagio —s>—1 1 — > g

sdo dadas por:

x?~3x + 2
al -1 < x<1 ou x> 2 bl -1 € x<1 ou x2=2
ol xK -1 e x= 2 d x<1 e x> 2
e) nenhuma das respostas anteriores
TA 167 (MACK-76) Tem-se t +1T< -2, se e somente se:
a) t << -1 bl t << 0 ¢t = -1 dt>0 el t <0
TA.168 (GV-73) Assinale a afirmagdo verdadeira:
x2 + 3x + 2
a)—2—1"—>‘0‘1’x:+3x+2>0
x2 -
b) ax? + bx + ¢ > 0, paratodo x real <= b2 - 4ac < 0
x2 - 1
c)2x—+1<0'=b—1<x<1
d 2= > 0 e= (x-a) (x-b) > 0
a— x —-a) {x
X - a
e) — < 0= (x-allx-b) <O
- (x -3) (x2+2x-8) . -
TA.169 (GV-74) Paraque y = \/ 2+ ans 3 y real, seja deflmda,' devemnos ter:

al 4 x< -1 ou 1< x<?2

bl -4 < x<{ -3 ou -1 < x<2 ou x23
o -3 x< -1 ou 2K x<K3

d x < 3 ou x> -1

e) x << -4 ou -3< x<-1 ou 2 x<K3

~ . ~ X
TA 170 (GV-74) A solugdo da inequagdo i1 =0 é
al x =2 0 b)) x <0 ou x =1 ) x<<0 ou x>
d x< 0 ou x>1 el 0 x <!

TA.171 (CESCEM-68) Quais os valores de x que satisfazem & inequagdo:

a) x < -1 ou 0< xK 2
¢ x << -1 ou x2= 2
e) nenhum valor de x

bl -1 K x<K<2 e x#0

d) qualquer valor de x diferente de zero
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T Gv-7 ja | j ( i ; = . -
A172( 7) Seja IR o conjunto dos ndmeros reais. O conjunto solugdo da inequaca TA.179 {ITA-71) O sistema de desigualdades

x -3
x_zgx-1é: ax + bx = 0
e
al {x ER|1 g x < 2} b {x ER[x>2} o {x ERIx < 1} -Z—xz+bx+(2b-a)<0
d {x ER|x =2} el {x ER|x < 0}
a>0 b>0 b a
. . . X2+2x -1 1 Tem solugdo para:
TA 173 (CESCEA-73) A solugdo da inequagdo 71 = 1 &
X2 - X -b
— b b 2 e b<a
al x<<0 ou x> 1 Bl x < -1 ou -1 < x<0 ou x> 1 a)x(a e > a ) x>
cd 0 x <1 dl x < -1 ou x =0 c)0<x<1eb>%a d)x>%l3~-286>2b
TA.174 (CESCEA-73) Se x’; —+a1 < ":2 3 paratodo x % 0, entdo: e} nenhuma das respostas anteriores
) a<- _\[_j b as E o £< < E 41 o i TA 180 (CESCEA-71) O conjunto de todos os ndmeros reais x para os quais a expressio
5 2 v a ) nfo sei ey
3
x2 - ax - 2a2 x-1
TA.175 (ITA-67) Em qual dos casos abaixo, vale a desigualdade -t 2nt 2 < 0
x=-la X+ ca estd definida é:
a) a<{ 0 x< 2a b) a=0, x > -a c)a>2 2<x<a
da>2 -a<{x<2 ela>2 x>2 a){XE|R“<x<2}
b) {x ER|1 < x < 2}
TA.176 (CESCEM-68) A solugdo do sistema de inequagdes: o) (xER[-2<x <2 e x# 1}
2x2 + 8 > x2 ~ Bx d (x ER|-2< x<2 e x# 1}
x+5<0 & e) ndo sei
a) 0 < x<H b) -6 < x < -4 c) -4 € x g -2 JxZ2-3x + 2
d) x < -2 e) x < -5 =0 TA.181 (GV-73) O conjunto {X CIR Il—ﬁ— > 0} ¢ igual a:
TA.177 (CESCEM-70} A solugo do sistema de inequagdes: al {x €ER|x > 2} bl {x €R|x > 1}
) ) {(x ERI|1 < x < 2} d {x ER|x %= 1}
X2 -2x > 0
{—x2+2x+3_>0 & e {x ER|Ix <1 ou x> 2}
a) 0 Z x < 2 bl -1 < x<<0 e 2 x<3 TA.182 (GV-72) O conjunto de todos os niimeros reais x para os quais a expressdo:
c) x -1 e x> 3 d) nenhum x e} qualquer x
flx) = Vx + V1 - 2
TA.178 (FFCLUSP-66) A soluc3o geral da dupla desigualdade -2 < x2-3 < % é: resulta num ndmero real, é:
al {x ERi-1 < x< 1} bt {x ER|0O < x < -

_4_ '
a)1<lX|<\/_5_ o {x€ERIx >0 ou x< 1} d{xER|I0< x< ;]

b)—J,—g_<X<_1 e){xEIRIx}O}

TA183 (PUC-77)Se A-{x ER | x2-3x+2 < 0} e B={x ER[x2-4x+3 > 0},

4

) 1< x< N entio A N B & iguat a:

d) ndo hé solugio ar {2} b {x ER|2 < x < 3}
E)1<x<—15§ c} vazio d){x€|R|1<x<3}

e {x ERI1 < x< 2}
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TA.184 (CESCEA-67) Dado o trindmio do 20 grau flx) = ax2 + bx + ¢ e sabendo-se qu
af(e) <€ 0, para & um ndmero real, qual das afirmacGes abaixo & verdadeira?

a) o trindmio ndo tem ralzes reais

b) para concluir a existéncia de raizes reais & preciso ainda examinar-se b2 - dac
¢} o trindmio se anula para dais valores de x, um menor e outro maiar que &

d) & ndo pertence ao intervalo cujos extremos s30 as ralzes reais

e) nada disso

TA. 185 (GV-70) Dado o trindmic f{x} = x2-5x+m o zero & externo ao intervalo d
rafzes para:

a) nenhum m b} qualquer m et m>0 d 0< m< -2—45-

e} nenhuma das respostas anteriores

TA 186 (CESCEA-72) Para que a equagdo x? + (2 -a)x-{(3a-1) = 0 admita duas ralz:
reais distintas no intervalo [-2, 3] devemos ter:

a) -8 Laxgo b)) a< -8 ou a> 0 ¢c) 0 <ax 1
d)0<a<%i- e} ndo sei

FUNCAO MODULAR

TA. 187 (PUC-76) Para definir mbdulo de um numero real x poasso dizer que:

a) 4 igual ao valor de x se x & real

b) é o maior valor do conjunto formado por x e o oposto de x
c} 4 ovalor de x tal que x © N

d) é oposto do valor de x

e} é o maior inteiro contido em x

TA.188(CESGRANRIO—COMCITEC-73) Nos graficos abaixo os pontos do dominio si
marcados no eixo horizontal e os da imagem no eixo vertical. O grafico que melhc
pode representar a fungio

f:IRY - IR
x o fHx) = - |xl

+ . . ~ -
onde IR™ & o conjunto dos reais ndo negativos, é:

a) i b) c

AN

_,L
Y

¥
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TA.188 (PUC-77) O esbogo do gréfico de vy

=|xl -1

W x
e) /
1
x
TA.190 {MACK-74) O grifico da relagdo y = Ix - 1| + 2 &
\V/F w C)
! Cx
TA.191 (MACK-77) O gréfico ao lado representa a fungio:
aly=-Ix-al+a
by =Ix-al-a
c) y=-|x-a|—a
dly = Ix| -2 se x=>a
Ixl+a s x<a -
e) ndo sei T x
TA 192 (CESCEM-70} O grafico de y = fxl -2
a) Y b} hy s ©)
T %
d) Y e} }V/
TV
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TA.193 (CESCEM-73) O grafico da fungdo v = Ix - 11 - Ix| & TA.197 (MACK -76] O grdfico de aix) - 1%L 4 Ix-1l
a) by bl Ay ) by ’ X x -1
1 S 11 11 a) Ay b) % 1\2 c) v A d vy 1}2 e) Ly
] 1 == ro
12— ! 2 | T 2 T 2 O
- e - i o :1 , i |
1 X 1/3 1 : -1 0 1 -1 0 1 -1 0} 1 -1 o n -1 i
——— e L O - —— o —
d) |AY X " PoX S x 01 x
_—— } 1
! |
R -2 " -2 ‘I -2 -2
12 4 X -1 +1 X
TA 194 (GV-74) O grafico da equacio: y = 2 V2 + x & TA.198 (CESCEM-B9) A representagdo grafica da funcio y = x2 -~ Ixl &
a) v b) a4y b by g A a4y el
3l_
% X / /‘ \/‘L
X X
o 8 J/ / _/ / \/
I I A _VOING
x X

x ¥y

X
TA.199 (MACK -74) O grifico cartesiano da fungdo definida por y =[x - 4 [x| + 3| pode

fix) c) fix) d
X X

TA.200 (CESCEM-71) Dados dois nimeros reais distintos a e b, podemos definir uma
funcdo fix} que chamaremos ‘‘distancia ao conjunto {a, b}", da sequinte forma:
distancia de x ao conjunto a, b} é o menor dos nimeros

[x - a], |x - bt.
Se a=-b=1, o grafico de fix} é:

y a) Y b) JV/ c) y
cl
1 1

ser

TA 195 (MACK-73) O grafico cartesiano da funcdo definida por y = -x x| pode ser fx)
a) v b) f v o v a) x b}
S
X
. N R ‘
x \
d) K El ‘ |

e} nenhum dos anteriores.

—
X

TA.196 (EAESP-75) Seja f uma fungdo definide em R por fix) = x + ﬁ ¢ x #
x

e {{0) = 0. O seu gréfico é:

~
N
x ¥
1
L
,
r'd
x
]
L
s
I

e} nenhum dos anteriores.
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TA.201 (MACK-76) Seja f uma fungdo de 'R em IR definida por
b = 21x - 3L+ x -1 .

O conjunto imagem da fun¢do f é:

at iy € Rty =2} bl {y ERIly <3} ot {y ERIly >3}
d{y ERly €2} el IR

TA.202{(PUC-77) Dado A = {x € R!Ixl = 2}, tem-se:

a ACN WAC IR, ¢ AUZ, =-2Z, d) ANZ_
el AN N={2}

A

TA 203 {(PUC-74) O conjunto S das solugdes da equagdo
i2x—1|=x—1 é:

a)sz{o,_g.} b)S={0,13-} o) s=¢
¢ s = {0, -1} @ s-{o 2}

TA.204 (GV-72) Seja V o conjunto de todas as solugdes reais da equacio

Vx3+2x+1=1+x

Entdo:

av=0 b) V = IR

o V=ixERIx<-1} & v={xERIx=-1}
el v = {0}

TA 205 (CESGRANRIO-77) Os gréficos de fix) = x e gix} = Ix2 - 1| tém 2 pont
em comum. A soma das abcissas dos pontos em comum é:

at Vs bl 1 o -1 4l -Vs e) 0

TA.206 (EPUSP-65) As rafzes da equagdo IxI12+1xl -8 =0

a) sdo positivas b} tdm soma O c) t¢m soma 1 dl tém produto 6
a8) nenhuma das respostas anteriores

TA 207 (COMBITEC-COMBIMED-75) A equagdo
[x + 1l -Ixl=2x + 1, x ER,
a) tem duas solugBes distintas cuja soma é 2
b) tem somente as solugbes ~1 e O
c} nido tem solugdo
d) tem uma infinidade de solugGes
¢) tem trés solugdes distintas cuja soma é 4

TA.208 (FCESP-74) S x € |- oo, 0] entdo a expressdo:
Vik-32+vVx2-Vig- 3x): vale:

a) bx - 1 b} 3x - 1 ¢l x -1 dl 7 -~ x e) x ~7
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TA.209 (CESCEA-68) Se a e b sdo dois nimeros reais quaisquer, assinale dentre as afirmacgées
abaixo a que é sempre verdadeira

a) la + bl = 1al + [bl b) la + bl = lal + Ibl o) la+ bl < lal + lbl
d lal -t} = 1a + bl e) lal + Ibl # [a + bl

TA.210 (GV-74) Sejam x e y nimeros reais quaisquer, Assinale a afirmagdo correta:
a eyl elelvl o) bx -yl > Li Il - Iyl

2
&) Ixl + lyl >vx2 + y2 d) Ixyl > 1Ix] -yl
e) Ixl + Iyl =2+ x2+y2

TA.211 (CESCRANRIO-75) A intersecdo dos conjuntos {xEIR| |x-2I <4} e
{xER| |x-7] <2} & um intervalo de comprimento

é um intervalo de comprimento

a) 2 b) 5 ch 1 d 3 e} 4

TA.212{MACK-74} O conjunto solugdo de 1 < |x - 3] <4 ¢ o conjunto dos nitmeros x tais
que:
a) 4<x<7 ou -1<x<2 b) -1 <x <7 ou =3<x< -1
¢) -1 <x<7 ou 2<x<4 d o<x<sa
e} -1 <x<4 ou 2<x<7

TA.213 (CESGRANRIO-73} A fungio Pix) = [x2 + x -1] & menor do que 1 para os va-
lores de x em:

a) [-2, 1] U [o, 1] b} (-2, -1} U (0, 1) ¢ [-2, 11U 0, 1)
d (-2, -1 Ulo, 1] e) [-2, 1]

TA.214 {MACK-77) O conjunto-solucdo de Ix - 3| <x + 3 &:
a @ b ixerlo<x <3} ¢ R dl {x € RIx >0}

e) ndo sei

TA.215 (CESCEA-70) O conjunto de todos os x para os quais |2x - 3f > x &

a x€RIx <o} b {x €ERIx<0 ou x <a}
o ixERIT<x<3} d {x € Rlo<x <a}
e) IxERIx <1 ou x >3}

TA.216 (CESGRANRIO-73) O conjunto solucdo da dasigualdade

|x+1|—|x|<x+2
al [-3, 0] U1, 73] b) {xlx <o} U3, 15]
¢ [-3, 0] Uix]|x =0} d) {xl-8 <x<-1}uixlt <x <17}
el [-4, 2] U [-2, 1]

TA217 (MACK-75) Se |x2 - 4l <N para todo x tal que Ix -2 <1, entdo:

a) o menor valor possivel de N & 3 c) o menor valor possivel de N é 5

b} o maior valor possfvet de N & 3 d) o maior valor possivel de N é 5
el N pode assumir qualquer valor
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A.218(PUC-70) Qualquer que seja o namero real nio nulo x, tem-se sempre: L

TA. 222 (MACK-77} O grafico da funcdo f dada por  fix) = é, aproximadamente:

1 - a
a)lx+;|>2 b) Ix + l|<10 o Ix+ L] <x b
) . x x al Ay bl Ay o Ay d) 1Lv
d) bx o+ < | < - e) nenhuma das anteriores, ! : E ;
: | | 1
i | | '
| |
GRAFICOS —1 | o= | . I s .
0 {2 x o 2 x 0 I2 X 0 :2 x
<0 | | | :
| 1
0< x<2 & ! | ! |
x > 2 e) nado sei
Y
el Y TA.223 (MACK-74) O gréfico da funcdo definida por y = %M pode ser:
a) f(x) 4 b) o 41ix) ) f(x)
2 N

xY

xy

1 .
—- —
X 2 X }
-2
. Afix) {x)
TA.220 {CESCEM-74) A fungéo cujo grafico me- d) 2 ] el
Ihor se adapta ao da figura é: \

f

xY

2
a) fix) = I:I ‘}f(x) - >
b} flx) = 1] \ -2
X T
1 1
. - L 2
) flx) = lmin (x; :1(_)[ | : TA.224 (FUVEST-77) Ascurvas y = a2 &Y x
I
I ] . P . .
@) fix) = min (Ix ] |1—|) l45° 450! a) !nterceptam-se em um dnico ponto de abscissa positiva.
x + + » b) interceptam-se em dois pontos
e) flx) < min {|x2]; 1, -1 1 x ¢) ndo se interceptam
" x2 d) interceptam-se em mais de dois pontos
e) interceptam-se em um Unico ponto de abscissa negativa
TA.221(MACK-~73) O grafico cartesiano da fungio definida por pode ser
" 1 -1
al y ) TA.225 (CESCEM-71) As figuras de equagdes y = < e v- %:
! _
|
-——1-~ e — - a) ndo tém ponto em comum b) tém um (nice ponto comum

| - ——7_—.... ¢) tém exatamente dois pontos comuns
> d) tém exatamente 4 pontos comuns
X e) tém uma infinidade de pontos comuns

TA.226 |[FEI-73) Chama-sé ponto fixo de uma fungio f um nimero real x tal que f(x) = x,
1
Calcule os pontos fixos da fungdo fix} = 1 + <

+
al x = 21 b) x = 1;2@— ¢} ndo tem ponto fixo

d) tem infinitos pontos fixos
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TA.227 (FEI-73) Considere o grafico da fungdo
2

y =1+ % Deseja-se calcular a drea

hachurada da figura ao lado. Calcule um
valor aproximado dessa area, substituin-
do os arcos AB, BC e CD por segmentos
de reta.

a) 2,95
b) 4,95
¢} 3,95
d} 1,95 0 1
e} nenhuma das respostas anteriores

Y

[N i SO

W 4

TA.228 ([EPUSP-67) Sendo A a area limitada pela curva y =& e pelas retas x = °

x =3, v =0, temse:

a) A< 03 bl 0,3 < A< 08 ) 08 < A< 15
dl 15 < A 10 e) nenhuma das respostas anteriores
3
TA.229 (CESCEM-74) A funco y =% di o Ay

valor da 4rea da regido compreendida
entre a curva y = x2, do ponto de
abscissa 0 ao ponto de abscissa x e o
eixo das abscissas, conforme indica a fi- x3 3

gura ao lado: — et

xyY

Nestas condigdes, a area ao lado indi- 0 X
cada vale:

TA.230 {CESCEM-74} As regides do plano definidas por:

Mt220K2, 20
2X1+X2§2,X2>0

determinam um quadrilétero, no qual ests definida a fungo y = x; + x;.

Sabendo-se que o maximo desta fungdo estd num dos vértices deste quadrilatero, ¢
seu valor é:

db 0 ¢) -+

c) 3

4 1
a) 3 b) 3

win
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FUNCOES COMPOSTAS

TA.231 (PUC-77) Sendo fix) = x3+1 e gix) = x-2, entdo g{f(0)} &iguala:
a) 1 b} 3 ¢l O d) 2 e} -1

TA.232 (MACK-75) Dadas as fungdes f, g e h, de IR em IR, definidas por f(x) = 3x,
glx) = x2-2x+1 e hix) = x+2, entdo ({((hof)og) (2) ¢&igual a:

a) 1 b} 2 c) 3 d) 4 el 5

TA.233 (CESGRANRIO-73) Seja f uma fungdo de IR em IR tal que (2) = 7,f(9) = 3,1(0) = 0,
f6) = 16 e f(7) = 4; seja g uma outra fungio de IR em IR tal que a imagemde
cada pontc x do seu dominio seja 2x + 3. Entdo, chamando-se h a fun¢ic com-
posta gof, tem-se que:

a) h(1) = 16 b) h{9) = 9
) h(2) = 49 d) ndo existe essa fungdo h
e} nada se pode afirmar pois a lei de formagdo da f ndo é conhecida

TA.234 (CONSART-75) Se f e g sdo fungdes definidas em IR por f(x)=x+2 e gix)= 3x+5,
entdo glf(x)) é&:

al 3x+11 b) 3x2+10 ¢) 3x2+11x+10 d) 4x+7 e} flgix)|

TA235(CESGRANRIO-73) e f(x) = <11

+
a)—1- b) 1 ¢l x d) 2x+2
X 2x -1

entdo flf(x})) & expressa por:

e} nenhuma das respostas anteriores

TA.238 (MACK-~75) Dada a aplicagdo f:Q—Q definida por f(x) = x2-2, o valor de
x tal que flx) = f(x + 1) &

) -1 b) -~ o+ d) 1 o =

i 2 2 3
TA.237 (MACK-76} Dada a fungio f(x) =%_1, a expressdo de f(3x), em termos de
f(x), é:
3fix) 3f{x) 3f{x) 3f(x)

—— —_— ——— d _
T b) 3x) - 3 T ) 2t + 1
e} 3f(x}-1

TA.23B(ITA-77) Considere a fungdo Fix) = |x2-1]| definida emIR. Se FoF representa
a fungfo composta de F com F, entdo:

a) (FoF)(x) = x |x¥- 1], paratodo x real

b) nfo existe nimero real y, tal que (FoF) (y}) = y
c) FoF éuma fun¢do injetora

d) (FoF)}(x) = 0, apenas para dois valores reais de x
e} nenhuma das anteriores
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TA.244 (ITA-74) Sgjam A, B e D subconjuntos ndo vazios do conjunto R dos nimeros reais.

TA.239 (FEI-68) Dada a fungdo f(x) = V4 -x2, para qualquer nimero real x tal ¢ Sejam as funcGes f: A= Bly=1fix)}, gD - Alx=glt)), e a funcdo compaosta
Ix] < 2 temese: (fog): E — K. Entdo os conjuntos E e K sdo tais que:
1 f(x}
a) f(2x) = 2f(x) b) f{x -2) = f{x}-f{2) c) f(—x—) = ad ECA ¢ KCbpD
d) fl-x) = f(x) e} nenhuma das anteriores b)) ECB e KDA

¢t E O D, D::#E e KCB
dECD e KCB

TA.240 (CESGRANRIO-76} Considere as funcdes

f:IR =R g:IR =R
s 2x 4 b o x2 e) nenhuma das respostas anteriores
onde b € uma constante. Conhecendo-se a composta TA.245 (MACK-74) Sejam fe g funcBes delR emIR taisque f(x) = ax+b e gix) = cx+d.
g
gef: IR—~IR Entdo fog = gof, seesomente se:
x Fgif(x)) = 4x2-12x+9 al a=c e b=d
podemos afirmar que b & um elemento do conjunto: b) a=b=¢c=d
a) {-4,0) b) {6, 2) ch {2, 4) d} (4, +a) e) (-o0, -4) ¢) la-1)sd=bslc-1)
1 d) a=c¢
TA.241(PUC-74) Se flx) = -—, entdo (fo[fof]) (x) & igual: e) a=c e b=-d
d e} -
al 2x b} 3x c) 4x ) x x TA.246 (CESGRANRIO-77) Seja f: {1, 2, 3} — {1, 2, 3} uma fungio tal que o con-
. junto solugdo da equagdo fix) = x ¢é {1, 2. Em relagdo a funcio composta fof
TA.242 (CESGRANRIO-73) Sejam dadas as funcdes podemos afirmar que:
m = {43, 5), (§_, o), (2‘l)’ (12,5), 10,0} e a) paratodox, (fof)ix) = x
4 9 b} para todo x, (fof)(x) = f{x)
n = {15,2), (0,0, (61, (1 o} ¢l {fof}i3) = 3
4 9 d) {fef}(3) = 1
Considere as afirmagdes: el (fof)(3) = 2
1) néo existe a fungdo nom TA.247 {MACK-75) Dadas as fungdes f e g deIR emIR, sendo gix) = 4x -5 e flgix}} = 13 - 8x,
2} ndo existe a fungdo mon entdo:
3) m é uma fungao bijetora de IR em IR
. - i a) f{x})=2~3x b) f(x) =3-2x c) fix)=2+3x
4) afungdo monom ndo existe d) flx)=2x+3 e) Hx) =5 - 4x
5) todas as afirmativas anteriores s3o falsas
Ent3o: . _x2
ntio TA.248 (MACK-73} Sendo  fi{x) = { ’: ; e x < : e glx) = x+3
a) todas sio corretas x se X >
b) somente duas sdo corretas a) (fag)ix) = -+3? s x < -2
c} somente uma é correta x + 4 se  x > =2
d} todas sdo fzilsai b) (foghx) = -x2+3 se x <1
e} somente trés sio corretas x+ 4 se x> 1
TA. - i - . 2 _ [ -x+312 se x <1
A.243 [CESCEM-70) Sejam  f(x) = + Vx-4; glz) = [fl2)] e hiz) = 2-a: c) (fegllx) = {x + 4 ©  x ; 1
a) osdominiosde glz) e h(z} coincidem -x2+3 5 -2
b) odominiode glz) contém estritamente o dominio de hlz} d} {fogllx) = {x + 4 :: : > -2
c) odomfniode f(x) ndo tem pontos em comum com o dominio de glz)
d) qualquer que seja z real, glz) = f{z) e} nenhuma das anteriores

e) nenhuma das anteriores
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FUNCOES INVERSAS

TA.249 (CESCEM-76) Dentre os graficos abaixo, o que melhor se adapta a uma fungi
bijetora {injetora e sobrejetora) com domfinio 'R e contradom(nio IR é

a) by b) Y o)

/N

x ¥

TA.250 (MACK-75) Ao lado estd o grafico
da funcao f. Um exame deste grafico
nos permite concluir que:

a) f 4 injetora

b} f & periddica

c) fim) <0

d #v3) <o

e) f{1)} + f(2) = #(3)

TA.251 (MACK-74} f é uma aplicagio de A em B; B’ %B; f é uma aplicagdo sobrejeto
de A em B’. Podemos afirmar:

a) f é uma aplicagdo sobrejetora de A em B

b} f é uma aplicagdo injetora de A em B’

c) a informagio dada é contraditéria; f ndo pode ser uma aplicacio de A em
ede A em B’

d) existe x em A tal que f(x) EB e fix) € B

&) existe y em B tal que flx) = y nfio se verifica para nenhum x de A

TA.252 (MACK-75) A aplicagio f: N = N definida por

g— se n @& par
f(n) = o é:
n s¢ n & (mpar
a) somente injetora; b) somente sobrejetora;
c) bijetora; d) nem injetora e nem sobrejetora;

e} nenhuma das anteriores.
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TA.2863 (CESGRANRIO-73) Seja AB um didmetro de uma esfera tangente a um plano P
no ponto B. Seja E o conjunto dos pontos da superficie esférica que sdo distintos

de A.

Considere a fungao A
f:E—>P
x = f(x)

onde f(x) é o ponto de intersegio da
reta definida por A e x com o plano P,
Dentre as afirmages, a faisa é:

a) a fungdo é injetora

b} a fungdo é sobrejetora

c) a fungdo & bijetora

d) a fungdo leva circunferdncias em circunferéncias

e} a fungdo leva pontos simétricos em relagio ao didmetro AB em pontos simétricos
em relagio ao ponto B.

TA.254 (ITA-76} Considere g: {a, b, c} —){a, b,c} uma fungdo tal que gla)=b e gib) =a.
Entdo, temos:

a} a equagdo glx) = x tem solugdo se, e somente se, g & injetora

b) g ¢ injetara, mas ndo é sobrejetora

c) g & sobrejetora, mas ndo é injetora

d) se g ndo é sobrejetora, entdo glgix)) = x para todo x em {a, b, c}
el nenhuma das respostas anteriores

TA.256 (MACK-75} Dada a funcdo f: IR =R, bijetora definida por fix) = x3 + 1, sua
inversa f-1: IR > IR ¢ definida por:

3 3
a) f-1x) = Vx3 + 1 b} f-1(x) = —e ! ) 1x) = Vx - 1

1 3+
dh 1-1x) = 5——— e) nenhuma das anteriores
Va3 +1

X _ g=X
TA.256 ITA-75) Seja fix) = £ "% "  definida em IR. Se g for a fungdo inversa
g eX + e™X
gls3)
de f, o valor de e® " 25 ' gsers:
72

4 7e 25 25
a)? b)2—5 c) IOQe(T) d) e

e) nenhuma das respostas anteriores

TA.257 (CONSART-75) O gréfico de uma fungdo f é o segmento de reta que une os pontos
(~3,4) e (3,0). Se f! & a fungio inversa de f, entdo f-1(2) &

a) 2 b) 0 o 3. d) - 3 e) ndo definida
2 2
TA.258 (MACK-77} A fungio f definida em IR-{2} por flx) = =F% & inversivel.
O seu contradomfinio 6 IR - {a}. O valor de a é: o
a) 2 b) -2 c) 1 g} -1 e) ndo sei
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TA.259 (CESGRANRIO-76} Seja f:x — f{x) a fun¢do cujo grafico & v

O grafico que mais bem representa a fungdo inversa
Flhx > f-1(x) 6

0
a) Yy ?0 b} y c}
ol x

d) y ) y
of ) //
\ G X

TA.260(ITA-76) Sejam A e B conjuntos infinitos de nGmeros naturais.
Se f: A—>B e g:B — A sdo fungdes tais que flgix)) = x, para todo x em
e glfix)} = x, para todo x em A, entio, temos:

%y

a) existe xp em B, tal qua fly) = xp, para todo y em A
b) existe a fungdo inversa de f

c) existem Xxg e x; em A, tais que Xg Fx; e flxg) = fixy)
d) existe a em B, tal que g(f(g(a))) # gla)

e) nenhuma das respostas anteriores

TA.261{CESGRANRIO-77) A imagem da reta y = 2x pela reflex8o no eixo dos x
a reta de equacio

X

a) y = l2xl b) v = x ¢ y=-2x dl y = 2x 6)y=-—;—

1
2

TA.262 (CESGRANRIO-73) Sendo x 24, o conjunto imagemda fungdo v = V x + V x -

é dado por:
a) {yERIy>o0} b {yERIo<y <2}
o {yER|y>2} dl {yER |y =4}

e) nenhuma das respostas anteriores

EQUAGCOES E INEQUAGOES IRRACIONAIS

TA.263 (CESCEM-73) Considere-se o numero x dado pela expressdo
X = IV 2 + xi

Nestas condigoes,

; +
al x = 2,222 .., b)x=1.23 ¢l x=2+vV2,2
d) x =2 e} x ndo é raiz da equagio x2 - x -2 =0
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TA.264 (PUC-70) O conjunto verdade da equagio Vax + 1 =2x -1 &

a) {2} b} {0, 2} c) {0} dt {o, %} e} nenhuma das anteriores

TA.265 (GV-75) A equacdo Vx -1 = -V xZ - 1:

a) tem duas raizes reais b) tem trés raizes reais
c} ndo tem rafzes reais d) ndo tem raizes
el tem uma Onica raiz real

TA.266 (PUC-74) O conjunto verdade da equagdo irracional
Vx-1+V2x-2=2 &

a) v=1{3}b v=1{3 9} o v- {9} d) v={4} e nenhuma das anteriares

TA.267 (FEI-68] Seja V o conjunto dos nUmeros reais que sdo solugBes da equacio irracional -

Va2x -V7 +x=1

al V= {2, 18} b} V= {2} ¢l V= {18} d) V= @ e) nenhuma das anteriores
1
TA.268 ([MACK-76) Todas as rafzes da equagdo 2V x+2x 2 =5 estdo no intervalo:

a) {-2,—%] b [—;—,1] o [ ,%]

1

5
o [2, 7] e [5, 8]

TA.269 {ITA-73) A respeito da equagio, 3x? - 4x + vV 3x2 - 4x - 6 = 18 podemos dizer:

+
a)-z"s— vV 70 sdo raizes

¢) Adnicaraiz 8 x =2 ++/10 d} tem 2 raizes reais e 2 imaginérias
e} nenhuma das anteriores

b} A Unica raiz § x = 3

2
TA.270(ITA-72) Todas as rafzes reais da equagio \/x *3 . \/ X = % sdo:

X

al x;] =3 e xg=-3 bl x; =3 e x, =3
)l x{y =3 e x3=V3 d) ndo tem raizes reais
e) nenhuma das respostas anteriores

3 3
TA.271 IMACK-74) Se o numero x ¢ solugdo da equacic Vx+9-Vx-9=3, entio
x? estd entre:

&
al 0e 25 b) 25 & 55 c) 55 e 75 d) 75 e 95 e) 95 e 105

TA.272 (GV-74) Resolver a desigualdade 1 - 3x >/ 2 + x2 - 3x:

3 -va4
a)x<—~1—6—i— b)x<1§ cd x<1 ou x >2
d) ;— <xg3FVa 2; il o) x < 3-VAal _16" N o x> 3FVa +16. 41
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TA.1
TA.2
TA.3
TA4
TAS
TAS6
TA.7
TA.8
TA.9
TA.10a
TA.11a
TA.12¢
TA.13d
TA.14¢
TA.15d
TA.16d
TA17d
TA.18¢
TA.19b
TA.20a
TA21e
TA.22¢c
TA.23 e
TA.24 a
TA.25d
TA.26 a
TA27b
TA.28b
TA.29b
TA30b
TA31b
TA32¢
TA.33d
TA34e
TA35e
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RESPOSTAS

TA36¢e
TA37e
TA38Db
TA39b
TA.40a
TA41¢
TA42b
TA.43d
TA44c
TA45e
TA46 e
TA.47d
TA.48a
TA4%e
TA/50a
TAS51b
TA52a
TAS53c
TA54e
TAS5d
TA.56 ¢
TA57 a
TA.58a
TA59c
TA60a
TA61a
TA62c
TA63c
TA64b
TA.B5a
TA.66Db
TA.67d
TA.68b
TA69c
TA.70d

TA.71d
TA.72¢
TA.73e
TA.74c
TA.75¢
TA76 @,
TA.77 ¢
TA.78 e
TA.79b
TA.80b
TA81a
TA.82d
TA.83a
TA.84b
TA.85b
TA86d
TA.87d
TABBe
TA.89¢
TA90e
TA91e
TA92d
TA93a
TA94b
TA953a
TA96d
TA97b
TA98hL
TAS9¢
TA.100e
TA.101b
TA.102d
TA.103b
TA.104b
TA.105d

TA.106b
TA.107e
TA.108a
TA.109b
TA.110a
TA.111a
TA.112¢
TA113a
TA.114b
TA.115b
TA.116d
TA1174d
TA.118a
TA.119d
TA.120d
TA.121b
TA.122b
TA.123b
TA.124b
TA125¢
TA.126a
TA127e
TA.128d
TA.129 ¢
TA.130e
TA,131d
TA.132b
TA.133 ¢
TA. 1343
TA, 1350
TA.1364d
TA.137d
TA.1385
TA.139 e
TA.140 ¢
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TA.141¢
TA.142d
TA. 143 ¢
TA.144c
TA.145h
TA. 1462
TA.147 ¢
TA.148e
TA.149d
TA.150b
TA.151e
TA.152¢
TA.153¢
TA.154a
TA1656d
TA.156 ¢
TA.157 e
TA.158d
TA.158 ¢
TA.160 e
TA.161e
TA.162¢
TA.163a
TA.164d
TA.1656d
TA.1663a
TA.167b
TA.168d
TA.169b
TA170¢
TA.171a
TA.172b
TA.173b
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TA.174b
TA.175d
TA.176¢
TA.177b
TA.178a
TA.179e
TA.180d
TA.181a
TA.182d
TA.183¢
TA.184c
TA.185d
TA.186 ¢
TA.187b
TA.188¢
TA.189 ¢
TA.190e
TA.191a
TA.192a
TA.193d
TA.194b
TA.195 ¢
TA.196 b
TA 197 a
TA.198a

TA.199a
TA.200 ¢

TA.201a
TA.202¢
TA.203 ¢
TA.204d
TA.205a
TA206b

TA.207d
TA.208c
TA.209 ¢
TA.210b
TA.211¢
TA.212a
TA.213b
TA214d
TA.215¢
TA.216 ¢
TA.217 ¢
TA218a
TA.219a
TA.220d
TA.221d
TA.222 ¢
TA.223b
TA.224 b
TA.225b
TA226 b
TA.227 ¢
TA.228 ¢
TA.2292a
TA.230a
TA.231e
TA.232¢
TA.233b
TA.234 3
TA.235¢
TA.236 b
TA.237d
TA.238e¢
TA.239d

TA.240a
TA.241d

TA.242 ¢
TA.243e

TA.244d
TA.245¢
TA.246 b
TA.247b
TA.248 a
TA.249d
TA.250d
TA.261¢
TA.252b
TA.253d
TA.254 a
TA.255¢
TA.256 a
TA.257b
TA.258d
TA.259¢
TA.260b
TA.261c
TA.262¢
TA.263d
TA.264 a
TA.265¢
TA.266 a
TA.267 ¢
TA.268 ¢
TA.269 e
TA.270e
TA.271d
TA.272a

FUNDAMENTOS DE
MATEMATICA ELEMENTAR

Vot 1 — Conjuntos e Fungdes

1. no¢des de Idgica, 2. conjuntos, 3. conjuntos numéricos, 4. relagoes, 5. funcses,
6. funcdes do 19 grau, 7. funcBes do 29 grau, 8. fungio modular, 9. funcdo com-
posta e fungdo inversa.

Vol 2 — Logaritmos

1. poténcias, 2. fungdo exponencial, 3. fungdo logaritmica, 4. equacdes e ine-
quagdes logaritmicas, 5. logaritmos decimais.

Vol 3 — Trigonometria ]

1. ciclo trigonométrico, 2. fungdes circulares, 3. principais identidades, 4. trans-
formagGes, 5. equagBes, 6. fungdes circulares inversas, 7. inequagdes, 8. trian-
gulos.

Vol 4 — Seqiiéncias, Matrizes, Determinantes, Sistemas

1. seqliéncias e progressdes, 2. matrizes, 3. propriedades dos determinantes, 4, sis-
temas lineares: método do escalonamento.

Vol 5 — Combinatéria, Binomio, Probabilidade

1. principios fundamentais da contagem, 2. arranjos, 3. permutacdes, 4. combi-
nagdes, 5. desenvolvimento binomial, 6. probabilidade em espaco amostral finito.

Vol 6 — Complexos, Polindmios, Equagdes

1. ndmeros complexos, 2. polinémios, 3, equagtes polinomiais, 4. transforma-
coes, 5. raizes maltiplas.

Vol 7 — Geometria Analitica

1. o ponto, 2. areta, 3.a circunferéncia, 4. as cbnicas, 5. lugares geométricos.

Vol 8 — Limites, Derivadas, Nog3es de Integral

1. definicdo de limite, 2. propriedades operatérias, 3. definicdo de derivadas,
4. célculo de derivadas, 5. estudo de funcdes, 6. nogGes de integral definida,
Vol 9 — Geometria Plana

1. tridngulos, 2. paralelismo, 3. perpendicularismo, 4. circunferdncia, 5. seme-
thanca, 6. relagbes métricas, 7. dreas das figuras planas.

Vol 10 — Geometria Espacial

1. Geometria de posi¢cdo: paralelismo, perpendicularismo, diedros, triedros, polie-
dros; 2. Geometria Métrica: prisma, pirdmide, cilindro, cone, sélidos semelhantes,
superficie e solidos de revolucéo, sélidos esféricos.



