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APRESENTACAO

“Fundamentos de Matemdtica Elementar’’ é uma colecio em dez volumes
glaborada com a pretensio de dar ao estudante uma visdo global da Matemdtica,
ao nivel da escola de 2° grau. Desenvolvendo os programas em geral adotados para
o curso colegial, os “Fundamentos’” visam aos alunos em preparativos para exames
vestibulares, aos universitdrios que necessitam rever a Matemdtica Elementar e
também, como & dbvio, aqueles alunos de colegial mais interessados na ‘‘rainha
das ciéncias”’.

No desenvolvimento dos inimeros capitulos dos-livros de ‘“Fundamentos”
procuramos seguir uma ordem légica na apresentagéio de conceitos e propriedades.
Salvo algumas excecBes bem conhecidas da Matemdtica Elementar, as proposicdes
e teoremas estdo sempre acompanhados das respectivas demonstragdes.

Na estruturagfio das séries de exercicios, buscamos sempre uma ordenagdo
crescente de dificuldade. Partimos de problemas simples e tentamos chegar a questdes
que envolvem outros assuntos j& vistos, obrigando o estudante a uma revisdo. A
seqliéncia do texto sugere uma dosagem para teoria e exercicios. Os exercicios
resolvidos, apresentados em meio aos propostos, pretendem sempre dar explicagdo
sobre alguma novidade que aparece. No final do volume o aluno pode encontrar
a resposta para cada problema proposto e assim ter seu reforco positivo ou partir
a procura do erro cometido.

A ultima parte de cada volume é constituida por testes de vestibulares até
1.977 selecionados e resolvidos o que pode ser usado para uma revisao da matéria
estudada.

Queremos consignar aqui nossos agradecimentos sinceros ao Prof. Dr. Fernando
Furquim de Almeida cujo apoio foi imprescindivel para que pudéssemos homenagear
nesta colecdo alguns dos grandes matemdticos, relatando fatos notéveis de suas
vidas e suas obras.

Finalmente, como h4 sempre uma enorme distdncia entre o anseio dos autores
e o valor de sua obra, gostariamos de receber dos colegas professores uma apre-
ciacdo sobre este trabalho, notadamente os comentérios criticos, os quais agra-
decemos.

Os autores
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Augustin-Louis Cauchy
(1789 - 1857)




Engenheiro de Napoledo era monarquista

Augustin-Louis Cauchy nasceu em Paris, logo apds a queda da Bastilha. Cursou
a Escola Politécnica, onde mais tarde foi professor, pois gostava muito de ensinar,
e aceitou a cadeira de Monge na Academia, quando este foi demitido. Ainda como
estudante contou com o apoio de Laplace e Lagrange que se interessararmn por
seu trabalho.

Cauchy chegou a ser um dos engenheiros militares de Napoledo. Catdlico
devoto e reaciondrio convicto, defendia vigorosamente a Ordem dos Jesuitas e
quando Carlos X, seu rei, foi exilado, também deixou Paris, recebendo mais tarde
o titulo de bardo como recompensa por sua fidelidade.

Produziu grande quantidade de livros e memorias, a maioria dedicada a
Matemdtica Pura e sempre dando énfase as demonstra¢des rigorosas.

Uma de suas caracteristicas marcantes era que, obtendo um novo resultado,
logo tratava de publicd-lo, ao contririo do que fazia Gauss. Assim, contribuiu
amplamente com suas memorias para o ‘‘Journal” da Escola Politécnica e para
os ""Comptes Rendus’’ (Noticias) da Academia, onde se aplicou, a partir de 1814,
em teoria das fungdes de varidveis complexas, da qual é um dos criadores.

Data de 1812 seu primeiro trabalho sobre determinantes, com 84 péginas,
passando a aplicd-los nas mais diversas situagGes como, por exemplo, na propaga-
¢do de ondas.

Entre 1821 e 1829, publicou trés obras que deram ao Célculo elementar
o cardter que tem hoje, definindo precisamente fimite, derivada e integral;, os
conceitos de funcdes e de limites de funcBes eram fundamentais. Estas obras de
Cauchy foram desenvolvidas guase a0 mesmo tempo e com idéias semelhantes
por Bolzano, um padre tcheco.

Cauchy esta ligado a muitos teoremas sobre séries infinitas, essenciais a teoria
das funcBes, e em Geometria conseguiu generalizar a f6rmula poliedral de Des-
cartes-Euler,

Em Teoria dos NGmeros, provou o teorema de Fermat, um dos mais dificeis
e produto de pesquisas iniciadas pelos pitagéricos cerca de 2300 anos antes.

Juntamente com Navier, Cauchy foi fundador da teoria matemética da
Elasticidade e também auxiliou o desenvolvimento da Mecédnica celeste.

Cauchy, tanto quanto seu contempordneo Gauss, contribuiu para quase
todas as partes da Matemética e sua grande quantidade de obras publicadas s6 é
superada por Euler,

I. ARCOS DE CIRCUNFERENCIA

1. Definigdo

Dados dois pontos distintos A e B
sobre uma circunferéncia, esta fica divi-
dida em duas partes. Cada uma dessas
partes, que incluem A e B,hé denomi-
nada arco de circunferéncia AB.

Em particular, se os pontos AeB
coincidem, eles determinam dois arcos:
um deles é um ponto (denominado arco
nulo) e o outro é a circunferéncia (de-
nominado arco de uma volta).

. MEDIDAS DE ARCOS

2. Se queremos comparar os “‘tama-
nhos” de dois arcos AB e CD somos
naturaimente levados a estabelecer um
método que permita saber qual deles é
o maior ou se sdo tguais. Este problema
é resolvido estabelecendo-se um método
para medir arcos.

CAPITULO I

ARCOS
E ANGULOS

] o
o
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> >
>
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3. Medida de um arco E\TB em rela- B
¢d0 a um arco unitérig\u (u ndo nuio

e -de mesmo raio gque AB) & o ndmero

real que exprime quantas vezes 0 arco u

“cabe” no arco AB. Assim, na figura

ag lado, 0 arco u cabe 6 vezes no arco

AB, entdo a /r_n\edida do arco AB ¢ 6,

isto é, arco AB = 6 - arco u.

o

[<

4, Unidades

Para evitar as confusbes que gcorreriam se cada um escolhesse uma unida-
de u para medir o mesmo arco AB, limitamos as unidades de arcos a apenas
duas: o grau e o radiano.

. Oy . e 1 . PO
Grau (simbolo “} é um arco unitério igual a 30 da circunferéncia que

contém o arco a ser medido.

Radiano (simbolo rad) é um arco
unitario cujo comprimento é igual ao raio
da circunferéncia que contém o arco a
ser medido.

Assim, ac afirmar que um arco KE
mede 1 rad estamos dizendo que “‘esti-
cando'” o0 arco AB obtemos um segmen-
to de reta AB cuja medida é exatamente
o raio da circunferéncia. '

= . . - . (+] - s -~ v ~ , -
5. E evidente que uma circunferéncia mede 360°, porém, ja ndo é tdo facil
dizer quantos radianos mede uma circunferéncia.

Podemos chegar a uma nogdo intui- Cor . B
tiva do valor dessa medida, considerando
a seguinte construgao:

i) Em uma circunferéncia de centro D A
O e raio r inscrevemos um hexagono re-
gular ABCDEF. Cada lado do hexdgono
tem comprimento r:
AB-BC-CDO-DE=EF=FA =1 E ~—"F

2-C

) A circunferéncia fica dividida
em 6 arcos de medidas iguais
~~ N N S
AB = BC = CD = DE = EF = FA
e, sendo o comprimento do arco sempre
maior que o comprimento da corda cor-

respondente, todos esses arcos sao maio-
res que 1 rad.

111) Em cada um dos citados arcos ‘‘cabe” 1 rad:
) N N 7~ ) N
AB' = BC'=CD'" = DE' = EF" = FA' = 1rad
e ainda sobra uma fracio de rad.
V) O radianc ““cabe’ 6 vezes na circunferéncia e mais a soma dessas "‘sobras”’.

Mais precisamente demonstra-se que a circunferéncia mede 6,283584... rad (nG-
mero batizado com o nome de 27).

Tendo em vista estas consideragdes, podemos estabelecer a seguinte corres-
pondéncia para conversdo de unidades:

360° <«—-— 27 rad
180° «——» mrad

EXERCICIOS

C.1  Exprimir 225° em radianos.

Solugdo

Estabelecemos a seguinte regra de trés simples:

180° <——> Trad logo x = 22T _ 5T 4

296° «—— x 180 4
C.2 Exprimir em radianos:
a) 210° b) 240°
c) 270° d) 300°
el 318° f) 330°
g
C.3 Exprimir % rad em graus.
Solugdo
Temos:
O
11; rad «— 180 1;1:’ . 180
o _ _ 0
—G_rad ——> X logo x = —y - 330

3-C



c.4

C5

cs

c7

4-C

Exprimir em graus:

i 7 T
a) 5 rad b} Trad c) -3—rad
2n an 57
d) 3 rad e} 2 rad f) 5 rad
Um arce de circunferéncia mede 30 cm B
e o raio da circunferéncia mede 10 cm. - R A

Calcular a medida do arco em radianos.

Solugdo

)

~ ;

[medida de AB em rad] - comprlmgnto do arco_AB - 30cm = 3rad
comprimento do raio 10 cm

Sobre uma circunf;_r\éncia de raio 10 cm
marca-se um arco AB tal que a corda AB
mede 10 cm. Calcular a medida do arco
em radianos,

Solugdo 0
O segmento AB ¢ lado do hexagono re-
gular inscrito na circunferéncia, logo, o

1 . L
menor arco AB é 3 da circunferéncia,

isto €, mede:

1
6

X 2frad = %—rad

Um grau se divide em 60’ (60 minutos} e um minuto se divide em 60" {60 segundos)
Por exemplo, um arco de medida 30 é um arco de 0,5° Pede-se converter a radia-
nos 05 seguintes arcos:

a) 22°30' b} 31°15'45"

Solugdo

al 22°30" =22 x 60' + 30' = 1350’
180° = 180 x 60' = 10800'

entdo:
10800' «+—> 7 rad logo x - 1320 -T T 4
1350 «— x 10800 8

b) 31°15'45" = 31 x 3600 + 156 x 60" + 45'" = 112 545"
180° = 180 x 3600" = 648 000"
entao;
648 000" «— T rad
112 545" «—— «x
112545 - 7 112545 - 31416

logo x = 648 000 = 648 000 = 0,564563 rad

C.8 Converter a graus o arco 1rad.

Solugdo

3,1416 rad «—> 180°

T rad «— x

logo x =

1800000 {31416

229200 57°17'44"
09 288
x 60

557 280
243120
23 208
x 60

1 392 480
135 840
10176

7
c9 Exprimir em radianos as medidas dos arcos a e b tais que a-b=15% e a+b = e rad.

C.10 Exprimir em graus as medidas dos arcos a,bec taisque a+b +c=13°, a+b+2c=

™ m
:1—2rad e a+2b+c=g—rad.

ll. ANGULOS DE DUAS SEMI-RETAS

a
6. Consideremos duas semi-retas Oa e
0Ob de mesma origem, distintas e nao opos- 0
tas.

A reta a divide o plano ab em dois
semi-planos opostos.

alad0Ob e a’\a';ﬁ/Ob

A reta b divide o plano ab em dois
semi-planos opostos .

Bl BD0a e ﬁ'lﬁ’/Zan

5-C



Angulo convexo aOb é a intersec-
¢do dos semi-planos « e f.

a0b = a N B l {convexo)

A Fd iy ’ e
Angulo cbncavo alb é a reuniao
dos semi-planos o' e f'.

a/O\b =a U (concavo)

7. Em particular, se as semi-retas Da
e Ob coincidem dizemos que elas deter-
minam dois angulos: um dngulo nulo e
um dngulo de uma volta.

No caso particular das semi-retas Oa
e Ob serem opostas dizemos que deter-
minam dois dngulos rasos.

IV. MEDIDA DE ANGULOS

8. Dado um dngulo aab, consideremos
uma circunferéncia de centrc O e raio r.
Sejam A e B os pontos onde os lados do
angulo a0b interceptam a circunferéncia.

A cada arco AB corresponde desta
maneira um Unico angulo central a0b
e vice-versa. Convencionando que a um
arco unitdrio corresponde um dngulo cen-
tral unitério, decorre que o arco ABeo
angulo central a0b correspondente pas-
sam a ter a mesma medida.

6-C

s Yo,
& (d
= 0 ° a=b
®
'°° " anguio
i nulo
'Q(&"m 'e%
b a
< 0 ©
% 5
Qujy *
a
A
B
b

Assim, por exemplo, temos:

19) 4ngulo de 1° é um dngulo central correspondente @ um arco de 1°, isto &,

¢ um angulo central que determina na circunferéncia um arco igual

1 .
a 355 desta;

29) 4ngulo de T rad é um angulo central correspondente a um arco de 1 rad,
isto &, ¢ um angulo central gue determina na circunferéncia um arco cujo compri-

mento é igual 2o do raio;

39) dngulo de 60° é um dngulo central correspondente a um arco de 60°;

4°) dngulo de mrad é um dngulo central correspondente a um arco de 7 rad.

9. Quando queremos medir em radia-
nos um angulo aOb, devemos construir
uma circunferéncia de centro 0 e raio r
?ﬁverificar quantos radianos mede o arco
AB, isto é, calcular o quo/c\iente entre o
comprimento £ do arco AB pelo raio r
da circunferéncia:

"
a=—
;

{a em radianos)

o~ . .
Por exemplo, se o dngulo central a0b é tal que determina numa circunfe-
rénc/ia de raic r =5cm um arco AB de medida % = Bcm, entdo a medida

de a0b é:

Observemos que, fixado um angulo
central afJ\b de medida @ rad e construi-
das as circunferéncias de centro 0 e raios
ry, ra, r3 ..., 0OS arcos correspondentes
a aOb tém comprimentos £, %, {3, ...
tais que:

£

7-C



EXERCICIOS b} Sabemos que em 60 minutos o pon- d
teiro pequeno percorre um angulo de
C.11 Calcular, em graus, a medida do dnguic ’ 30°, entdo em 15 minutos ele percor-
re um angulo ¢ tal que: A
o _30°
15 ~ 60

- . - . Assi :
C.12 Calcular o comprimento £ do arco AB definido numa circunferéncia de raio r= 10 cm, ssim. ‘t)emos o o o
por um dngulo central de 60°, $=160° + = 150° +20° =170
A a ou ainda
Solug¢do ¢ =180° -y = 180° - 10° = 170°.
Convertido a radianos, o dngulo central
a/()\b tern medida @ = ]3'_[ rad, entdo: 0 C.16 Calcular o menor dos dngulos formados pelos ponteiros de um relégio que marca:
0 al 2h 40 min; b} 5h 55 min; c) 6h 30 min.
0= == f-a.r-—2.10
r 3
r
portanto:
8
[ w = 10,472 cm. V. CICLO TRIGONOMETRICO
. N N . . . .
C.13 Caicular a medida do dngulo central abb que determina em uma circunferéncia de raio
. 27 10. Definigdo
r um arco de comprimento =5

ry

al a
a0b da figura.
Solugdo
[ 3
o = i —orad. Convertendo a graus: 0 3 cm
rad —> 180°
7,
3 —— (2]
Jorad —> x Cry
b

3 .
- X 180°
_ 10 B 54 _ 490q1t1q!!
= X = - _3r1416-171119.

portanto & =7,5° =7°30".
Assim, temos:
§ = 60° - & = 60° - 7°30" = 52°30",
¢} Notemos que em 40 minutos o pon-
teiro pequeno percorre o angulo f3
tal que:
g .30°
40 ~ 60
portanto f§ = 20°.

Tomemos scbre um plano um sistema cartesiano ortogonal uQv. Conside-

C.14 Calcular o comprimento £ do arco AR definido em uma circunferéncia de raio 7 cm por . - . . .
remos a circunferéncia A de centro 0 e raio r = 1. Notemos que o comprimento

um dngulo central de 4,5 rad.

desta circunferéncia é 2n pois r = 1.

- . - A o L v
C.18 Calcular o menor dos dngulos formados pefos ponteiros de um relégio que estd assi Vamos agora definir uma aplicacdo 3
nalando: . . . B
de IR sobre A, isto é, vamos associar a
2 1h; bl 1h 15 min; ¢l 1h 40 min. cada numero real x um unico ponto P
Solugdo da circunferéncia A do seguinte modo:
a) Notemos que os nGmeros do mostra- 19) se x = 0, entdo P coincide . -
A’ o A u

8-C

dor de um reldgio estdo colocados
em pontos que dividem a circunferén-
cia em 12 partes iguais, cada uma das
quais mede 30°. Assim, & 1 h os pon-
teiros do reloégio formam um angulo
convexo de 30°,

com A;

29) se x > 0, entdo realizamos
a partir de A um percurso de comprimen-
to x, no sentido anti-hordrio, e marcamos
P como ponto final do percurso.




3% se x <0, entdo realizamos a partir de A um percurso de compri- 1. Notemos que se P é a imagem do nimero x,, entdo P também é a imagem

mento Ixi, no sentido hordrio. O ponto final do percurso é P. dos nlmeros:
. A . .. . . - X Xo +t 21, Xxo t* 4w + Gm, etc.
A circunferéncia A acima definida, com origem em A, é chamada ciclo ou 0. 0 0 ¢+ Xo 6m, et
circunferéncia trigonométrica. e também de
. , . , . Xo - 27, Xo - 4m, xo - 6m, etc.
Se o ponto P estd associado ao nimero x dizemos que P é a imagem de x 0 70 + 70 ¢
no ciclo. Assim, por exemplo, temos: Lv
X()+ 2k
Em resumo, P é a imagem dos éle-
X0

mentos do conjunto:

F
{x€ R | x=xo + 2kn, k €7Z}. \

=

A

Dois nlimeros reais x; = xo + 2k 7 (k; €Z) e x, = xo + 2kyn (ky € Z)
que tem a mesma imagem P no ciclo s3o tais que x; - x5 = 2km {onde k = kg~ Kksg)
B B’ . e, por isso, diz-se que Xx; e x; sdo cdngruos mddulo 2w ou simplesmente, x; e x;
sdo céngruos.

I

m
a imagem de?éB aimagamde-%éB'

C.17 Divide-se o cicto em 12 partes iguais, utilizando-se A como um dos pontos divisores.
Determinar os x (x € [0, ?.TT[) cujas imagens sd0 0s pontos divisores.

v
)A ‘ EXERCICIOS

Y
N
s

: = AV
B’ B Solugiio Ps B P,
1 P4 P
. de 7 & A Notando que cada parte mede 2" 27 = 1
a imagem de T ' : . . .
a lmaglevm de -7 6 A =g e que P é a imagem de x quando A —

AP = x, podemos construir a tabela

abaixo: Ps Py
Pe B P7
A e

[ =
/\m
L]
x
Q
LI
Wl

u imagem de x | A | P P, | B |P;3 P4 A" | Ps Pg B’ Pq Pg
m|zn 5w | 7m |an s | sr |
2|3 6 6 3 2 3 6
B
. 37 s . de - 3n 4B C.18 Divide-se o ciclo em 8 partes iguais, utilizando-se A coma um dos pontos divisores. De-
a imagem de 2 ¢B 2 imagem 2 terminar o conjunto dos x (x € {0, 27l) cujas imagens sdo os pontos divisores.

10-C 11-C



c.19

12-C

Indicar no ciclo a imagem de cada um dos seguintes nlimeros:
37 s
a) vy b) e c) 11
' 257 197
d) -37 a) 3 f) - e
Solugio
an 3
a) 2 =8 21 . Av
Marcamos, a partir de A, um percur-
~~ 3
so AP igual a e—do ciclo, no sentido A
anti-horério. KJ u=
5m 5 ,
b - =g
Marcamos, a partir de A, um percur- Av
. 5 . .
so AP igual a &- do ciclo, no sentido P
hordrio.
- A —
c) 11 =1+ 1071 u
~Como ) 1MMn-m é mgl'ﬁi_plo de 27,
entSo 117 e M tém a mesma ima- P
gem (A"),
‘ : v
d) -3m =1 - 47
Como {-3m - 7 & miitiplo de 27, ’
‘entdo -3T e 7 tdm a mesma ima- A A
gem (A", kj 1
26T T 247 T
e s - — = —
e) 3 3 + 3 3 8r
. 257 m . Av
Assim, = ] 3 tém a mesma P
imagem P que ¢ obtida marcando
o 1 |
um percurso AP igual a 5 do -ciclo, N
no sentido anti-horério. KrJA u
19m 57 24w 57
-5 -%""6 "6 ]
. 197 51 4
Assim, - — e —— tém a mesma
8 6 P
. 51 5
imagem. Como 5 =12 21, a N
imagem procurada & a extramidade u
. i 5
do percurso AP igual a 12 do
ciclo medido no sentido anti-horério. )

. . . . . . m
C.20 Indicar no cicla as imagens dos seguintes n(meros reais: B

c.2

Cc.22

131 _15n
6 ' 2’

177
4

_ 3n
&

Representar, no ciclo, as imagens dos seguintes conjuntos de nimeros:

E = {XEHIX
F = {XEHIX
Solugdo
x=72r—+k17

k=0 == x

k=1 == x

=~
]

2 = x

O conjunto E tem

x=k-%
k=0 =—= x
k=1 = x
k=2 == x
k=3 == x
k =4 = x
0

I

LV

N

121 +km, k EZ}
i1
k = kEz}
ai
127— {imagem: B) A
3—;— (imagem: B’)
%1—'- (repeti¢do: B) B’

como imagem os pontos B e B' do ciclo.

0 (imagem: A)

T

7 {imagem: B) A"

7 limagem: A")

—32—77 (imagem: B’)

271 (repeticio: Al B'

)

cy

conjunto F tem como imagem os pontos A, B, A’ ¢ B' do ciclo.

11n 3n

Representar, no ciclo, as imagens dos seguintes conjuntos de nimeros reais:

E={xER I x
F-{x€RI|x
G={xER | x
H={XERIX

It

km, k €EZ}

KT

5 kEZ}.
%+k71, k €z}
T m
AL k €z}

13-C



Padre refugia-se na Matematica

Bernhard Bolzano nasceu e morreu em Praga, Tchecoslovdquia, e embora
fosse padre tinha idéias contrarias as da Igreja.

Suas descobertas matematicas foram muito pouco reconhecidas por seus
contempordneos.

Em 1817 publicou o livio “Rein Analytisches Beweis” (Prova puramente
analftica), provando através de métodos aritméticos o teorema de locagdo em
Algebra, exigindo para isso um conceito nio geométrico de continuidade de uma
curva ou fungio.

Bolzano, a essa época, jd havia percebido tdo bem a necessidade de rigor
em Andlise, que Klein o chamou “‘pai da aritmetizagdo’’, embora tivesse menos
influéncia que Cauchy com sua analise baseada em conceitos geométricos mas,
embora os dois nunca tivessem se encontrado, suas definigGes de limite, derivada,
continuidade e convergéncia eram bem semelhantes.

Em uma obra péstuma de 1850, Bolzano chegou a enunciar propriedades
importantes dos conjuntos finitos e, apoiando-se nas teorias de Galileu, mostrou
que existem tantos nameros reais entre 0 e 1, quanto entre 0e 2, ou tantosem
um segmento de reta de um centimetro quanto em um segmento de reta de dois
cent’metros.

Parece ter percebido que a infinidade de nimeros reais é de tipo diferente
da infinidade de nameros inteiros, sendo ndo enumeraveis, estando mais proximo
da Matematica moderna do que qualquer um de seus contempordnecs.

Em 1834, Bolzano havia imaginado uma funcdo continua num intervalo e
que ndo tinha derivada em nenhum ponto desse intervalo mas o exemplo dado ndo
ficou conhecido em sua época, sendo todos os méritos dados a Weierstrass que se
ocupou em redescobrir esses resultados, depois de cinglienta anos, Conhecemos ho-
je como teorema de Bolzano-Weierstrass aguele segundo o qual um conjunto limi-
tado contendo infinitos elementos, pontos ou nimeros, tem ao menos um ponto de
acumulagdo.

O mesmo aconteceu com os critérios de convergéncia de séries infinitas que
levam hoje o nome de Cauchy e assim também com outros resultados,

Ha quem diga que Bolzano era '‘uma voz clamando no deserto”.

CAPITULO II

FUNCOES CIRCULARES

I. NOCOES GERAIS

12. Consideremos um ciclo trigonométrico de origem A. Para o estudo das fun-
cOes circulares vamos associar ao ciclo quatro eixos:

19) eixo dos cossenos (u)
diregdo: QA
sentido positivo: O - A
29) eixo dos senos (v) B
diregio: la, por O
sentido positivo: de O » B

sendo B tal que AB = _g_

Av c

39) eixo das tangentes (c) 0
dire¢do: paralelo a v por A
sentido positivo: o mesmo de b

49) eixo das cotangentes (d)
diregdo: paralelo a u por B
sentido positivo: 0 mesmo de a.

. . R w R N N N
'lf.'i. Os eixos u e v dividem a circunferéncia em quatro arcos: AB, BA', A'B’ e

B'A. Dado um nlmero real x, usamos a seguinte linguagem para efeito de locali-
zar a imagem P de x no ciclo:

x estd no 12 quadrante —— PEKE = 0+ 2kn < x< = + 2%n
2
~
x estd no 29 quadrante == P € BA' — T vk < x <7+ 2kn
2
x estd no 3% quadrante <= P € »@' = 7+ 2kn € x & §2ﬂ + 2kn
N
x estd no 4° quadrante <= P € B'A = %ﬂ + 2kn € x € 27 + Zkn

15-C



Il. FUNGCOES PERIODICAS

14. Exemplo preliminar

Dado o numero real x, sempre existem dois nimeros inteiros consecutivos
nen+1 taisque n< x<n+ 1. Consideremos a fungdo f que associaa
cada real x o real x - n onde n é o maior nGmero inteiro que ndo supera x.
Temos, por exemplo:

f{0, 1) = 0,1; {1, Hh=11-1=0,1; fl2,1)=21-2-=0,1;
f{3) =3 -3=0; f(-5) = (-B) - (-B) = 0; fl7) =7 -7 =0.
De modo geral, temos:
0 x<1T == fix)=x-0=x
1<x<2 = f{x) =x-1
2<x<3 = f{x)=x-2
etc.
A€ x<0 == f{x)=x-{(-1)=x+1
2E<x<-1 = fix)=x-(-2)=x+2
SB3Ex<-2 = f{x) =x-{(-3)=x+3
etc.
Seu gréfico é:
AY
X x+1 T X2 T x+3 T x4 l :
-1 Q 1 2 3 4
Temos:
fx) =flx +1) =flx+2) =f(x +3) =fix +4) =... ¥YxE R

portanto existem infinitos nGmeros p inteiros tais que f(x} = f(x + p}, ¥x €ER.

15. O menor namerc p > 0 que satisfaz a igualdade f(x} = f{x + p), ¥x € R
¢ o nimero p = 1, denominado periodo da fungdo f. A funcdo f é chamada
funcdo periddica porque foi possivel encontrar um namero p > 0 tal que

16-C

dando acréscimos iguais a p em x, o valor calculade para f ndo se altera,
isto &, o valor de f se repete periodicamente para cada acréscimo de p 3 varidvel.

16. Definigdo

Uma fungio f:A—B & peri6dica se existir um nimero p > 0 satisfa-
zendo a condigdo
fix +p) = fix}, ¥x€ A

O menor valor de p que satisfaz a condigio acima é chamado perfodo de f.

17. O gréfico da fungdo periddica se caracteriza por apresentar um elemento
de curva que se repete, isto &, se quisermos desenhar toda a curva bastard cons- -
truirmos um carimbo onde estd desenhado o tal elemento de curva e ir carimban-
do. Perfodo é o comprimento do carimbo {medido no eixo dos x).

Y

periodo

I1l. FUNGAO SENO

18. Definigdo

Dado um numero real x, seja P sua
imagem no ciclo. Denominamos seno_c_le Py
x (e indicamos sen x} a ordenada OP;
do ponto P em relagdo ao sistema uOv. A A .
Denominamos fungdo seno a fungio 0 u
f:IR - R que associa a cada real x o
real OP; = senx, isto é:

f(x) = sen x. B

17-C



19. Propriedades

13) A imagem da funcdo seno é o intervalo [-1, 1], isto é, -1 <senx <1
para todo x real,

E imediata a justificagdo pois, se P estd no ciclo, sua ordenada pode variar
apenas de -1 a +1.

2%) Se x ¢ do primeiro ou segundo quadrante, entio senx §é positivo.

De fato, neste caso o ponto P estd acima do eixo u e sua ordenada é po-
sitiva.

3% Se x é do terceiro ou quarto quadrante, entio sen x € negativo.

De fato, neste caso o ponto P estd abaixo do eixo u e sua ordenada
€ negativa.

4%) Se x percorre o primeiro ou 0 quarto guadrante, entdo senx ¢é
crescente. '

E imediato que, se x percorre o primeiro quadrante, entio P percorre
N
o arco AB e sua ordenada cresce. Fato andlogo acontece no guarto quadrante.

58) Se x percorre o segundo ou o terceiro quadrante, entdo sen x € decres-
cente.

E imediato que, se x percorre o segundo quadrante, entdo P percorre o
T
arco BA’ e sua ordenada decresce, Fato andlogo acontece no terceiro quadrante.

6%) A funcdo seno é periodica e seu perfodo é 2.

E imediato que, se senx = OP, e k € Z, entio sen(x + k - 21) = OP,
pois x e x + k -+ 27 tém a mesma imagem P no ciclo. Temos, entdo, para
todo x real:

sen X = sen {x + k - 27m)

e, portanto, a fungio seno é periddica. Seu perfodo € o menor valor positivo
de k - 2m, isto &, 2m. )

18-C

20. Gréfico

Facamos x percorrer o intervalo |0, 2] e vejamos o que acontece com
sen x. Se a imagem de x (ponto P} dd uma volta completa no ciclo, no sen-
tido anti-hordrio, a ordenada de P varia segundo a tabela:

77 37
X 0 —_ T —_—
2 2 2n
sen x 0 cresce 1 decresce 0 decresce -1 cresce 0

Fazendo um diagrama com x em abscissas e sen x em ordenadas, podemos
construir o seguinte gréfico, denominado sendide, que nos indica como varia a
fungdo f(x) = sen x.

Jsen x
1F :
-:\ 3n
! 2 -
N ¥ 1 "\i Zn x
2 1
|
1
-1

Observemos que, como o dominio da fungdo seno é IR, a sendide continua
para a direita de 27 e para a esquerda de 0. No retdngulo em destaque estd
representado apenas um periodo da funcdo. Notemos ainda que as dimensdes
desse retdngulo sdo 27 X 2, isto é, aproximadamente 6,28 X 2.

EXERCICIOS

Determinar o periodo e a imagem e fazer ¢ grafico de um periodo completo das fungGes
dadas do C.23 ao C.42:

C.23 f:R—> R dada por fix) = —senx,

Solugdo
Vamos construir uma tabela em trés etapas:

13} atribuimos valores a x;
23) associamos a cada x o valor de sen x;
39) muhtiplicamos sen x por -1.
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Com esta tabela podemos obter 5 pontos do grifico, que deve apresentar para cada
x sen X Y X sen X Y X sen x Yy X uma ordenada y que é o dobro da ordenada correspondente da sendide.
E imediato que:
0 ] 0
0 0 0 Imie) = [-2, 2] 2 by
T n 1 T 1 : pif) = 27 B
5 3 5 - 1 ——— sendide
-’ ~
I
T i 0 m 0 0 ol
0 N x
2
3 Jm i I -
2 2 2 B
-2
2n ' 2n 0 2n 0 ]

.26 f:IR—>IR dada por fix) = -2 « sen x.

Com esta tabela podemos obter 5 pontos do gréfico, que ¢ simétrico da sendide em 26 R—>R dada por flx) - lsen x|

relagdo ao eixo dos x. Ay
£ imediato que: 5 o Solugso
-~ N
Imtf) - ['1' 1] s > Recordemos inicialmente que para um dado nimero real a, temos:
pif) = 27 s ~ < |
. . ) - a0 —— lal =a
0 —g— ™ *3—2”— /,’217 x a<0 == lal = -a
1) v\\“—-f’/\senéide Aplicando esta definicdo, temos:
senx 20 —=> lsenx| = sen x
(quando sen x = 0, os graficos y = lsen x| e y = sen x coincidem)
senx <0 —= lsenx| = -senx
€24 f:R—>IR dada por f{x) =2 « senx . - . . .
: {quando sen x < 0, us graficos y = Isen x| e y = sen x sdo simétricos em relacdo
Solugio ao eixo dos x}.
. . E imediato que: Ay
Vamos construir uma tabela em trés etapas: Imif) = fo, 1] 1 r
12) atribufmos valores a x; plf) =7
22) associamos a cada x o valor de sen x;
a -, - -
3% multlpllcamo§ sen x por 2. o ) T o ~om >
N Ve
2 \\\2 s
x sen x v X sen x v X sen x v -1 -
0 0 0 0 0 0
27 f:R—>R dada por f(x) = I3 + sen x|
T n n
= - 1 —_ 1 2
2 2 2 28 f:IR—> IR dada por f{x) = sen 2x
ki kid 0 n 0 0 Solugdo
an ﬂ 1 ﬂ ] ) Vamos construir uma tabela em trés etapas:
Z 2 - 2 - 13) atribuimos valoresa t = 2x;
29) associamos a cada 2x o correspondente sen 2x;
t
2n 2 0 2n 0 0 33) caiculamos x {x = 3 ).




C.29
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X t = 2x % X t = 2x y X t = 2x y
0 0 0 0 0 0
T r 1 _f_ x 1
2 2 4 2
m
TT —
m 0 > m 0
an EL am s
2 2 4 2
2m 2n 0 g 2n 0

Com base nesta tabela, podemos obter 5 pontos da curva. Notemos que o grafico deve
apresentar para cada x uma ordenada y que ¢ o seno do dobro de x. Notemos ainda x t = 3x

i

que para sent completar um periodo é
necessirio que t = 2x percorra o inter-
valo [0, 21!], isto é, x percorra o inter-
valo [0, ‘n]‘

Assim, o periodo de f é:

E imediato que:

plff=-0=m7 0 1:'. Fa '3‘!7_ T
E imediato que: 3 2 4
={-1,1
tmif) = [-1, 1] 41
x
f:IR > IR dada por f(x) = sen 7
Solugdo
x X _x
x | t=o |V x| t=5 1V X t=75|v
0 0 o] 0 0 0
T T T
— —_ T —_
2 7 | 7 |
n n 0 27 ) [4)
3r 3n 3n
= —_ - 3n —_ -1
2 2 1 2
2n 2n 0 an n 0

imH) =[-1, 1]
plf) = am
LY
1-
T LI
0 T 2 3n 4T x
-14
€.30 ;IR —>IR dada por f(x) = sen 3x
Solugdo
y X t = 3x y X t = 3x y
0 0 0 4] 0 0
ks T T m
- 2 2 ! ® 2 !
X
id s 0 E
3 n 0
3n 3n
5 SLU LU <
2 2 2
2m o 0 2 o o
3
E imediato que:
Imif) = [-1, 1] v
2n
f) = —
plf}) 3
1 [
o| mm\ @ [om x
6 3 2 3
_1 -
C.31 f:IR—> R dado por fix) = —sen%.

C.32 f:lR—> R dada por

f(x) = 3 ¢ sen 4x.
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c.33

f:IR—I|R dada por fix} =1 + senx.

Solugdo
X sen X Y X sen x Y x sen X Yy
0 4] 0 0 0 1
n w T
5 5 = 1 2
2 2 1 2
s § 0 m 0 1
£l L ioa o
2 2 ! 2
2T 27 o] 2n 0 1

Notemos que o grifico deve apresentar para cada x uma ordenada y gque é igual ao
seno de x mais uma unidade. Se cada seno sofre um acréscimo de 1, entdo a sendide
sofre uma translagdo de uma unidade '‘para cima’’.

E imediato que:

imif) = [0, 2]
pif) = 27w Ay
//iﬂ' ;
s
. —”/
\senéide
C.34 f:R—> R dada por fix} = -2 + sen x.
¢35 f:IR—>R dada por fix} =1 + 2 - senx.
c.36 f:R—>R dada por fix) =2 - senx.
c37 f:IR—>IR dada por f(x) = -1 + sen 2x.
x
C38 f:IR—R dada por f(x) =1+ 3+ sen 7
24-C

C.42 #:R— IR dada por fix)

€39 f:R—>R dada por f{x) = sen (x - %).

Soluglo
x | t=x-1 x | t= LS L
= 2 \ —X"4 y X t=x——4- Y
T
0 r
o 0 2 0 0
™ T, am| o« 1
2 2 4 2
57
m =
m 0 7\ T 0
3 3m ] m 3n ,
2 2 4 2 h
27 o 0 94—“ on 0

Notemos que o grifico deve apresentar para cada x uma ordenada y que € o seno de

k4 .
X = e Notemos que para sent completar um perfodo é necessério que t = x - %

percorra o intervalo [0, 211’], isto é, x percorra o intervalo [%, —97:1] Assim, o
perfodo de f é:

plf) = ’—4— - -4—. = 2T
E imediato que:
Imif) = [-1, 1),
by ,
senoide
11 fee
e
”~
Ve
;
of & = x
4 2
-1

C.40 f:IR—IR dada por fix) = sen{x + g—).

C41 #:R—> R dada por fix) = sen{2x - %).

X w
‘I+2-sen(?—€).
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C.43 Sendo a, b, c, d nimeros reais e positivos, determinar imagem e perfodo da funcio
f:IR—>IR dada por f(x) =a +b + sen {cx + d).

Solugdo

Facamos c¢x + d = t. Quando x percorre IR, t percorre R (pois a funcéo afim
t =ax + b & sobrejetora) e, em conseqliéncia, sent percorre o intervalo [-1, 1],
b - sent percorre o intervalo [—b, b] e y=a+b-+sent percorre o intervalo
[a -b,a+ b], que € a imagem de f.
Para que f complete um periodo é necessério gue t varie de 0 a 27, entdo:
d

t=0 == cx+d=0 |6=== x=-c—

2 d
t=2" = cx +d=21 —= x=-c—-?
portanto:

p=Ox=(20_9) 9, 2"
c C c C

C.44 Construir o grifico de um periodo da fungdo f:IR—IR tal que

flx) =1 -2« sen (2x - 13[).

C.45  Para que valores de m existe x tal que senx = 2m - 57

Solugdo
Para que exista x satisfazendo a igualdade acima devemos ter:
SNISK2m-5K1 = 4K<2m<6 &= 2< m <3

C.46 Em cada caso abaixo, para que valores de m existe x satisfazendo a igualdade?

m -1
a) sen x =2 - 6m; b) senx = .
IV. FUNGAO COSSENO
21. Definigio o
, L P
Dado um nGmero real x, seja P [
sua imagem ne ciclo. Denominamos cos- }
seno de x (e indicamos cos x) a abscis- A’ 0 L ola -
sa OP, do ponto P em relagio ao Py u
sistema uOv. Denominamas fungdo
cosseno a fungio f: IR - IR que associa
a cada real x o real OP, = cosx, isto e
é, f(x) = cos x. B
26-C

22. Propriedades

13) A imagem da fungdo cosseno & o intervalo [-1, 1], isto ¢,
-1 <cosx <1 paratodo x real.

28) Se x é do primeiro ou quarto guadrante, entdo cos x & positivo.

3%) Se x édo segundo ou terceiro quadrante, entdo cosx & negativo,

43) Se x percorre o terceiro ou o quarto quadrante, entdo cosx &
crescente,

§3) Se x percorre o primeiro ou o segundo quadrante, entdo cosx &
decrescente.

63) A fungdo cosseno é periddica e seu perfodo é 2.

23, Gréfico

Facamos x percorrer o intervalo [0, 2rr] e vejamos o que acantece com
cos x. Se a imagem de x {ponto P} d4 uma volta completa no ciclo, no senti-
do anti-hordrio, a abscissa de P varia segundo a tabela:

X 0 L T 3w 2m
2 2
cosx. | 1 decresce | 0 | decresce -1 cresce 0 cresce 1

Fazendo um diagrama com x em abscissas e cos x em ordenadas, podemos
construir o seguinte gréfico, denominado cossendide, que nos indica como varia
a funcdo f(x) = cos x

Observemos que, como o dominio da funcdo cosseno é IR, a cossendide
continua para a direita de 2r e para a esquerda de 0. No retingulo em destague
estd representado apenas um periodo da fungdo. Notemos ainda que as dimensBes
desse retangulo sdo 2w X 2, isto &, aproximadamente 6,28 X 2.
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EXERCICIOS

Determinar o perfodo e a imagem e fazer o gréfico de -um perfodo completo

das fungdes dadas do C.47 ao C.56:

C.47

c.48

C.49

C.50

c.51

Cc.62

C.53

C.54

C.58

C.56

C.57

C.58

Cc.59
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f: IR > IR dada por f(x} = -cos x.
f: IR > IR dada por f{x) = 2 * cos x.
f: R > IR dada por f{x} = -3 * cos x,
f: R > R dada por f(x) = lcos x!.
f: B> R dada por flx) = cos2x.
f: IR = R dada por fix) = cos —;f-
f: R = [R dada por flx) = 1 + cos x.
f: IR = IR dada por f{x) = 1 + 2 * cos 3x.
T
f: R = IR dada por fix) = cos(x - I).
f: R = IR dada por f(x) = 2« coslx - g—) .
Determinar imagem e perfodo da fungdo f: IR = IR dada por
f(x) = -1 + 2+ cos{3x - —:—).
Para que valores de t existe x satisfazendo a igualdade cosx = 2tt+21 ?
Determinar o sinal da expressdc y = sén 107° + cos 107°.
Solugdo Ay

Examinando ¢ ciclo, notamos que:

lsen 135°] = lcos 135°|
e
90° < x < 135° == |sen x| > lcos x|,

c¥

€60 Qual é o sinal de cada uma das seguintes expressGes?
yy = sen 45° + cos 45°
ya = sen 225° + cos 225°
im n
= gen L= + cos —
Y3 2 2
ya = sen 300° + cos 300°.
C.61 Esbogar o gréfico da fungdio f:IR > R tal que flx) = senx + cos x.
Solugdo
Notemos que para cada X esta fungdo associa um vy que & a soma do seno com
o cosseno de x. Vamos, entdo, colocar num diagrama a sendide e a cossenbide
e, para cada x, somemos as ordenadas dos pontos encontrados em cada cur-
va.
sen (X
Veremos mais adiante que:
imin = [- V2, V2] -—
p(f) = 27, 0
C.62 Esbogar o grifico de um perfodo da fungdio f: R— IR dada por f{x) =cos x -sen x.
€63 Provar que se 0 < x < —g— entdo sen x + cos x > 1.

Sugestdo: ciclo trigonométrico.

V. FUNCAO TANGENTE

24,

Definigao
Dado um namero real x,

x #= T 4+ ka,
2 id

Como sen107° > 0, cos107° <0

e lsen 107°! > lcos 107°),

sen 107° + cos 107° > 0.

decorre:

seja P sua in}iqem no ciclo. Conside-
remos a reta OP e seja T sua inter-
seccdo com o eixo das tangentes. De-
nominamos tangente de x (e indicamos
tg x) a medida algébrica do segmento AT.

29-C



Denominamos funcdo tangente a fungdo f: D - R que associa a cada real

X, X #F % + km, o real AT = tgx, isto &, f(x) = tgx.

m . -
Notemos que, para X = 3 +kn, P esti em B ou B’ e, entio, a

biend
reta OP fica paralela ao eixo das tangentes. Como neste caso nio existe o ponto
T, a tgx ndo é definida.

25. Propriedades

18) O dominio da fungdo tangente é D = {x € R|x # % + km}.

23) A imagem da fungdo tangente é R, isto &, para todo y real existe
um x real tal que tgx =vy.

De fato, dado y € IR, consideremos sobre o eixo das tangentes o ponto
J— -y
T tal que AT = y. Construindo a reta OT, observamos que ela intercepta
o ciclo em dois pontos P e P’, imagens dos reais x cuja tangente é y.

3% Se x & do primeiro ou terceiro quadrante, entio tgx & positiva.
De fato, neste caso o ponto T estd acima de A e AT é positiva.

43) Se x ¢ do segundo ou quarto guadrante, entio tgx & negativa.

De fato, neste caso o ponto T estd abaixo de A e AT ¢ negativa.
B3) Se x percorre qualquer um " c
dos quatro quadrantes, entdo tgx é
crescente., 2
Provemos, por exemplo, quando
x percorre o 19 quadrante. Dados x; e Ty
X;, com x; < x;, temos oy <oy e,
por propriedade de Geometria Plana, 0
vem AT, < AT,, isto é: tg x; < tg x,.

63) A funcgio tangente é pefiédica e seu periodo é m.

De fato, se tgx = AT e k €2Z, entdo tg{x + kn) = AT pois x e
x + km  tém imagens P e P’ coincidentes ou diametralmente opostas no ciclo
) = > >
e, assim, OP = OP’, portanto, OP N¢= OP' Nec.

Temos, entdo, para todo x real e x 3 —121 + km

tg x = tg{x + km)

z

e a funcdo tangente é periodica. Seu periodo é o menor valor positivo de k,
isto é, m.
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26. Grafico .

Facamos x percorrer o intervalo

[0, 27]

tg x. Se a imagem de x (ponto P} dd uma volta completa
anti-horério, a medida algébrica AT varia segundo a tabela:

e vejamos O gue acontece com

no ciclo no sentido

g 3n

X L — 2n
2 2

g X cresce | P cresce cresce | 7 cresce 0

Fazendo um diagrama com x em abscissas e tg x em ordenadas, podemos
construir o grafico seguinte, denominado tangentdide, que nos indica a variagdo
da funcdo f(x) = tgx.
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EXERCICIOS

C.64 Qual é o dominio da fun¢do real f tal que fi{x) = tg2x?

2)(;&% + k1r=>x:/:%+k

C.65

C.66

Cc.67

Cc.68

C.69 Esbocar o gréfico, dar o domfinio e o perfodo da fun¢io real f(x) = tg {2x + %).
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Solugdo

Fagamos 2x = t. Sabemos que existe tgt se, e somente se, t # —;L + kT

(k € 2), entdo:

i

— (kEZ) e
2

DIt = (x ERIx# I+ k'lzf_, k €z).

Qual & o domlinio das seguintes funcgdes reais?

a) fix} = tg 3x b) g(x) = tg(zx - %
Qual é o sinal de cada uma das seguintes expressdes?
v1 = tg269° + sen 178° va = 10 ’3’7 . (sen ?_:f + cos

23m

==

Para que valores de (¢ existe x tal que 1gx =V ? ~ 50 + 47

Esbogar o gréfico, dar o domfnio e o periodo da fungdo real fix} = tgi(x - —).

Solugao:
T
Fagamos x - il t. Temos:

entao D(f)i{XEIFHx# 1—” + kT, kGZ}.

Para tgt descrever um perfodo completo devemos ter:

T o T
Stgt=>1t — + kT=x - — — + k7
g 9&2 4;&2

que é a tangentdide deslocada de e

para a direita.

T s T T o AT L
2 2 2 4 2 4 4
= an m roA I
fl= — -{- —}) =1 |
entdo plf) 2 { 2 ) ol !
! |
' |
Como a fungdo associa a cada x a i }
tg (x - %), teremos (por analogia ]i 3 -
5 ]
com as fungdes ja vistas) um gréfico . /1 o3 X
4l 4 2 '4
m :
|
|
I
|
|

VI. FUNCAO COTANGENTE

27. Definigao

Dado um ndmero real x, x # km,
seja P sua imagem no ciclo. Considere- B8 D

—>

mos a reta OP e seja D sua in-
tersecgdo com o eixo das cotangentes.
Denominamos cotangente de x (e indi-
camos cogx) a medida algébrica do
segmento BD. Denominamos fungdo co- A’ ¢
tangente a fungdo f: D - R que associa
a cada real x, x # km, o real BD =
= cotg X, isto &, f{x} = cotg x.

Notemos que, para x = km, P
estd em A ou A’ e, entdo, a reta OP
fica paralela ao eixo das cotangentes.
Como neste caso ndo existe o ponto
D, a cotgx ndo é definida,

28. Propriedades

13) O dominio da fungdo cotangente é D = {x € R|x # kn}.

28) A imagem da funcdo cotangente é IR, isto é, para todo vy real existe

um X real tal que cotgx = y.

3% Se x é do primeiro ou terceiro quadrante, entdo cotg x é positiva.

48} Se x é do segundo ou quarto quadrante, entdo cotgx € negativa.

539} Se x percorre qualquer um dos quatro quadrantes, entdo
é decrescente.

63) A funcdo cotangente é periodica e seu periodo & .

cotg x

As demonstracBes dessas propriedades ficam como exercicio para o leitor.
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29. Grafico
cotg x\‘l

-

1

[N E]
e 8 e ——_s. —'-‘"e‘ﬂh*"'

N

E]
wlg’

]

E]

x

VIl. FUNCAO SECANTE

30,,\ Defini¢do

Dado um numero real x

x$g+kn,

seja P sua imagem no ciclo. Considere-
mos a reta s tangente ao ciclo em P
e seja S sua interseccdo com o eixo
dos cossenos. Denominamos secante de A’
x (e indicamos secx) a abscissa OS
do ponto S. Denominamos fungio se-
cante a fungdo f: D - R que associa

a cada real x, x # 12'_ + kn, o real

0S5 = secx, isto & f(x} = secx. B’
Notemos que, para x = % + km, P estd em B ou B’ e, entdo, a reta

s fica paralela ao eixo dos cossenos. Como neste caso ndo existe o ponto S,
a sec x nao é definida.

N
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31. Propriedades

13) O dominio da funcdo secante é D = {x € R|x # % + kn}.

23) A imagem da funcio secante ¢ IR - ]-1, 1[, isto &, para todo
real y, com y < -1 ou y =1, existe um x real tal que secx =y.

3%) Se x 6 do primeiro ou quarto quadrante, entdo sec x € positiva.

43) Se x é do segundo ou terceiro quadrante, entdo sec x & negativa.

53) Se x percorre 0 primeiro ou 0 segundo quadrante, entdo secx &
crescente.

69) Se x percorre o terceiro ou o quarto quadrante, entdo secx €
decrescente.

73) A fungdo secante é periodica e seu periodo é 2.

As demonstragbes dessas propriedades ficam como exercicio para o leitor.

32. Gréfico
A sec x
1
-3 - s 0 .7_7. m |31 X
2 2 2
-14
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VIll, FUNCAO COSSECANTE

33. Definigao

Dado um ndmero real x, x ¥ K,
seja P sua imagem no ciclo. Conside- \‘
remos a reta s tangente ao ciclo em
P e seja C sua interseccdo com O eixo
dos senos. Denominamos cossecante de
x {e indicamos por cossec x) a ordenada
GC do ponto C. Denominamos fungdo
cossecante a fungdo f: D - R que
associa a cada real Xx, X F km, o A 0 A
real OC = cossecx, isto ‘&, f(x)
= COSSEC X.

Notemos que, para x = kmw, P
estd em A ou A" e, entdo, a reta s
fica paralela ao eixo dos senos. Como B’
neste caso ndo existé o ponto C, a
cossec x nao é definida.

34. Propriedades

13) O dontinio da funcdo cossecante 6 D = {x € R |x # kn}.

23) A imagem da funcio cossecante ¢ R - ]-1, 1[, isto é, para todo
real y, com y < -1 ou y =1, existe um x real tal que cossecx = y.

33) Se x é do primeiro ou segundo quadrante, entdo cossec X é positiva,
43) Se x é do terceiro ou quarto quadrante, entfio cossec x é negativa.

53) Se x percorre o segundo ou o terceiro quadrante, entdo cossec X
é crescente.

6%) Se x percorre o primeiro ou o quarto quadrante, entio cossec x
é decrescente.

73} A fungdo cossecante é periodica e seu periodo é 2,

As demonstragdes dessas propriedades ficam como exercicio para o leitor.
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36. Gréfico

| cossec x

periodo completo da fun¢do cossecante

EXERCICIOS

C.70 Determinar dominio e perfodo das seguintes fungdes reais:

f{x) = cotg (x - %), gix) = sec 2x, h{x) = cossec (x +%).

C.71 Em cada caso determinar o conjunto ao qual m deve pertencer de modo que

exista x satisfazendo a igualdade:

al cotgx =V2-m

b) secx = 3m - 2

¢) cossec x = 2m - 1
1-3m

C.72 Determinar o sinal das seguintes expressdes:

=] o
cos 91 + cossec 91

Y1 =
ys = sen 107° + sec 107°
o n k4
=sec =— +{tg — +cotg —).
Y3 3 S 9 5
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CONDUCAO DO CALOR : NOVA TEORIA

Jean Baptiste Joseph Fourier nasceu em Auxerre, em 1768, Orfdo aos 8 anos,
Fourier foi colocado no Colégio Mititar, dirigido pelos beneditinos,

Aos 12 anos, Fourier comegou a mostrar parte do seu talento, redigindo ser-
mdes para sacerdotes de vérias cidades. Dois anos mais tarde iniciou seus estudos de
Matemitica, conseguindo grande destaque. Considerado menino-prodigio, foi convi-
dada a ingressar na ordem dos beneditinos mas, antes de ordenar-se, chegou a Revo-
lugdo de 1789,

Fourier que sempre desejara ser militar, aderiu com entusiasmo 3 causa da
Revolugdo, Com a criagdo da Escola Normal e da Escola Politécnica, das quais foi
conferencista, Fourier comegou a desenvolver os trabalhos que o imortalizaram co-
mo matemdtico. Data dessa época sua teoria para calcular raizes irracionais das
equacOes algébricas, cujo estudo Newton iniciara.

Tendo acompanhade Napoledo no Egi-
to, Fourier desenvolveu ali estudos de arqueo-
logia, tornando-se especialista em egiptoloaia.
Fourier trabalhou nessa época  como enge-
nheiro, dirigindo uma fabrica de armamen-
tos do exército francés no Egito.

Voltando a Franca em 1812, Fourier
desenvolveu, na sua obra “Memorial”, uma
teoria sobre a condugdo do calor, tornando-
-se precursor da Fisica-Matematica. Neste itj-
mo estudo, o matematico francés foi levado a
criar um novo tipo de desenvolvimento em sé-
rie, diférente do método de Taylor por em-
pregar funcles periddicas em vez de potén-
cias, e que recebeu seu nome.

Em 1830. morreu Fourier, vitima de

Jean B. J. Fourier
(1768 - 1830) um aneurisma cerebral,

RELACOES
FUNDAMENTAIS

. INTRODUGAO

Para cada x # %W definimos sen x, cos x, tg x, cotg x, seC X e cossec Xx.

Vamos mostrar agora que esses seis nUmeros guardam entre si certas relacdes
denominadas rela¢Ses fundamentais. Mais ainda, mostraremos que a partir de

um deles sempre é possivel calcular os outros cinco.

Il. RELACOES FUNDAMENTAIS

36. Teorema

Para todo x real vale a relacdo:

sen*x + cos?x = 1. ] Av

Demonstragéo

al Se x # %E,aimagem de A;!

x é distinta de A, B, A' e B/, entdo o P,
existe o tridngulo OP,P  retingulo, \
portanto: ;

|OP,* + |P,PI* = |OPI?
2

e cos’x + sen’x = 1 B’
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37.

Para todo x real,

Teorema

k; , podemos verificar diretamente a tese:

X sen x cos X senzx + cos?x

0 0 1 1

T 1 0 1

2

T ] -1 1

3

=2 -1 0 1

2

m

X # 3 + kn, vale a relagdo:

tgx =

sen X
cos X

Demonstragao

a) Se x #* km, a imagem de x §é

distinta de A, B, A’ e B’, entdo temos:

AOAT ~ AOP,P

ATl e
IOAl |0P,l
isen x|
ltgx| =
9% |cos x! @

Utilizando o quadro de sinais ao

lado, observamos que o sinal da tgx

. . en x
¢ igual a0 do quociente ::0 @

40-C

S X

De @ e @ decorre a tese

Q | sinal de tg x |sinal de Sen x
cos X

19 + +

20 - -

3° + +

49 - -

b) Se x = km, temos:

sen x
C0s X

tg)(:o:

38. Teorema

Para tode x real, x #* km, vale a relacdo:

Cos X
sen x

cotgx =

Demonstracéo

a) Se x # % + km, a imagem

de x ¢ distinta de A, B, A’ e B,

entdo temos:

AOBD ~ AOP,P

IBDI IP, Pl

|OB| |OP, |

| cos x|
|cotg x| = | @

sen Xl

Utilizando o quadro de sinais ao
lado, observamos gue o sinal da cotg x
€ igual ao sinal do quociente

cos X @
sen x
De @ e @ decorre a tese.

b) Se x = g + km, temos cotgx =0 =

. . 0s X
Q |sinal de cotg x | sinal de cos
sen x
19 + +
20 - -
3° + +
40 - -
cos X
sen x
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39. Teorema

Para todo x real, x # g + k7,
secx = o
: Co8X

Demonstragdo

a) Se x ¥ km, a imagem de
x € distinta de A, B, A’ e B, entao
temos:

AOPS ~ AQP,P

|OSI ~ |OPI
|OP |OP,!
1
{sec x| =
[cos x| @

Utilizando o quadro de sinais ao
lado, observamos que o sinal de secx
é igual ao sinal de cos x

De @ e @ decorre a tese.

vale a relagdo

Q |sinal de sec x | sinal de cos x
19 + +
29 = -
30 - -
40 + +

b) Se x=knm, temos secx=1=cosx {k

{k fmpar).

42-C

par} ou secx=-1=cosx

40. Teorema

Para todo x real, x ¥ km, vale a relagdo:

cossee X = 1
i SBX

Demonstragéo

a) Se x # % + km, a imagem
de x ¢é distinta de A, B, A' e B’,
entdo temos:

AOPC ~ AOP,P
|OCI 10P|
|OPI {OP,|
1
fcossec x| =
Isen x| @

Utilizando o quadro de sinais ao Q sinal de sinal de
tado, cbservamos gue o sinal de cossec x COSSeC X sen x
¢ igual inal
€ igual ao sinal de sen x 10 + N

De @ e@ decorre a tese. 20 + +

30 - -
40 - -
T
b) Se x = 2 + km, temos:
cossecx = 1 = L (k par)
sen x
ou
cossecx = -1 = ! (k impar)
sen x
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41. Corolario
km .
Para todo x real, x # ? , valem as relagdes:
Demonstragéo
cos X 1 1
cotg x = =— = —
sen x sen x tg x
cos X
2 2 2
sen” x sen +
gix + 1= =" +1= xzcosx = 12 = sec?x
cos* x cos* x cos® x
2 2 2. -
X +
1 + cotg?x = 1 + cos2 _ sen’x . cos"X _ 12 - cossec?x
sen’ x sen®x sen‘x
1
cos?x = 5 = ! ;
sec? X 1 + tg*x
2 sen? x 2 2 1 2 g% x
sen?x = cosix - 7 =C08°X * g°X = —/—s—- WX= ——am
cos“ X 1+ tg°x 1+ tg*x

EXERCICIOS

44-C

Sabendo que

x.
Solugdo

Notando que

sen x = % e 127- < x < m, calcular as demais fungdes circulares de

—127- < x <M = cos x <0, temos:

1 2. 16 9 3
cosx =-V1-sen’x=- f1 - — = = - - 2
25 25 5
4
o x = senx _5__ _ 4_
8% = Tosx T El 3
5
.3
COS X 5 3
cot: = = = - 2
g9 sen x 4 4
5
sec x = ! -t _._5
€os x 3 3
[
cossec x = ! = _ 5
sen x i 4
5
C.N/Sahendo que cossecx = - ;—i e T<x < %T—r , calcular as demais fungBes circu-
lares de x.

?'Sabendo que tgx = %2 e T<x < %’I , calcular as demais fungdes circulares de

X.

Solugdo

cotg X = L = L. = E
tg x 12 12

5

Notando que 7 < x < §2lf = secx < 0, temos:

secx=—\/1+tgzx=— 1+%‘1=— 169 __ 13

25 5
1 1 b
cosx = = = —— = - 3
: K]
5
- . (2, 5,12
sen x = tgx cosx—(5)( 13) 3
cossec x = L = 1. .13
sen x _1_2 12
13

/C/.:IG Calcular cos x sabendo que cotgx = 2 "T com m > 1.
4 . m -

2ab
a? + p?

C.77 Calcular secx sabendo que senx =
7

com a >b>0.
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y&' Sabendo que secx = 3, calcular o valor da expressdo vy =sen2x +2 tgzx.

Solugdo
1 1
Cos X = = —_—
sec x 3
sen2x=1-cos2x=1 - l = E
9 9

tgzx=sec2x—1 =9 -1=8
entdo

y=sen2x+2-tgzx= % + 16 = 152

9

, calcular o valor de

WQ/Sendo sen X = % e D<x<

[NIE]

1 + 1
cossec x + cotg x cossec x ~ cotg x

-
0/80 Sabendo que cotgx = 274 e 1< x< -351-7 , calcular o valor da expressdo

1g x * cos x
(1 + cos x){1 ~ cos x)

y =

Sclugdo 1

Calculamos tg x, cos x e finalmente vy:

1 7
tg X = =
cotg x 24
COS;X= 1 = 1 = €L6==COSX=—2—4
1+ tg2x 1 49 625 25
576
(L 2, .21
y = tg x * cos X - 24 25 _ 26 _ _ 2%
{1 + cos x}{1 - cos x) 24 24 49 7
1 - == M1+ = o
25 25 625
Solugdo 2

Simplificamos y e depois calculamos o que for necessdrio:

en x

58N X . cos x ]

COS X - _ senix _ — cossec X =
1 - cos?x sen< x sen x

=—V1+cotg:x=— 1+§Z§=-§
v 49 7

}Bﬂ' Dado que cosx = —25- e 3?” < x < 2w, obter o valor de

y =(1+ ts;.]zx)2 + (1 - tgzx)z.
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%icular senx e cos.x sabendo que 3°*cosx + senx = -1,
Solugio

Vamos resolver o sistema:

3 ecosx + sen x
coszx + senzx =1

De@ vem: sen x = -1 - 3+ cos X @

[
|
-

Substituindo 1) em (@ resulta:

costx + (-1 - 3-cosx)? =1
isto é
2 2
cos"x +1 +6+cosx +9ecos“x =1
ou ainda
10~coszx+6'cosx=0 entdo cosx =0 ou cosx = - %

Substituindo cada uma dessas alternativas em @ , encontramos:

senX = -1 -3+0=-1 ou senx=-1—3(—%)= i

5

Assim, temos duas solugbes:

1) cosx=0 e senx = -1

ou

23} cosx=—£e senx=i
) 5

ya/Calcular senx e cosx sabendo que Besecx - 3¢ tgzx = 1.
C.84 Obter tgx sabendo que sen’x - 6+ sen x + cos x + cosix = 3.
€.88 Calcular m de modo que se tenha senx = 2m + 1 e cosx = 4m + 1.

Solugdo

2 2
Como sen“x + cos"x = 1, resuita:

2m + 12 + (4m + )% = 1 == (4m? + 4m + 1) + (16m’> + Bm + 1) = 1
—= 20m? 4+ 12m +1-0=> m - 12EV144-80

40
-_-:E._8.=m=-l ou m=-1—.
40 2 10
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C.86

c.87

c.e8

C.89

Cc.90

Cc.91

c.92

48-C

Calcutar m de modo que se tenha tgx =m -2 e cotgx = -raﬂ .

. 1 + 1
Determinar a de modo que se tenha co§ x = 3 e cossecx = o |
at Va+?2
Determinar uma relagdo entre x e y, independente de t, sabendo que
x =3+sent e y =4-cast.
Solugdo E

Como sen’t + cos’t = 1, resulta:
2 2 x2 2 2 2
(i) +(L) =1 == = + y_ = 1 == 16x* + 9y° = 144
3 4 9 16
Determinar uma relacdo entre x e vy, independente de t, sabendo que

x =B+tgt e y = 3 +cossect.

Sclugdo

Como cosseczt = cotgzt +1 e cotgt = ﬁ , resulta:
q

2
(%)2=(E)2+1=Y§. 2_5+1ﬁx2v2=225+9><2=>
X

x2

= xzyz - 9x? = 225,

Se senx + cosx =a e senx-+cosx = b, obter uma relagdc entre a e b, inde-
pendente de x.

4 4
Dado que senx* cosx = m, calcular o valor de y = sen x + cos x e Z =
= sen x + cos X.

Sclugdo

2 2

Como a° +b* = (a + b)? - 2ab, temos:

2
y = (sen?x)? + (cos?x)? = Isen®x + cos?xt? - 2« sen®x ¢+ cosix =

:12—2'(senx'cosx)2=1—2m2.

3

Como a° +b? = (a + b)la® - ab + b?}, temos:

z

(sen®x)3 + {cos?x)® = (sen®x + cos®x){sen?x - sen®x ¢ cos®x + costx) =

2
= sen4x + cos4x - senzx . cos2x =y - {sen x * cos x)° =

2

2 -1 - 3m?.

=1-2m?-m

Sabendo que senx + cos x = a (a dado}, calcular y = sensx + cosax.

I1l. IDENTIDADES

42. Definigao

Sejam f e g duas fungdes de dominios D; e D,;, respectivamente.
Dizemos que f é idéntica a g, e indicamos f = g, se, e somente se, f(x) =
= g{x) para todo x em que ambas as fungdes estdo definidas. Colocando em

simbolos:

43. Exemplos

19) f:R> R tal que flx) = (x+1)*-(x-1?% e
g: R > IR tal que g(x) = 4x sdo idénticas pois:
Jx)=x?+ 2+ 1-x7+2x - 1=4x=g(x),¥ x € R.

29) f: IR > IR tal que f(x) = x+1 e
2
g: R -{1}> R tal que g(x) = );———11 s3o idénticas pois:

gix) = (l—%(x{—” =x+1=fix},¥ xE R -{1}

39 f: R+ IR tal que f(x) = sen’x e
g: R> R tal que g(x) = 1 - cos?
f(x) = sen’x = 1 - cos’x = g(x), ¥ x € R.

x s8o idénticas pois:

49) f:{x€ Rlx # % +kn} > R tal que f(x) = sec®x - tg°x e

g: R > IR tal que gix) =1 sdo idénticas pois:
fix) = sec®x - tg®x = (1 + tg*°x) - tg?x = 1 = g{x) para todo

#= I+ kn
X 2 T
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IV. DEMONSTRAGAQ DE IDENTIDADE

44, Para demonstrarmos uma identidade trigonométrica podemos aplicar qual-
quer uma das formulas (que sdo também identidades) estabelecidas na teoria,
a saber: as relagdes fundamentais, as formulas de redugdo, as de adicdo, as de
multiplicagdo, as de divisdo e as de transformacdo em produto. E evidente que
na série de exercicios seguinte s6 podemos usar as relagBes fundamentais.

45. Existem basicamente trés processos para provar uma identidade. Conforme
a dificuldade da demonstragdc escolhemos o método mais adequado entre os
seguintes:

19) partimos de um dos membros (geralmente o mais complicado) da
‘identidade e o transformamos no outro.

2%} transformamos o 12 membro (f) e, separadamente, o 29 membro (g},
chegando com ambos na mesma expressdo (h). A validade deste método é
justificada pela propriedade:

f=h
gEh} = f

39) construimos a fungdo h = f - g e provamos que h =0. A validade
deste método é justificada pela propriedade:

ill
[{=]

f-g=0 = f=g

EXERCICIOS

C93 Provar que {1 + cotgzx)“ ~costx) = 1 para todo x real, x # k7.

Solugdo
2
fix) = {1 + cotgzx)ﬁ - cosix) = 1 + cosz" ) + sen®x =
sen4x

2 2
- w . sen®x = 1 = glx).

sen? x

C.94 Provar que 2-secx *tgx = 1 + ! para todc x real

cassec x ~ 1 cossec X + 1

m
X F — + k.
2

C.95

C.96

c.97

c.98

Solugdo

gix) = 1 + 1 _ lcossec x + 1) + (cossecx - 1} _

cossec x - 1 cossec x + 1 (cossec x - 1) (cossec x + 1)

- 2 - cossec x _ 2+ cossec x - 2 . senzx
cossec?x - 1 cotg?x sen x cos?x
=2- . senx =2-«secx-tgx = tx).

COs X COs X

Provar que (1 - tg x)2 + {1 - cotg x)? < (sec x - cossec x)z. para todo x real,
KT

x#*E =
2

Solugdo
fix) = {1 —tgx)2 + (1 - <:otg><)2 = {1 - m)z # (1 - COEXT .
sen x
cosx -senx 2, (senx -cosx,2 _ 1 -2-senx-cosx ,
cos X sen x cosdx
1-2. .
+ 2 s(;nx X (1 -2-senx+cosx | L + 1=
sen2 x cos?x sen?x
_ 1 -2-senx"cosx = hix).
cos?x « sen2 x
glx) = (sec x — cossec x)? = L - 2 =
cos x sen x
=(senx-cosx)2=1—2-senx-c05x = hix)
€os X * sen x cos?x + senZx
Provar que 1 -cosx sen x = 1-cosx | tg x para todo x real, x km
Sen X * cos X tg x
Solugéo
f(x)_g(x)=_1ﬂ+senx—m-tgx=
SEN X * COS X 1g x
- 1 - cos x +senx_c:os><(1--cosx) L osenx
sen x - cos X sen x cos x

1 -cos x + sen?'x . COS X - COSZX » {1 - cos x) ~ sen?x
Sen x ¢ cOs X

1 -cosx + (1 - cos®x) « cos x - cos®x {1 - cos x} - (1 - cas2x)
SENn X « COS X

3
_ 1 -cosX + COSX ~ COS°X ~ cosix + cosox - 1 + cos? x P
$en x » COS X

Demonstrar as identidades seguintes:
costx + sen¥x + 2« (sen x + cos 2% = 1

n COs X
sen x +

cossec x $ec x
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C.99 tgx + cotgx = SeC X * COSSEC X

C.100 (tg x + cotg x) {sec x - cos x} {cossec x - sen x) = 1

2
C.101 seczx + COSSEC?'X = sec?x « cossec® x
2x 2
C.102 9% X _ cos®x
1 + cotg?x

3 3
- s X
c.103 sen X CO
sen x ~ COs X

=1+ sen x*Cos X

2
C.104 cossec?x + tgzx = sec’x + cotg®x
2
€.105 2({sen x + tg x){cos x + cotg x) = {1 + sen x + cos x}

2
C.106 {1 + cotgx) + (1 - coty x)}? = 2 - cossec x.
1-2- coszx + costx

4
=19 X
C.107 1 - 2 vsenZx + sen4x 9

2
C.108 (cotg x - cos X2 + (1 ~senx)? = (1 - cossec x)

cos X + COs Yy sen x + seny
Cc.109 =
sen x - seny cosy - COS X

c.110 cos X + cotg x
) tg x + sec x

= ¢Os X * cotg X

2 2
C.111 B X - 008V g _ g%k etg?y
COs2Zx * cosly

c.a1z 1 -cosx

2
= {cossec x ~ cotg x)
1 + cos x

C.113 Sot9 X + cotg y

= cotg x * cotg y
tgx +tgy

2
C.114 {sec x * sec y +'(gx-1gy)z =1 4+ (secx-tgy + secy ¢ g x)

1

C.11Bsecx - tgx = m

2 2
C.116 cossec®x - cotg6x =1+ Jrcotg”x cossec” x.

52-C

REDUCAO
AO 1° QUADRANTE

CAPITULO IV

Vamos deduzir férmulas para calcular as fun¢des trigonométricas de x, com
x ndo pertencente ao 1% quadrante, relacionando x com algum elemento do 1°
quadrante. A meta ¢ ficar conhecendo sen x, cos x e tg x a partir de uma tabela

que dé as fungdes circulares dos reais entre O e 7 .

i. REDUGAO DO 22 AO 1° QUADRANTE

46. Dado o numero real x tal que

1
g < x < 7, seja P a imagem de x no

ciclo. Seja P' o ponto do ciclo, simétri- P //_

co de P em relagdo ao eixo dos senos. 4

Temos:
N N
AP + PA" = 1 {no sentido anti-horério) A
Fain N 0
e, como AP' = PA’', vem:
N ~~
AP + AP =7

/\l
portanto AP’ =7 - x.

E imediato gue:

sen x

sen (m - x)

cos X = —cos (7 - x)



47.

sen x sen {m - x)

gx = = = -tg (7 - x)

COS X —cos {7 - x)

cotg x = -cotg {7 - x)
sec x = -sec {m - x)
cossec X = cossec (m - x)

48. Assim, por exemplo, temos:

sen 115° = sen (180° - 115°) = sen 65°
cos 130° = -cos (180° - 130°) = -cos 50°
2n 2n id
tg "3— =“"tg(77 - ?} ——tg -3—
L t(w-ﬂ)-—cotE
cotg—5-—-cog 5= 95

. REDUCAC DO 3% AC 19 QUADRANTE

49. Dado o nimero real x tal que
< x< %’—T seja P a imagem de x

no ciclo. Seja P* o ponto do ciclo, si-
métrico de P em relagdo ao centro. Te-
mos:

Levando em conta as relacdes fundamentais, decorre:

P

r\ A - )
AP - AP’ = 7 (no sentido anti-horério)

N
portanto AP’ = x - 7.
E imediato que:

sen X = -sen {x - )
cos X = -cos (x - m)

50. Em conseqliéncia temos:

sen X -sen (x - @}

tgx = = =tg{x - m

€os X -cos (x - m}

cotg x = cotg {x - 7)
sec X = -sec (x - m)
cosseC X = -cossec (X — 7)

54-C

B1. Assim, por exemplo, temos:

sen 210° = -sen (210° - 180°) =
cos 225° = -cos (225° - 180°) =
qn 4 4
g — = tg { 3 —n)—tg§
In n n
sec = = -ec(? - 7)) = -sec 5

-sen 30°
-cos 45°

il. REDUCAO DO 4° AO 1° QUADRANTE

52, Dado o nGmero real x tal que

3n . .
> < x < 27, seja P a imagem de x

no ciclo. Seja P’ o ponto do ciclo, simé-
trico de P em relagdo ao eixo dos cos-
senos. Temos:

~~ ~
AP + PA = 21 (no sentido anti-hordrio)

—~
e, como AP’ =PA, em:

) ~~

AP + AP" = 21

S
portanto AP’ = 27 - x.
E imediato que:
sen x = -sen (27 - x)

cos X = cos (2n - x}

53. Em conseqliéncia temos:

senx _ -sen (27 - x)

tgx = =
8 cos X cos (2m - x)

cotg x = -cotg (2m - x)
sec X = sec (2m - x)

cossec X = -cossec (2m - x)

b

= -tg (27 ~ x)
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54. Assim, por exemplo, temos: OPF, = OP} == senx = cos (1 - x)
Le] Q O 2
sen 280° = -sen (360° - 280°) = -sen 80°
cos 340° = cos (360° - 340°) = cos 20° P,P = P[P’ —— cosx = sen(E - x}
2
t LLLA (2m - 1ﬂ)— tg =
8% °-H 6 '~ 9%
cossec 5% = —cossec (27‘( - 532) = =CO0Ssec ~73L 56. Em COnSEquenCia, temos:
C (17
tx_senx_os2_x) i
9% = Cosx T =cotg(§-x)
sen (5 - x)
EXERCICIOS
T
C.117 Reduzir ao 1° quadrante: cotgx =19 (? - x)
a) cos178° b) sen 251° c) tg 280° (n )
sec X = cossec { = - x -
d) cotg —7—-: e} sec 1924° f) cossee %r 2
n
n 57 . 37 = —_—
g) sen (- F) h) cos {- 3) i) tg (- 2 cossec x = sec ( 2 x)
j) sen 2—‘1;1—1- k) cos -31?” 1} tg 1—1;
57. Assim, por exemplo, temos:
sen 71° = cos (90° - 71°) = cos 19°
cos 60° = sen (90° - 60°) = sen 30°
tg 50° = cotg (90° - 50°) = cotg 40°
= n Fid i m n n T
LU £ sen = =cos(— - =) = -
IV. REDUCAO DE[4, 2]A[O, 4] 3 05(2 3) cos 5
5n m b n
cos — =sen{= - —=) = —
12 (2 12) sen -
65. Dado ,-,O namero real x tal que 1g ?_BE - cotg(% _ %ﬂ') - cotg
%<x<3, seja P a imagem de x no 8
cicto. Seja P’ o ponto do ciclo simétrico
de P em relagdo 3 bissetriz do 19 qua- EXERCICIO
drante. Temos:
—~ o~ . €.118 Reduzir a0 intervalo |0, %]
AP + PB = 3 (no sentido anti-horédrio) .
2) sen 261 b} cos 2861° ¢) tg511°
ST o san 37 ‘ 2n
e, como PB = AP, vem: - Al sen — el eos o fltg 2
u ¢ ’ 3
~ ~ —~ 5m 7
AP+ AP = 2 entio AP =T -x 9w T h eos g e o
. bn
) _ 2 4
il sen - 5) k) cos (- ) D tgt- 20

Considerando a congruéncia das tridngulos OPP; e OP’P}, temos:
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V.

IDENTIDADES

Ao procurar resolver problemas de redugdo ao 19 quadrante estabelecemos

igualdades notédveis. Por exemplo, mostramos que se 7—27- <x<w entdo senx =

= sen (T - x)
para todo x real.

58. Teorema

e cosx = -cos (m - x). Vamos agora estender essas igualdades

Assim,

Para todo x real valem as seguintes igualdades:
1) senx = sen{m - x} e cosx = -cos (7 - x)
2)senx = -sen{x - ) e cosx = #cos (x - W)
3)senx = ~sen (2r - x) e cosx = cos (2m - x)
7 T
4) sen x = cos(i- -X) & cosX = sen(i - x)
LY X
m-Xg Xg
J
- -
u a
A
Xg T-xg
Demonstragio

1) Para todo x € IR temos x =xo + 2km onde 0 <xo <2m e KE Z.

m-X=

(m - %o} - 2km 0 que mostra gue

no ciclo simétricas em relagdo ao eixo dos senos.

58-C

Em conseq

sen{m - x)
cos (m - x)

2), 3) e 4)

(iéncia temos:

=senx, ¥x& IR
= -cosx, ¥XE R

provam-se analogamente,

X e - X tém imagens

EXERCICIOS

C.119 Simptificar as seguintes expressdes:

a) sen (% + x}

c) sen(3—27-r - X

}

a) sen(ﬂ + x)

2
Solugiio

a) sen (g + x}

b) cos(21+ x)

cl s¢=:n(32—:rr - X
d} cos(:;—n - X
e sen(%7r + x
f) cos(% + x

C.120 Simplificar y =

Solucdo

)

b) cos(-g- + x)
3n
d) cos( > - x)

3n
f} cos ( 5t x)

sen[rr—(%+x)] =sen(12z - x} = cos x

=-COS{7T-(%+X)]=—cos(121"—x) = -sen x

an
=-sen[(? - x) —1T]=—sen(12T——x) = -cos x

n
=-cos[(-—2—' - x) ~1r]=-cos(-21!- - x) = -sen x

=—SEn[2'IT—t§2£ + x)]:—sen(% - X} = —COS$ X

=cos[21r-(:<‘—21r + x)] =cos(% - x) = sen x

sen (2 - x} * cos (M - x}

T
tg(?i-x) . cotg(a—;—r - x)

(~sen x) {-cos x}

{~cotg x) (tg x)_

= —SeNn X * COS X

C.121 Simplificar as expressdes:

sen {-x) « cos (2l + x)

a)

tg (27 - x} » cos{m - x}

sen (180° - x} - tg (90° + x)

b)

cotg (270° + x} + cos {270° - x)

sec (T - x) -tg(x——g)

cossec (97 - x) - cotg (-x)

d) sen(s?rr - x) + cos (47 - x) +tg(—3—27—r - x)

€.122 (MAPOFEI-768) Simplificar a expressio:

sen(g—q) - cos {x + 1%[)

2

= sen (77 - x).
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C.123 (MAPOFEI-74) Simplificar a sxpressio:

1
sen {x + 117 cotg(x + T)

sen o * cos (97 - x)

C.124 (MAPQFE!-74) Simplificar a expressdo:

a2 cos 180° - {a - b)2 sen 270° + 2 ab cos 0°
b2 sen 90°

T
C.125 (MAPOFEI-76) Fazer o grifico da fungdo y = sen (x - 5) + 2,

VL. FUNGOES PARES E FUNGOES IMPARES

59. Definigio

¢ denominada fungdo par se, e somente se:
fix) = f{-x), ¥x €A

Uma fungdo f:A- B,

isto é, dando valores simétricos & varidvel, obtemos o mesmo valor para a fungéo. -~

Exemplos
19) #{x) = Ix| é fungdo par pois I-x| = Ixl, ¥x€ R

60. Definigdo

¢ denominada fungédo impar se, e somente se:
fl-x) = -flx), ¥x € A

isto é, dando valores simétricos & varidvel, obtemos valores simétricos para a

Uma fungio f:A - B,

fungéo.
Exemplos
19) fi{x) = 2x ¢ funcdo (mpar pois 2(-x) = -2x, ¥x € R
20) f{x) = x* & fungdo impar pois (-x}® = -x®, ¥x € R
1 1 1
O - . -~ . . Lo -1 »
39) f(x) " é fungdo impar pois o3 < ¥x € R

Da definigdo decorre que o grafico de uma funcdo impar é simétrico em re-
lagdo a origem do sistema cartesiano pois:

{x, yyEf —= (-x, -y) €

Ay=2x Ay=x

x ¥
o |

29) f{x) = x* & funcio par pois (-x)? = x*, ¥xE R
1 1 1
0 - § funca s s = ¥x € R*
39) f{x) = ¢ funcado par pois i X
Da definigéo decorre que o gréfico de uma funcéio par é simétrico em relagio 61. Os nimeros x & -x tém, no ciclo, imagens simétricas em relacio ao eixo
a0 eixo y pois: dos cossenos. Em conseqiiéncia, temos:
X, Y) Ef === (-x,y) EF
ky=lxl Lo 1 sen (-x) = -sen x, ¥x € R
y=ix y=x b y=sx cos{-x) = cosx, ¥x € R
portanto, de acordo com as definigGes dadas, a fun¢do senc é funcio {mpar e a
fung¢io cosseno é fungdo par.
x x x
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TABUA DE VALORES DASFUNGOES TRIGONOMETRICAS

Graus Radianos Seno Tangente | Cotang. Co-seno
0° 0,0000 | 0,0000 [ 0,0000 1,0000 | 1,5708 90°

10 | 0,0175 | 0,0175 | 00175 | 57,290 | 0,9998 | 15533 | 89°
2 | 00340 0,0349 | 00349 28,636 09994 | 1,5350 88; .
00524 | 00523 | 0,0524 | 19,081 | 0,9986 | 15184 °
4 | 00698 | 00698 | 0,0699 | 14,301 | 09976 | 1,5010 | 86° ARC OS NO TA VE I S
56 | 00873 | 0.0872 | 0,0875 | 11,430 | 0,9962 | 1,4835 | 85°
6° | 01047 | 0,1045 | 01051 | 95144 | 09945 | 14661 | 84°
7o | 011222 | 01219 | 01228 | 8,1443 | 09925 | 14486 | 83°
go | 011396 | 01392 | 0,1405 | 7,1154 [ 09903 | 14312 | 82°
g° | 01571 | 0.1564 | 01584 | 6,3138 | 0,9877 | 1,4137 | 81°
10° | 01745 | 01736 | 01763 | 56713 | 09848 | 1,3963 | 80°
11° | 0,920 | 0,1908 | 0,1944 | 51446 | 09816 | 1,3788 | 79°

CAPITULOV

12° 0,2094 | 0,2079 | 0,2126 | 4,7046 | 09781 [ 1,3614 78° Verificaremos no que segue que as fungdes circulares dos reais x = r,
13° 0,2269 | 0,2250 | 0,2309 | 4,3315 0,9744 | 1,3439 77° n
14° 0,2443 | 02419 | 0,2493 | 4,0108 | 0,9703 1,3265 76° nE N e n3> 3, podem ser calculadas a partir de {,, lado do poligono regular
150 | 02618 | 0.2588 | 0,2679 | 3,7321 | 0,9679 | 1,3090 | 75° de n lados inserito no ciclo.

16° | 02793 | 02756 | 0.2867 | 3.4874 | 09613 | 12915 | 74°
170 | 02067 | 02924 | 03057 | 32709 | 0,9563 | 1,2741 | 73°
18° | 03142 | 03090 | 03209 | 30777 | 09515 | 1,2566 | 72°
190 | 03316 | 03256 | 03443 | 2:9042 | 09455 | 12392 | 71°
20° | 03491 | 03420 | 0.3640 | 27475 | 09397 | 1,217 | 70° I TEOREMA
21° | 03665 | 03584 | 0,3839 | 26051 | 0,9336 | 12043 | 69° -

520 | 03840 | 03746 | 0,4040 | 24751 | 0,9272 | 11868 | 68°
5 0RE i i\ 8 A ) b
40 ‘2189 | O, 'a452 | 2. '9135 | 1/151 6 c > .
550 | 04363 | 04226 | 0,4663 | 2,1445 | 0,9063 | 11345 | 665° Para todo n € N e n >3, vale a relacdo

26° 0,4538 | 0,4384 | 0,4877 | 2,0503 | 08988 | 1,1170 64°

27 | 04712 | 0,4540 | 05095 | 19626 | 0,8910 | 1,0996 | 63° 2

28° | 04887 | 0,4695 | 05317 | 1,8807 | 0,8829 | 1,0821 | 62° son ~ = D

29 | 05061 | 0,4848 | 05543 | 18040 | 0,8746 | 1,0647 | 61° n 2

30 | 0’5236 | 05000 | 05774 | 1,7321 | 0,8660 | 1,0472 | 60°

31° | 05411 | 05150 | 06009 | 1,6643 | 08572 | 1,0297 | 59°

320 | 05585 | 05299 | 06249 | 1,6003 | 0,8480 | 1.0123 | 58° Demonstragdo

33° | 05760 | 05446 | 06494 | 1,5399 | 0,8387 | 0,9948 | 57°

32° | 05934 | 055592 | 06745 | 1,4826 | 0,8290 | 0,9774 | 56° . . i

35¢ | 06109 | 05736 | 07002 | 1,4281 | 0,8192 [ 09599 | 55° Seja AOP = AOP’ = —. v

36° | 06283 | 0,5878 | 0,7265 | 1,3764 | 08090 | 0,9425 | 54° n o

a7 | 06458 | 06018 | 0,7636 | 1,3270 | 0,7986 | 09250 | 53° . o 1 ‘

age | 06632 | 0,6157 | 0,7813 | 1,2799 | 0,7880 | 0,9076 | 52° Como P'OP = ==, decorre que ;

39° | 06807 | 06293 | 0,8098 | 1,2349 | 0,7771 | 0,8901 | 51° n &

40° | 0)6981 | 06428 | 0,8391 | 1,1918 | 0,7660 | 08727 | 50° PP = L. g

41° | 07156 | 06561 | 0,8693 | 1,1504 | 0,7547 | 08552 | 49° i . . - Ve A

420 | 07330 | 0,6691 | 0.9004 | 11106 | 0,7431 | 08378 | 48° No tridngulo isésceles P'OP o eixo K% -

43° | 07505 | 0,6820 | 09325 [ 1,0724 | 0,7314 | 0,8203 | 47° dos cossenos é bissetriz e também altura ok

43° | 07679 | 06947 | 09657 | 1,0355 | 0,7193 | 0,8029 | 46° e mediana, isto & PP Lu e P, épon -,

45° | 07854 | 0,7071 | 1,0000 | 1,0000 | 0.7071 | 0,7854 | 45° to médio de P'P. Entdo :
Co-seno Cotang. | Tangente Seno Radianos Graus sen £ = Pz_ = %n_ i

n
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APLICACOES

Os casos mais comuns de aplicacdo desta teoria sdo agqueles em que

n=234¢e 6

62.

ao tridngulo assinalado na figura:

Valores das funcGes em %

Aplicando o teorema de Pitdgoras

9+ @& = (2R)?
¢ + R? = 4R?
2 = 3R?

<=

Notando que o raio do ciclo ¢ R =1, temos:

= R\/—§

LA TR Rv3 \/_§
N3 =72 2 2
Em consegiiéncia, vem:
L - sen? & - _3_1
Cosa—\/1 sen3-\/1 i
on I Y3
m 3 2
g 3 - —;—1‘— = T = \/_5
3 2
63. Valores das functes em %
Aplicando o teorema de Pitdgoras g,
ao tridngulo assinalado na figura: %
2+ 2 = (2RP
2¢2 - 4aR?
92 - 2R?
L4 =RV 2
64-C

64.

no regular inscrito, o tridngulo OPQ &
equildtero e, entdo:

Temos, entdo:

n&ﬁ\/;

sen z = 5 = —5  ©

Em conseqliéncia, vem:

7 T
cos —=\/71-sen2—5

S

n_senI_—2—=1
R s
(:OS4 2

o T
Valores das funcdes em 5

Sendo PQ = ¥; o lado do hexégo-

[2s=r]

Temos, entdo:

6 6 4
= 1
. sen & 21 __ra‘
’ ) cos ﬂ—_ \/—3 V3 3
6 2
O AR S 4
6 | 4 3
Concluindo, podemos_ sintetizar es 1 \/; \/'3' 4
ses resultados na seguintes tabela: seno 7 B e
- Vi | VZ | 1
cosseno T -—2-"- "2“
tangente é 1
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EXERCICIOS

C.126 Calcular sen 15°, cos 15° e tg 15°.

Solugdo
o _gon L . Jo
sen 157 = sen 2"
Calculemos %43 no tridngulo PQR:
' 1
PQ = 85, QR = 3 = 5
F(P=0P-OR=1—-\/T5
ent3o Q§2=(%~)2+(1-—-\£§)2=%+1-\/3+—Z-=2-\/§
sen —— - & -2 _\/E
12 2 2
coslr—=\/1—sen2—= 1—2-\/§= 2+V3
12 12 4 2
sen r
tg o 12 2-V3
12~ T
cos 2 +\/§
12
m T
c.127 lcu! - —_ —_
Calcular sen 8,cos 3 e tg g
€.128 Determinar os elementos do conjunto A = {x = tg '%r |k €z},
Solugdo
Dando valores a k, temos:
k=0 === x =190 =0
k=1 = x=tg%=\/3
k=2 — x=tg¥ - V3

k=3 — x=tgn=0
k =4 =— x=t94—ﬂ=\/§

k=8 === x=1§g =— =-V3
tg 20 = 0 (repeticdo) entdo A = {-\/E o, \/5}

C.129 Determinar A (1 B sabendo que: .

k=6 == x

fl

A:{x:sen'—‘é{ |k €z} e B = {x=-cos ‘%r | k €2z}

C.130 (MAPOFEI-74} Calcuiar todas as fungdes trigonométricas de um arco de 930°.

66-C

I. FORMULAS DE ADIGAO

CAPITULO VI

TRANSFORMACOES

Vamos deduzir férmulas para calcular as fungBes trigonométricas da soma
(a + b) e da diferenga (a - b) de dois ndmeros reais quaisquer a e b, conheci-

das as fungdes circulares de a e de b.

66. Cosseno da soma

Sejam P, Q e R os pontos do ciclo
associados aos numeros & a + be-b,
respectivamente. Em relagdo ao sistema
cartesiano uOv as coordenadas desses pon-
tos sdo:

P (cos a, sen a)
% Q (cos (a +b), sen (a + b))

R (cos b, -sen b)

daq = {xq - xa)? ¥ lyg - va)? =

3

2-2-.-cos{a+bh)

ol

[cos{a + b) - 1P + [sen(a + b} - O] =
cos{a+b)-2-cos{a+b)+1+sen*{a+bh)=

R

[ N . ‘é’ -

Os arcos AQ e RP tém a mesma medida, portanto, as cordas AQ e PR sao
iguais. Aplicando, entdo, a férmula da distdncia entre dois pontos da Geometria
Anali'tica, temos:
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drp = (xp - xg)* + lyp - yg)? = 70. Tangente da soma

]

[cosa - cosb]® + [sena + senb]?® =

2 2 2 2 (a + b) senf{a+b) sena - cosb +senb - cosa
_cosza- - cosa- cosb +cos*b +sen“a+ 2. sena - senb + 1g {a " cosfa + b) cosa - cosb - sena - senb
+tsen*b =2-2.cosa-cosb+2-.sena- senb

dag =dgp === 2 -2 .cos{a+b) =2-2. cosa - cosbh + sena » cosb + senb - cosa
+2-sena - senb cosa » cosb

cosa - cosb - sena - senb
cosa +» cosb

e, entdo, vem a férmula:

cos'la t.:b)-==’"’~¢l§s$‘;_~f¢65’k : maL sen b | :;: gg’ + z::/;’ ;::

Co i‘ b é(;:“i o = Ccosa - corb ~sena - senb

67. Cosseno da diferenca — 1 - — coea - cpgb  cosa . cosb
cos(a - b) = cos[a + (-b)] = cosa - cosit-'—wa -sena « sen{-b) = T tga tgb -
i = cosa - cosb - sena{-senb) tg (s + {a)'; m

“conla - b) = cosa - cosh + sena - senb

Esta férmula s6 é aplicdvel se:
T m T
#+ — * — +b#* — +k
a 2 +kn, b 2 +knr e a+bh 2 n

68. Seno da soma

71. Tangente da diferenca
sen (a + b) =cos[% - {a + b)] = cos E(%_a) -b) =

‘ tga + tg(—b)
; t -b) =1 +{-b})] = —mm—————— =
=cos(%-a)-cosb+sen(l2r~-a)-senb 9la - b = tgla + (-b)] 1-1tga - tg(-b)
entdo tga + (-tgb)
— “ 1 -tga - (-tgb)
?m‘t‘f entdo
69. Seno da diferenca ‘ tg (a ..h} - -M
TR o ga;’;‘-ﬁ‘h‘
sen{a - b) = sen[a + (-b)] = sena + cos {-b) + sen{-b) + cosa =
=sena - cosb + {(-senb) + cosa
entdo Esta formula s6 é aplicdvel se:

b T n
* = - b #E —+
a 2+k1vr, b¢2+kn e a-b 2 kn
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72, Cotangente da soma EXERCICIOS

+ s C -sena -
cotg{a + b) = cos{a + b) - 284 osb - sena - senb = C.131 Calcular os valores de:

en{a + b sena « cosh +senb » cosa
sen e ) a) cos 16° b} sen 105° c) 1g78° d) sec 285°

cosa - cosb - sena +» senb
sena - senb Solugdo

“sena - cosb + senb - COs a a) cos 16° = cos (45° - 30°) = cos 45° - cos 30° + sen 45° . sen 30° =

sena *» senb \/3 \/5 \/3 1 \/E+\/5

R R R 4
cosa - cosb sepd - semB
.. sena - senb sgRa - seard b) sen 105° = sen (60° + 45°) - sen B0° - cos 45° + sen 45° - cos 60° =
sgra - cosb  serb - cosa _\/5._\/2+\_/_2_.1__\/5+\/;
sera « senb sena - seab ] 2 2 2 4
entdo '
o _ ° o, _ 1945° + 1930° -
(. b) c) tg75° = tg (45° + 30°) = 7= tg 45° © 13 30°
cot +
9? = 1+£
. . 3 3+vV3
T, ¥3 T 3-V3
1-1. X2
3
Esta formula s6 ¢ aplicdvel se:
1 1 4
d} sec 285° - sec 76° - 5 = = o =
aF¥ kn, bF knr e a+b+F*kn cos 75 cos.{45° + 30°) 6-v2

/c.-132 Calcular cotg 165°, sec 256° e cossec 15°.

73. Cotangente da diferenca }133 {FEI-76) Sendo tgA =2 e tgB = 1, ache tg{A - B).
cotga + cotg (-b) - 1 /Cﬁ {MAPOFEI-75) Calcular o valor da expressdo sen 105° - cos 75°.
cotg(a - b) = cotga + (-b)] = =

cotga + cotg (-b)

3 5 '
/CJGS/Dados: sen x = 5 e cosy = 3 caicutar o cos {x + vy}, sabendo que 0 <x <%
cotg a.{-cotg b) - 1

3
= <y<o2m
cotga + {-cotg b) & 7 Sysam
entdo
Solugio
19) cosx = +V1 - sen2x = +3/1 - 2—95 =%
29) seny = -\/1 -cos2y = -1 - 25 =_1_2_
169 13
Esta formula sé é aplicdvel se: 3% cos{x + y} = cosx = cosy - sen x + seny =
S48 3, a2 s
aF kn, b#* kr e a-b+#kn 5 13 ° 5 13 65
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C.136 Sabendo que tga = % e senb = % com % <b <, calcular tg{a +b). C.139-IMAPQFEI-76) Demenstrar a identidade:

) N o . o _ =1 + sen 2x
Solugio tg (45° + x) - cotg (45° - x) = T serOx
16 3
o Ve N R - . 4 a2
19) cosb = 1-3sen?b = 1 % - °F €.140 Se a e b sdo dngulos agudos e positivas, demanstrar que:
a sen{a + b} <sena + senb
29) tgb = —_E—’B— = -% Solugdo
5 Seja X =sen{a + b) -sena - senb =sena + cosb +
, 4 5 +senbe+cosa-sena -senb =sena(cosb - 1) + senb (cosa - 1)
+ T3 Y _ Temos:
3% tgla +b) = tgattgb 3 3 3 _ -6
1 -tga-tgb 1 2 (-4) 17 17 s
-3 3 3 0<a<5='———>sena>0ecosa<1

T
O<b<5= senb >0 e cosb <1
17 5

15 3 3
€.137 Sabendo que senx = —, seny = -—, 0 < x < —g— e 1< y< 5 calcular
e
seni{x + y), cosix +y) e tgix + y).

: Entdo

sena » {cosb - 1) + senb « {cosa - 1) == X <0
——t ———r’ —— ——

-

C.138}r_nonstrar as identidades: . . >0 <o >0 <o
a) senfa + b} - senf{a - b) = cos?b - cos?a
+
EPLISP-62) e X <0==—= sen{a+b) <sena+senb
1 1 1 L4 i ! T
senx seny senz| =seni{x -y +senly -2) +sen{z - x) /9’“1 (EPUSP-63) Provar que se ry <a <? e 2 <8 < . entdo
cos X  COS cos Z g
s Y sen (a + b) <sena+— - senb
~~¢) cos?{a+b) +cos2b -2 +cosla+b) -cosa+cosb =sen2a 5
Solugio C.142 Provar que os dngulos internos A, B e C de um tridngulo ndo retdngulo verificam a
relagdo:
a) 19 membro = (sena » cosb + senb - cosa){sena » cosb - senb » cosa) =
tgA + 1gB +tgC =tgA « .
-senZa + cos®b - sen?b + cos2a = (1 - cos?2a) ¢ cos?b - 9 9 9 tg tgB - tgC
- (1 -cos2b) » cos2a = cos2 b - cos2a = 22 membro Solugdo

seny senz A+8B+C=180° =—= A +B =180° - C = tg(A + B) = 1g (180° - C)=

b) 1° membro = l -

sen x senz[+|senx sen y

cosy €osz €Os X COSZ COs X COsy tgA + tgB
=senfy - z) -sen(x -z} +sen{x -y} = T-tgA - 1gB =90 == WA+ -1ClgA 198 -1 =
~senix -y} +senly - z} + senlz - x} = 22 membro
— tgA +1gB +tgC =tgA - tgB » 1gC
o - . - . 2 4 cos®b - T

) 1 membro - ‘2005(‘::05205 lzos ::”: E;sm 5:'.‘ ts’;n b)c?scot:a +cosb = y‘gDemonstrar a identidade: 4 - sen {x + 60°) « cos (x + 30°) = 3 + cos? x - sen? x.
= 2 . 2 - . . . L + 2 . 2 + :
=cos"a+*cos’b-2-+sena-senb +cosa*cosb+sen“a-sen’b C.144.£5studar a variacdo das seguintes funcdes reais:

2 2
+cos’h ~ 2 « cos’a + costhb + 2 ¢ sena + senb ¢ cosa + cosb =

a) f{x) = sen . + .
= senZa + sen2b - cosZa + cos2b + cos?b = ) Hx) 2x « cos x + sen x - cos 2x

. 2 2 =
=sen2a » (1 - cos?b) - {1 -sen?a) « cos?2b + cos?b = bl alx) = 2 . cosx + 2 . sen x
=sen?a - sen?a » cos?b - cos2b + sen?a - cos2b + cos?b = 2 2
= sen? a = 29 membro o hix) = 1+ tgx
1-1tgx
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Solugdo
H. FORMULAS DE MULTIPLICACAO

a) f{x) = sen (2x + x) = sen 3x v

entdo 1
Dif} = R b
o= 2Tn ‘ 3 ' _ Vamos deduzir formulas para calcular as fungdes trigonométricas de 2a, 3a,
ojmmm x 4a, etc, conhecidas as fungdes circulares de a.
Imif) = [-1, 1] 6 3\2
-1
74. Funcdes circulares de 2a
b) g(x)—cosx-cos—1+senx-senlwcos(x—ﬂl E ; . :
- 2 i 2 . acamos 2a = a + a e apliquemos as férmulas de adigdo:
entdo
Dlg) = IR 1) cos2a = cos{a+a) =cosa » cosa - sena - sena
p =27
Imig) = [-1, 1]
{V entdo
1
r\ i
1 I
1 i
I . L -
0 I 3n s i am x
4 4 4 4 4
-1
Y A
tg I + 19X
4 rr
c) hix) = = tgi{x + —}
1_tg%'tgx 2 _an . 1) sen2a =sen(a + a) = sena - cosa + sena - cosa
. 4 'z
entdo /
Dt = xER | x 7 ¢ + kn} / 0 z x entao
p="
|mh)1T=IR . sen2a =2 < sena + cosa
m.w - .
X==- — = tgl- — + =)= = )
2 gl-7* 3 )=tg0=0

C.145 Estudar a variacdo das seguintes funcGes reais:

a) flx) = cos? 2x - sen? 2x t +t

n = - _—gaviga

b} g(x):\/g-cosx-senx ) tg2a = tgla + a) T-tga- tga
sen x + cos X

¢} hix) = —————
cos X — $en x
C.146 Qual é o periodo da fungio f:IR-» IR dada por entdo
f(x} = sen x = cos 2x » cos 3x - sen x » sen 2x - sen 3x + mzﬂ o 2+ 1ga
+ cos x ¢+ sen 2x - cos 3x + cos x * sen 3x « cos 2x e e T < tg a
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75. Fungdes circulares de 3a EXERCICIOS

Fazendo 3a = 2a + a e aplicando as férmulas de adigdo, temos: W'Sendo tg x =% e < x< 32_77 calcutar sen 2x.

1) cos3a =cos{(2a +a) =cos2a - cosa -sen2a - sena = . Solugéo 9
=(2-cosa-1)cosa-(2-sena- cosa) sena = con x = - g2x 16 3
=(2+cos’a~1) cosa-2sen’a - cosa = T+t x 1+ 32 5
=(2+cos>a-1) cosa-2- (1 -cos®a) cosa 16

cos x = - LI 1 _ .4
1T +tgx - ="%
entao 16
sen2x = 2 * senx + cosx = 2 ¢ (-%) . (-%) = %
- cos3a=4.cos’a-3. cosa
~ gjﬁ{(FEI—TI) Calcular sen 2x sabendo-se que: tgx + cotg x = 3.
12 7
C.149 Sendo cotg x = 5 0<x<?, calcular cos 2x.
Jdi) sen3a =sen (2a + a) = sen2a - cosa + sena - cos 2a = Solugdio
=(2-sena - cosa) - cosa + sena(l - 2 « sen® a} = , / 144 13 5
cossecx = V1 +cotg2x =V1+ —— = — —= senx = —
=2 .sena -+ (1 -sena) +sena * (1 - 2sen? a) 25 5 13
cos2x =1-2+sen2x=1-2.+25 _ 119
169 169
entao C.150'(MAUA-77) Sendo: sena=% com 0<a<%
sen3a =3-sena -4 - sen’a 4 a) calcule sen(%+2€d
b} calcule cos(—g—+m
2tga C.1561 Sendo secx = s, 3 < x <2m, calcular tg 2x.
—~£9°% 4 iga gt 24 2
tg2a +tga 1-1tg"a
ll) tg3a = tg(2a + a) = = = - Solugéo
1-tg2a - tga 2tga
V- . m e o . B 7
g 9x = -Vsec2x -1 == 576_1=_-2_E
_2-tgattga-{(1-1ga
T (1t -tg*a) -2 - tga - tga L
92 9 9 tg2:‘(_2-tgx_ 24 _ _ 336
T 1 -tgtx ___41- 527
576
entdo ) 3 an
i ‘ - ).’fﬁSe cosx = & & o < x <27, -calcular sen 3x.
: . 3.wa-w's

1 -3.-tgta

)J{Sa sen x :—g e % < x < T, calcular cos 3x.
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C.154 Se sec x - % e 0<x< —g— calcular tg 3x.
C.155 (MAPOFEI-75) Calcular sen® T cos? L o4tg o+t Yan
: - 12 VA T

C.156 Provar que:

a) senda =4 - sena - cos3a -4 - sen3a + cosa
b) cosda =8 - cos*a ~ B - cos?a + 1
4 .19a -4 -tg3a
c) tg%_tTg 2.6 - to?a &1
-,

emonstrar pelo principio da indugdo finita que:

sen 2" a

v cos2a * cosda ¢ .0 cos27l « g = ———
cosa 3 v sena

C.158 (POLiI-61) Esbogar o grafico da fungdo y = 2 - sen? x utilizando o gréfico de

cos 2x,

Solucéo
A partir da identidade cos2x = 1 - 2 - senZx, temos:

y=2+senix ==y =1-cos2x

. x 2x | cos 2x y by

0 0 1 0

L b

4 | 2 0 ! L it & N A
[ i I |
: | : |

_12r_ T -1 2 1i-— ___;._._ .._.i
AN

3m | 3m 0 1 | ! ! } -

412 of m @& 3 = x
4 2 4

m 2% 1 0

C.159 Estudar a variacdo das seguintes funcGes reais:
al fix) = cos* x - send x b) gix) = 8 » sen? x » cos? x

¢) hix) = cos# x + send x

C.160 Qual é o perfodo das seguintes funcies reais?
bl glx) - Lo tg22x
a) flx} = sen x « cos x olx = 15T

¢} hix) = cosb x + sen® x
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‘Mi. - FORMULAS ‘DE DIVISAO

"

Vamos deduzir férmulas para calcular as fungGes trigonométricas de %,

conhecida uma das funcdes circulares de x.

76. E dado o cosx

2

Sabemos que cos 2a = 2 cosa-1 e cos2a=1-2-sen*a, portanto,

fazendo 2a = x, teremos:

cos x = 2 cos® -1

|

§

N x

Ili
‘ﬁ
u§;

X
2

-~ CDS X

=1-2. 2
c0s X 2 + sen 3

N x
N

X
sen =
X 2 x /1 = cosx
t -_— = _— b~ i e —p—————
87 X “'z“ 1+ cosx
0055

Os sinais (£} s& tém sentido quando se conhece cos x, sem conhecer X.
Assim, sabendo que Cos X = cOs X, temos:

19 solugdo: x = xo + 2kr =— % = 529 + km {n
28 solupdo: x = =Xg + 2km — 32(- = - % + ko (i)

As expressdes (I} e (I1) nos indicam que, dado cos x, existem 4 possiveis

arcos -g—, pois k pode assumir valores pares ou [mpares, 05 quais ddo origem

a dois valores para cos %, sen % e 1g ; Provemos que existem dois valores

simétricos para cos %, por exemplo:

79-C



80-C

x X Xo 9 3
Expr. (1) k par: €os = =cos { =2 + 2k,7) = cos =2 x /1+cosx 9 3
P P 2 ( 2 1™ cos 5 = % 5
: i X X X X 1 -cosx 16 4
Expr. (1} k Ympar: cos 2—=cos[?° + (2k, +1)1r]=cos(—29 + ) = -cos ~iq "V TTooix 9 T3
i X i
X X X X Observemas que = < = < =
Expr. (1) k par: cos = =cos (- =2 + 2K,7) = cos (- =2) = cas — 4 2 2
2 2 2 2
5
3 X b X = = lcul =
Expr. (1) k impar: cos 5 = cos [- 3" + {2k, + 1)) = cos (- %J +7) = C.163 Se tgx = o, calcular sen
Solugio
Xo
= —cos = \/— 12
COSX—— 1+tgz §=_1—§
144
77. E dado o sen x 12 =
X 1 - cosx 13 + 13 +12
"z - 26
Sabemos que cosx = £ 1 - sen?® x, portanto, tendo sen x, calculamos x
cos x e entramos com as férmulas do pardgrafo anterior. entdo hé 4 possibilidades para sen Z:
+= oL ou ~ = -
V26 V26 V26 V'
-~ - 1
EXERCICIOS C.1§}/{’(AUUSP-69) Sabendo-se que x é um arco do primeiro gquadrante & cosx = T
n determinar sen %- e tg -;—
C.‘I’.61 Calcular as fungdes circulares de 5
/ Solugdo Sa 4 e 0<x< T calcular sen X, cos X oetg >
C.165 pgndo que cosx = 75 5 Y r i
m 2 g
" ‘°°‘z =% Va-v2 " o -
g - B 2 = 2 166 Sendo secx = 4 @ - < x < 27, calcular tg{ 3 ).
+oos 7 1 32 vV C.167 Estud iacdo da funcio f:R—IR dada por f(x) 1 - cos 2x
2 . ungdo f: = e
cos g 4 _ . 7~ V2 ; V2 studar a variagdo da 3
Solugdo
-cos1 -ﬁ </ 1 - cos 2x
tg & = 4 . 2 Jj2-w~v2 /3 _ 1 De cos2x = 1 - 2 sen? x decorre que ————— = sen? x, portanto,
8 1+cos% 1+72- 2+V2 f{x) = Vsen? x = Isen x|
j& vimos que:
24 T D(f) = Y 4
C162Se senx = — e — <x <7, calcular as fungdes circulares de — p=T7 1
25 2
. Imtf) = [0; 1]
‘,/-"" Solugdo
/, _ 516 7 . ¢ . ) .
cos x = ~V 1 -sen? x = - 35 - 3% 0 kil TS 3 //211' x
2 \\ 2 //
~ //
sen_2_=+/1-cosx lg_% -1 ~
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C.188 Estudar a variagdo da fungdo €:IR - {x | x :,{:Z— + kn‘}—»lR dada por
1 _1
fix) = (1 - cos 2x)2 « (1 + cos2x) 2,
1
C.169 Qual é o periodo da fungdo f:IR > IR dada por fi{x} = {1 + cos 4x)2?

kn
C.170 a) Para todo real « # 7 (k €2), provar que = cotg % - cotg .

en o
b) Demonstrar, utilizando o resultado anterior, que
1 1 1
" T . .
sen a sen 2a sen 4a sen 2Na

a
= cotg 5 - cotg 2Ma.

IV. TANGENTE DO ARCO METADE

Vamos deduzir féormulas para calcular as fungbes trigonométricas de x, co-

nhecida a tg —;—

Das férmulas de multiplicagdo, temos:

2
cos’ a sen a 1

sen2a =2 -.-sena-cosa=2-sena s —— =2 .« . 3
cos a cosa sec”a

2-tga
1+tg§a

It

2-1tga

tg 2a =
9 1 - tg%a

x
Fazendo 2a=x e a= 5 temos:

~~2-tg-’-‘-

g
Ssen X = - o
1 @tgz 2 ’ 1- tgz -2-

Notando que cos x =

X
, temos:
tg x
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A utilidade destas trés Gitimas férmulas é permitir a substituicdo de sen x,
P o X 5 -~ . -
cos X e tgx por uma Gnica fungdo (tg 5), através de expressdes racionais.

Esse tipo de substituicdo é frequentemente utilizado na resolugdo de equagOes
trigonométricas.

V. TRANSFORMACAO EM PRODUTO

78. Em Algebra Elementar, tém grande importincia pritica os recursos para
transformar um polindmio em produto de outros polindmios (fatora¢do). Assim,
por exemplo, temos:

2 _2x =x(x-2) —+ colocag¢do em evidéncia
¥ -4=(x+2) {x-2) — diferenca de quadrados
2+4x+4=(x+2)2}
2 (x - 2)?
2 +8=(x+2)(x* -2x+ 4 —— soma de cubos

x} -8 = (x -2)(x* + 2x + 4) — diferenca de cubos
X+ 32 +3x+1=(x+1)°
x3,- 3x2+3x -1 =(x -1)°

— trindmios quadrados perfeitos

x
I
o~

b4
+
-9
[}

i

}___—> polinémios cubos perfeitos

Muitas vezes aplicaremos esses recursos & Trigonometria, recorrendo a trans-
formagdes como:

sen’x -2 . senx = sen x {senx - 2)
sen? x - cos? x = (sen x + cos x) {sen x - cos x)

Além dos recursos algébricos, a Trigonometria dispde de férmulas que per-
mitem completar uma fatoracdo. Assim, no exemplo acima, podemos fatorar:

sen X + COSX € senx - COsX.

Vamos deduzir agora as formulas para transformar somas e diferengas tri-
gonométricas em produtos.
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79.

80.

Sabemos que:

,_
0
©
+ ©

@O0
OO

+

cos (a
cos (a
sen (a

sen {a

+ b} =cosa-cosb -sena - senb

&

-b) =cosa - cosb +sena - senb
+b) =sena - cosh +senb + cosa e
- b) =sena . cosb -senb « cosa o

cos{a+b) +cos{a-b)=2.cosa-cosb
cos{a+b)-cos{a-b) =-2-sena- senb

: senfa+b) +sen{a-b)=2-.sena - cosb

@—@: sen{a +b) - senfa-b) =2 .senb + cosa

Estas relagbes sdo denominadas férmulas de Werner.

Fazendo nas formulas de Werner:

n

1

{a+b
a-b

portanto, a = e b= ——

‘obtemos as férmulas de transformagdo em produto:

81.

84-C

COSP +€OSG =2+ COS ——cr & COF o

Csenp sen q =2 ‘ san

sen p ~sengq =2 - sen

ptq. . P

Temos ainda que:

+ sen p seng _ senp - cosq +senq - cosp
9P+ wq = cos p cosq cosp -« cosq
et tgp +tgq =

sen p sen g

sénp + cosg -senqg - €osp

tap - 199 = cosp  cosq cosp - cosq
—— [tgp-tgg= 2nip-al
cosp - cosq

EXERCICIOS

C.171 Transformar em produto:

a) y = sen 5x + sen 3x

b} vy = cos 3x + cos x
c) vy =sen7a + senba - sen 3a - sena
d y = cos9a + cos ba - cos 3a - cosa
el y =sena +senb +senc -sen{a + b + ¢)
Solugdo
+ -
al y =2 - sen 5x23x . cos 5x23x =2 +sendx * cos x
3x + 3x -

by vy = 2 » cos x2 X * cos x2 X =2+ cos 2x » ¢Os X
c) y = (sen 7a + sen 5a) - (sen 3a + sena) =

=2 -senbBa+cosa~2+senla-cosa =

=2 + cosa * (sen Ba - sen 2a} =

=2 +cosa v (2 +sen2a - cosda) =

=4 - cosa + sen2a * cosda
d) v = {cos9a + cos5a) - {cos 3a + cosa) =

il

b

-4 » cos2a - senda - sen 3a

el v ={sena + senb) - [senla + b + ¢) - senc] =

—2'sena+b-cosa~b-2-sena+b c’Sa+t:u+'—2‘::
e 2 2 2 ¢
—-2-sena+b-[o a+b+2c_ sa“ =
= c 2 co 2 =
atb+2c+a-b a+b+2c-a+b
a+b 2 2
=-2 oo .
sen D) (2 sen 2 sen 2
ath a+c b+c
=4 » ge » .
sen sen 5 sen 5

2-cos7a-cos2a ~2 cos2a +cosa=2-cos2a + (cos7a - cosa) =
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C.172 Transformar em produto: €.174 Transtormar em produto:

a) y =1+ sen 2x

< a) y=sen{a+btc)-sen{a-b+c
bl y =1 + cosx // bl vy = cos{a + 2b) + cosa
c) y=1+cosa + cos 2a c) y =sena +senfa +r) +sen{a + 2r) + senla + 3r)
d) vy =sena + 2 « sen3a + sen 5a d) y =cosla+ 3b) +cosfa+ 20 +coslathb)+cosa
. e) y = cos2p - cos?qg
Solugio f) y =sen2p -seng
n n m gl y =cos?p -senZq
al y = sen 5 +sen2x =2+ sen(z— + x) . cos(T- x) = sen 2a + sen 2b
P Y= cosza - cos2b
22 e sen? (T4 cos 2a - oS
= s 2 0y 1+ sena
i _ . tseha
1 -sena
b) v =cosQ + cosx =2 * cos —2x~ . cos(-—;—) = 2 « cos? %
c) vy =1{cos2a + cos0) + cosa =2 » cosa + cosa = C.175 (MAPOFEI-78) Transformar o produto cos2x * cos 4x em uma soma equivalente.
=2-cosa(cosa+?)=2-cosa[cosa+cos 1]2 - n
3 /" €176 (FEFAAP-77) Provar que (sen A + cos A)* = dcost (A - ).
=4-cosa-cos(3+F—)-cos(i-1) g )
2 6 2 6 ) 13 11
d) y ={senba +sena) + 2 »sen3a =2 +sen3a s+ cos2a+ 2 » sen 3a = C. V77 Calcular o valor numérico da expressdo: y = sen 1217 . cOos 1—2"
=2 +~sen3a - [cos2a + 1] = 2 » sen 3a » [cos?a + cosO] = /,/
=2 +sen3a+[2+cosa+cosal =4 «sen3a -« cosla ' Solugéio
p+q 13rm p-q 1r
C.173 Transformar em produto: Fazendo 7~ - 13 ¢ 7~ = 7 v obtemos
a) y = sen x + cos x d) y = senZ5x - sen? x p:%:?ﬂ’ e qu_gzg, portanto: -
b) y = cos 2x - sen 2x sena + senb 1 13 1
ey = —————— vt i2. (L. 1wy 1 T, .1 .1
¢ y = cos? 3x - cos? x cosa + cosb v=75 (2rsen g5 rcos G5 = glen2Ttsen g = 50+ 5) -3
Solugiio C.178 Calcular o valor numérico das expresséies:
i
= = - - = mn
al v = sen x + cos x senx+sen(2 x} a)v=cos?-cosg
m m L
=2 senz-cos(x-z)=v2-cos(x-7) b)y:senlﬂ.{-sen;'—"
- 12 12
b) y =cos2x -cos (= - 2x) = _ 57 T
° 5 ] ] ¢l y = sen 53 " 5 53
=—2-senz-sen(2x—?)=— 2-sen(2x—-z) 1
c) y = (cos3x + cos x) + {cos 3x - cos x) = C.179 Provar gue cos 40° « cos 80° - cos 160° = - R
= (2 « cos2x « cos x}{-2 + sen 2x - senx) =
= —{2 « sen2x » €05 2x) (2 * sen x « cos x) = Solugio
= -sen 4x * sen 2x ] o
2. . cos 4
d) v = (sen Bx + sen x)(sen 5x - sen x) = cos 40° « cos 80° - cos 160° = cos 802 cos 407 | cos 160° =
= (2 « sen 3x « cos 2x){2 « sen 2x + cos 3x} = . _ (cos 120° + cos 40°) - cos 160°
= (2 « sen 3x » cos 3xH2 » sen 2x - cos 2x) = = 2 =
= sen 6x + sen 4x 1 1
a+th a-b (-§)~cos160°+-—-2-cos40°-cos160°
2+ sen = cos = 2 =
oy - 2 2 -t a+bh \ ‘ 2 =
2+ cos L b, cos 2= b 2 _ €05 160° + cos 200° + cos 120° cos 120° 1
2 2 4 = a = §
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C.180 Provar que 1g81° - 1963° - 1g27° + tgQ° - 4.

C.181 Demonstrar que, se A, B e C sdo dngulos internos de um tridngulo, vale a relagdo:

88-C

a) senA+senB+senC=4-cos%-cosg-cosg
b) cosA + cosB +cosC =1+ 4 + sen % -sen—g--seng

c) sen2A + sen2B + 5en2C =4 -+ sen A + senB « sen C
d) cos2 A +cos2B + ¢cos2C =1 -2+ cosA » cosB » cosC
Preliminares:

JA+B+C-n == (B+C) =n-A :,{59”(5‘“0):59""

cos{B + C) = —cos A
senB’LC cosA
B+C 7 A 2 2
+C = =L _ 2
i) A +B C T = 3 3 3 — B+0C i ﬂ-
cos 5 = sen 5
Solugdo
a) 1% membro = sen A + senB + sen C =
=sen A + 2 + sen 'cosB;C=
A A A B-C
-2 . _ . - 4+ . = . =
sen 5 cos 3 2 « cos 2 cos 5
A A B -C
=2 ~ . —_ 4+ =
2 cos2 [sen2 cos 2 ]
A B+C B -C
= 2 + CcOs 3 [cos 2 + cos D) ]=
A B C
=2—cosi-[2-cos§-cosi]=
A B (o
=4 - cos 7 ' s 5 vcos 7 = 2° membro
b) 12 membro = cos A + cosB + cos C =
B+C B-C
= A+2. . -
cos 2+ cos 3 cos 5
A A B-C
- - 2 = . — =
={1 -2 sen 2)+2 sen 5~ + cos > =
A A B-C
=1-2. = —_— . =
2 senz[sen 2 cos 3 ]
1. A B+C B-C
=1-2+sen 2 [cos - cos 5 ]=
A B C
=1-2-sen 2 [-2-.ien2 + sen 3]=
A B C
= + . —_ . — e _—
1+ 4 - sen 2 TSN 5 csen — - 2° membro

¢} 7% membro = sen 2A + sen 2B + sen 2C -
=sen 2A + 2sen (B + Cl.cos (B- C) =
=2 senA »cosA + 2senA + cos (B -C) =
=2-senA[cosA+cos(B-C)]=

C.183 Provar que se a + b + ¢ =

-2 sen A f-cos (B + C) + cos (B -] -
= -2+ sen A [cos (B + C) -cos(B-C]:
=-2+-senA {-2 + senB + senC) =

=4 -senA + senB + sen C = 22 mambro

cos 20 + 1
d) Sabemos que ¢0s 2% = 2cos? (- le cos? & = —5
cos 2B + 1 4+ cos 2C + 1

2 2

1+ cos2 A + cos 2B + cos 2C _

1+cos2A+cos{B+C)+cosi{B-C)=
1+cos?A-cosA -cos(B-C)=

=1 -cosA [cos {B - G} -cosA] =
=1-cosA[cos(B+C)+cos(B-C]=
=1-2+cosA+cosB - cosC = 22 membro

12 membro = cos? A +

]

C.182 Demonstrar que, se A, B, C sfo dngulos internos de um tridngulo, vale a relagdo:

#

4 E-e g-cosﬂ
a) senB + senC - sen A - sen 5 - sen 5 2

B C
b) cosB+cosC-cosA=—1+4-cos§-cos?-seni
c) cos2A + cos2B + cos2C = -1 -4 « cosA * cosB » cosC
d) senZ A + sen?B + sen2C =2 - {1 + cos A « cosB + cosC)

1 1 1 bl
+ + =1 (A, B, C+# =)
tgA - tgB tgB - tigC tgC - tgA 2

e)

m entdo:
5 :

a) tga - tgb + tgb - tgc + tgc - tga = 1
b} cos?a + cos?b + cos2c -2 - sena » senb *+ senc = 2

C.184 Provar que se {sen 2A, sen 2B, sen 2C} & uma progressao aritmética, entdo o mesmo

ocorre com (tg (A + B), tg (C + A}, tg (B + C)).

Solugdo
Por hipotese, temos:

sen 2B - sen 2A = sen 2C - sen 2B

2-+sen{B~A)-cos{B+A)=2-sen{C -B) + cos(C + B)

sen [(B + C} - (A +C)] - cos (B +A) =sen [{(C + A) - (A +B)] + cos (C + B)
[sen (B +C) - cos (A + C) —sen (A + C) »cos{B+C)] - cosiB+A)-
=[sen(C+A)-cos(A+B)—sen(A+B)-cos(C+A)]-cos(C+B)

sen (B +C) » cos {C + A) » cos (A +B) ~sen(C+ A) «cos(B+C)+cos(A +B) =
=sen (C + A} < cos (A + B) + cos (B + C) ~sen (A + B} » cos (C + A} - cos {C + B}
Dividindo por cos {A + B) « cos (B + C) - cos {C + A), temos:

sen(B+C) sen{C+A) sen{C+A) sen(A +B)

cos(B+G] cos(C+A)  ©cosi{C+A] cos(A+B)

isto é:
tgi{B+C)-tg(C+A)=tg(C+A)-tg{A+B)
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C.185 Provar que se (senfa + b -c), senfa-b + cl, sen(-a +b +c)) & uma progressdo €.190 Provar que se os dngulos de um tridngulo ABC verificam a relagio cos A + cos B =
aritmética, entdo o mesmo ocorre com (tga, tgb, tgc). - sen C, entdo o tridangulo é retdngulo.

~ T
C.186 Provar que se a + b + ¢ = UL entdo Solugéo

sen2a + sen2b + senZ2¢c +2 » sena - senb « senc = 1 cos A + cosB =senC —=

IR oy

Soluglio == 2 + cos -cosA_B=2-sen£-cos£==>
o 1 ~-cos2b 1 - cos 2¢ 2 2 2 2
12 membro = sena + 5 + 2 +2-sena - senb » senc = c -B c c
= sen = ° COS =sen = °* cos - ===
2 cos 2b + cos 2¢ 2 2 2 2
=1+ sen a-T+2ﬂsenalsenb-sanc=
2 A-B C A-B=C= A=B+C =
=l+senza-cos(b+c)-cos(b—c)+2-sena-senb-senc= cos ; = cos == { oy
=1 +sen?a -sena « cosfb -c} +2-sena -senb + senc = A-B=C=> B=A+C =
=1+sena~[sena-cos(b-c)]+2-sena-senb-senc:
=1+sena-[cos(b+c)-cos(b-c)]+2-sena-senb'senc=
=1 -2+5ena-~senb ~senc+ 2 « sena » senb « senc =1 = C.191 Provar que se os angulos de um tridngulo ABC verificam a relacdo sen 4A + sen 4B +
= 29 membro sen 4C = 0, entdo o trilingulo é retingulo,

C.192 Demonstrar que todo tridngulo cujos dngulos verificam a relagdo sen 3A + sen 3B +

C.187 Estudar a variagdo, da fungdo f:IR—>IR dada por f(x} = cos x - sen x.
+s58n 3C = 0 tem um éngulo de 60°.

Solugio
m m T
f(x) = cos x —cos(i -x) = -2 - sen 7 sen (x - :‘-) =
n
=-\/5' sen (x - 3)
Portanto:
DIf) = R
p =27
mf = {-v2, V2)
Y 4
JI|
1] |
i
n an i
4 4 ! .
0 : m o x
i : z
-14 !
2

C.188 Estudar a variagdo da fungio f:IR->IR dada por fi{x] = sen 2x + cos 2x.

1+tgx7

C.189 Qual é o perfodo da fungio fix) = TTtgx
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Moscou: preso escreve obra

Jean Victor Poncelet nasceu emn Metz, no ano de 1788,

Tendo-se destacado como estudante quando cursava a Escola Politécnica de
Metz, Poncelet tornou-se conhecido como excelenta professor de Matematica, sen-
do convidado a servir como engenheiro no exército napolednico.

Em 1812, Poncelet lutou com as forgas francesas na Rassia, caindo prisionei-
ro. Durante os dezoito meses de cativeiro, comecou a esCrever um de seus trabalhos
mais notaveis: a Geometria Projetiva, teoria em que Desargues e Pascal tinham dado
08 primeiros passos, no século XVII.

Em 1814, Poncelet retornou a Franca e, 2 partir de 1815, camecou a publi-
Car suas criagches nos “‘Anais da Matemdtica’", Seus trabathos iniciais versavam so-
bre os poligonos inscritas e circunscritos a uma cénica,

O grande trabalho de Poncelet, “Ensaio sobre as projetivas das segbes cani-
cas’’, s6 apareceu em 1820 e foi melhorado e reproduzido dois anos depois com o
titulo “Tratado das propriedades projetivas das figuras”. Nestas obras, Poncelet
observou que certas propriedades das figuras se mantém constantes, quando as fi-
guras sofrem deformacoes por projecdes.

Poncelet foi ainda o criador da teoria da
polaridade e do principio da dualidade, base so-
bre a qual outros matemdticos como De Mor-
gan, Whitehead e Russel desenvoiveram poste-
riormente seus trabalhos,

Finalmente, Poncelet atingiv o maximo
de sua criagdo quando estabeleceu o coneeito
de razdo dupla ou anarménica, Com base nesta
descoberta, posteriormente, Klein conseguiu
unificar as geometrias numa s6, criando a pan-
-geometria,

Poncelet faleceu em 1867 na mesma cida-
de onde nascera.

Jean V. Poncelet
(1788 - 1867)

CAPITULO vII

EQUACOES

I. EQUAGCOES FUNDAMENTAIS

-

82. Sejam f{x} e g(x) duas funcdes trigonométricas da \iariéve.I X e szejz‘am
D, e D, os seus respectivos dominios. Resolver z? equagao‘ trlgonomtitrlca
f{x}) = g(x} significa determinar o conjunto S, denominado con/'unto-so/ug,‘ao ou
conjunto-verdade, dos numeros r para os quais f(r) = g(r) €é uma senten(,_:a
verdadeira. Observemos que uma condicio necessiria para que um certo r seja
uma solugdo da equacdo dada é que r € D, e r € D,.

83. Quase todas as equacBes trigpnométricas reduzem-se a uma das trés equacoes
seguintes:

19) sena =sen §
29) cosa = cosf

3% tga =198

denominadas, por esse motivo, equacBes fundamentais. Assim, antes de mais na-
da, € necessdrio saber resolver as equacBes fundamentais para poder resolver
qualquer outra equacdoc trigonométrica.
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Il. RESOLUCAO pa EQUACAO senq = sen 8

84. Se seng - sen B = OP,, entio as
imagens de o e B no ciclo estio sobre a
reta r que é perpendicular ao eixo dos
§enos no ponto P, isto €, estio em P oy
Pl
Ha, portanto, duas possibilidades:
¥ aef tém a mesma imagem,
isto é, sdo céngruos
ou

23) a e B tém imagens simétricas em relacio ao eixo dos senos,

sdo suplementares.

8. Em resumo, temos:

s®ena = mnﬂ ==y {OH

o= f + 2k

a=fr-p+2k1;’

EXERCICIOS

C.193 Resolver as seguintes equacdes:

T 2

a) senx = sen 5 b} cossec x = cossec
,C) senx = 0 d) senx=;—

#sen x = - -\L; f) senx = £
. 2 2

g) senx = 1 _h) senx:-i

Solugdo

x = g + 2km

n
a) Senx=sen§ == ¢ ou

n
= - — 4
X=1 5 2km

S={x€R|x=—g+2k1r ou x=35£+2k17}

94-C

isto

3

—

1
. Fii 1
X = CO§58C —— ——= 7
b) cossec 3 sen x L

3

x:ﬂ+2kﬂ
2m ou on

—_— = sen —— e
e 3 x=1r—_3 + 2k7

w
fs={xER |x=%ﬂ+2krf ou x=3+2kﬂ}
x =0+ 2k7

=0 =sen0 === <ou
o senx {x:n—0+2k1'r

2k7 ou X = {2k + 1) « 7} =
Kk}

xER | x
{xE'Rlx

It

S

1}
H

1 T
d) senx = 5 =sen = = < ou

sT
n
S={x€ﬂ|x=§+2kn ou x=—€-+2k71}

e} senx=-—\é;=sen - == { ou

57
- - — + 2k7
X=" a

5T T
S={x€|ﬂ|x=7+‘2k‘n ou x=-T+2kT!}
Vi x=%+2k1r
3 n
f) sen X = —5- = sen = == qou

i
=0 - = + 2km
x=m-

2m
S={x€Hlx=%+2kﬂ ou x = = + 2km}

n P
g) senx =1 = sen 7 , entdo:

S={x€|R|x=—g+2kTr}

3n o
h} sen x = -1 = sen > , antdo:

S={x€lRix=3—;-T+2k1r}
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intes equagoes:
C.194 Resolver as equagdes abaixo: ©.198 Resolver as segui

N

! . 2 1 b} sen 3x =
al sen2x = — c)2-sen2>(—3.senx+1=0 )sen x =3
. L _\/_3- . d} sen2x = sen x
b sen? x - senx - 0 dh 2 - cos?x -t - genx Fsenlx - 7 =
Solugio )
Solugao
n
a) senx:i% entdo: ) - €+2kn
1 m
S:{xEIR|x=E+2k’H ou X:S_ﬂ' + 2knm ou x:171+2k7'r ou a)sen2x=§=59n"§ == < ou .
i ° ° 2X=7T—€+2kﬂ'
x:——g+2kn}

5T
n - 2 +km
SZ{XEIHix=12+k?T0u X= 13 }

b) senx « {senx - 1) - 0 = senx =0 oy 1 entio:

S:{xEIRlx:kﬂ ou x:g-+2k1'r} 3x:%+2kﬂ
\/_2- m = ou
b} sen3x = —~ =sen & p
+ / - + =7 - — + 2k
c) senx:s‘—gi:3 ! == sen x = 1 oul,enta”o: 3 4
4 4 2 2km
! m T 57 | oy 2k x =+ 2
S<{xER x=—2-+2k1'r ou x=§+2kﬂ ou x:€+2kTr} s={xER X= 13 3 4 3
d)2-(1—sen2x):1—senx = 2sen?x -senx - 1 - g x_l=%+2kﬂ'
1TFV148 173 -1 3
! : = —_ 7 _ = —
resolvendo: sen x 2 2 1 ou 2 o sen(x-£)=£=””§ = <ou
recaimos em equacdes fundamentais 3 2 X = T - % + 2km
3

senx = 1 :X:g'f'ZkTr

m - T + 2k7}
_ _ l x= 55 +2km ou x =17
sernz:—l = x = E+2krr ou x=7—n+2kn S'{XEIH X 3
2 6 6
m - n
S={x€lRlx=5-+2k1rou X =, €+2k77 ou x=—6-+2k7r}(k€ZJ 2x = x + 2KkT
2x = sen x === ou
C.195 Resolver as equagdes abaixo: d) sen 2x =M - x + 2k7
2k
T b) cossec x = 2 -1+—}
= sen T ! _ =2km ou x =
.8} sen x sen ‘ Csenx o s=-{xeERrR | x 3 3

.C?San-_--J J/Z'Seﬂzx+senx-1=0
2 N 3 .tgx=2. cosx

' 2 ’ 2 = ‘ C.199 Dete iial X € IR tal que: P - .
- ‘ }} Cos“ X = 1 - sen x T r )
= sen 3x b =
n + 2 al-sen 5x se )’ﬂ/ax sen 2x
i sen x Cos £x = 1

[+ 200 erminar Qs an Lo} nterno m trian ogres
j | sabendo q Sta0 P
De a gul S | s de u tria gulo ABC en ue e em pr ¥

- - o &
| B dngulo com o angulo médio =
C.186 (FEFAAP-77) Determinar os valores de x que satisfazem 3 equagao: . o aritmética o que o seno da soma do menor dng

dsen? x - 11sen2x + §
san4 x sen2 x 0 | {sen o
4 - Iver o sistema v =
C}Q? (FEI-76) Resolva a equacio: €.201 {MAPOFEI-76) Resolver .-y

2sen x lsenxi +3senx = 2
97-C
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1. RESOLUGAO DA EQUAGAO cos«

86, Se cosa = cosf = OP,, entio
as imagens de a e f no ciclo estio sobre
a reta r que é perpendicular ao eixo dos
cossenos no ponto P,, isto é, estdo em
P ou P'.

H4, portanto, duas possibilidades:

1) « e § tdm a mesma imagem,
isto €, sdo céngruos
ou

2%) a e § tém imagens simétricas
em relacdo ao eixo dos cossenos, isto é,
sao replementares.

87. Em resumo, temos:

= COSp

cos o = cos f —= {

=8+ 2kn
ou
a = -ffi + 2kn

EXERCICIOS

C€.202 Resolver as seguintes equacdes:

T
/a) cosx = cos bl sec x
cleasx =0 d) cos x
e) cosx = -1 f} cos x
- ﬁ‘
gl cos x = - h) cos x
Solugdo
al cosx:cosg ::rx:i-g+2k1r

S:{xelﬂlx:ingzkrr}
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p’

=V

. 27 —_— ! = ! ===> CO0§ X = CO$ ZT—T entd
b} sec x'= sec == cos X 27 - 3 a0
cos —
3
2n
s={xEIH|x=i?+2kﬂ’}
m =~
¢ cosx:O:cosE entdo
! n
S:{xEIRlx:ig+2kn}={xEIRix:-§+kﬂ}
d) cosx =1 =cos0 entdo
s={xER | x=2kn}
e) cos x = -1 = cos T entio
s={xER | x-n+ 20w
1 .
f) cosx = 7 = COs = entdo
S:{x€|R|x=ig+2k‘n}
) = ﬁ = COs z entdo
g cosx = —— = 7
s:{xelRlx=i.}+2kn}
h)} cos x ——\/—3 = Ccos 5— entdo
- 2 6
s={x€|RIx=i%” + 2km}
C.203 Resclver as equacdes abaixo:
al 4 -cos?x =3 b) cos?x + cosx = 0
cl sen? x =1 + cos x d) cos2x + 3 *cosx +2 =0
Solugao
a) c052><:E = cosx:—3 ou cosx:-\LE entio
4 2 2
S={x€[ﬂlx:t%+2kn ou x:i%r + 2k7}
bl cosx + lcosx + 1} =0 == cosx =0 ou cosx = -1 entdo
S:{xEIR|x=;+k‘n' ou x =7 + 2km}
c) 1 -cos2x=1+cosx —= cos?x +cosx =0
e recaimos no anterior.
d (2 +cos2x-1)+3 -cosx+2=0 == 2+cos2x+3-cosx+1=0

KRV 3+
Cos X = 3_49 8=341 cosx = -1 ou cosx = -

H

2
entfo S={xER | x=n+2kr ou x:i—a- + 2km}
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C.204 Resolver as equagdes abaixo:
1

a) cosx = -5 b)
v3
c) cos x = 5 d)
e) 2 « cos? x = ¢Os X )
g} 2 -2+ cosx =senx * tgx h)
i) 1+3-192x =5 - secx i
C.205 Resolver as seguintes equacdes:
Vs
al cos 2x = - b}
c} cos (x + 7r)—0 d)
7 -
Solugdo
a) cos2x:\/T§:cos% — 2x =

S:{xE?R|x=i% + k)

COS X

il

NS

sec X = 2

4 - cosx +3 -secx =8

2 +-sen?2x +6 - cosx =5 + cos 2x

3 1
senzx) 4 - cos? x

{4 -

COS 2X = COS X

'
cos {x - -Z) =1

i
+ 5 + 2k7r , entdo:

2x = x + 2kTm

b) cos2x = cos x ——= {ou

entdo:
2x = -x + 2km
S={xER | x =2k ou x:zgT
c} cos(x+%)=0=cosg —_— x+%:ig—+2k'n,ent5o:
S:{XEIR[X=%+2kH ou x:-2—:+2k1r}
"
d) cos{x - I) =1 =c¢cosQ —= x~%:2kﬂ , entio:

S={x€|R|x='%+2kﬂ}

C.206 Resolver as seguintes eguacdes:

al cos3x -~ cosx =0

b)

cos 5x = cos {x + g—)

C.207 Determinar os dngulos internos de um tridngulo ABC sabendo que

cos (A + B)

1
2

1
B+GC) = —
e sen | C) 5

€.208 (MAUA-77) Dada a equagdo {sen x + cos y}{sec x + cossec y) = 4

a) resolva-a se: x = y
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b)

resolva-a se: sen x = COsy

) =20

IV. RESOLUCAO DA EQUAGCAO tga = tg§g

88. Se tga = tgf = OT, entdo as
imagens de a efl estdo sobre areta r de
terminada por O e T, isto & estio

em Pou P
Ha, portanto, duas possibilidades:
13) a« ef tém a mesma imagem,
isto &, sdo congruos
ou

23) aef tdm imagens simétricas
em relagdo ao centro do ciclo, isto &,
sdo explementares.

89. Em resumo, temos:

roas=f+ 2kn
tga:‘gﬂ== ou '-====§a=ﬁ+k1r
a=7+f+ 2kn

EXERCICIOS
C.209 Resolver as equages seguintes:

al tgx =1 b) cotgx=\/§

c) tgx=—\/—3— d) tgx =0

e) 1g2x = V3 f) tg2x = tgx

gl tg3x =1 h} tg Bx = tg 3x

Solugdo

a) tgx =1 =1g , entdo:

k]

S={x€|ﬂ|x:% + kmr}
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C.210

102-C

bl cotgx =V 3 =tgx = A = tg I entdo:
3 6
s-{xERIx-= 7—; + Kk}
c) tgx = -V 3 =19 2—311 , entdo:
S-{xERIx-= %ﬂ + km}

d) tgx =0 = tg0 , entdo:
S={x€RIx=«knr}

e) g2x =V3=1g -g=>2x= g + K,

entdo:

$={xERIx

IE

kmr
+2}

f) tg2x = tgx = 2x = x + k7,
entdo:

s={xERIx=kn}

g tg3x =1 =19 _;I=3x

n
P E]
+
x
A

entédo:

S = eF‘|=1+'ir
b =2t

kmr

h) tg5x = tg3x =>8x = 3x + kit = x = 2

Notemos que se k for fmpar, entdo ndo existem tg5x e tg3x, portanto:

s={xERIx-= k—;,k par }

Resclver as equagles abaixo:
a) senx -V 3-cosx =0
b) sen®x = cos?x

c) tgx + cotgx = 2

d) sec?x = 1 + tg x

Solugio

al sen x =\f§-cosx=> senx =V3=tgx=\/§

COs X

s={x€mRIx-= .g.-l-kﬂ}

2
S_en_i =1 —‘_—>tgzx =1
cos?x

. 2
b} senzx = €O$ X == ’

entdo: tgx =1 ou tgx = -1

bid 3m
S;{xélRlx:—Z Hkmoou x = =5 + k7}

c) 1gx + L =2=t92x—2-tgx+1 =0
1g x

2xv4-4
2

19 X = = 1 , entdo:

s:{xEme:%ch}

2
d) seczx:1+tgx=#1 +t92x=1+tgxﬁtgx—tgx=0=>
= tgx-+itgx -1} =0,
entfo: tgx =0 ou tgx =1

$-{xERIx=kr ou x:-;[+k7T}

€.211 Resolver as equacdes abaixo:

m _ -0
tgx = tg — t}y tg 3x - 1g2x
ar 9} -

ja)'/::otg X = cotg 5_;_‘! g) tg2x = tgix +

%tgm/z

dl.cotgx = 0

ISE

bl tgdx =1

/'}//cothx = cotg (x + %)

/'rf/t’gz2x =3

e) cotgx = -1

C.212 Resolver as equacBes abaixo:

}Aﬁ =2tgx
b

1 _q . Sosx
sen?x sen x
m
¢) sen 2x * cos{x + 14’-) = cos 2x * sen {x + IJ

d) {1 -tgxM1 +sen2x} =1 +1gx
©.213 (MAPOFE!-75) Resolver a equagdo cotgx - sen2x = 0.

C.214 (EEI-77) Para quais valores de p, a equagdo: tgpXx =
raiz.

= cotgpx tem X =

para

[N B
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V. SOLUCOES DE UMA EQUACAO DENTRO DE CERTO
INTERVALO

90. Quando desejamos obter as sclugbes de uma equagdo pertencentes a um
certo intervalo |,

seguimos a seqiiéncia de operagdes abaixo:

19)  resolvemos normalmente a equagdo, ndo tomando conhecimento do
intervalo | até obtermos a solugdo geral:
2% obtida a solugdo geral,

onde necessariamente aparece a variavel k
ores inteiros que acarretem x € L,

O conjunto-solucio sera formado
valores escolhidos para k.

inteira, atribuimos a k todos os val

pelos valores de x calculados com os

EXERCICiOs

€.218 Determinar x € [0, 21) tal que 2°+senx = 1.

Solugdo
A solucdo geral da equacdo sen x =

1
]
2

il 57
X = — + 2kT ou = — + 2km
6 ** %

Se queremos 0 < x < 27, devemos atribuir a k o valor 0,

entdo:
LY ¢
S={2,6 2F
@ &)
C.216 Quais sdo0 os arcos do intervalo fechado 0 ——— 277 tais que o seno do seu dobro
8 \_/—_3?
Solugdo
Chamemos de x os arcos procurados, entdo:
2% = E + 2km
3
sen2x=—~2\/—§=>sen2x=seng—=> ou ==
2x = 2n + 2k7W
3
104-C

C.217 Determinar x tal que 0 <x <7 e sen3x =

x=16r-+k"

ou (chamada solugdo gerai}
—

2 x

T +kn
3

A solugao ger é o conjunto e todos ¢ rcos que $ isfazem ao dada, ao
| al 1] d dos os arci ul atista a equag. a

§50 qQue queremo s6 os arcos-sol ¢ao do ntarvalo 0 r— 27 . tao -
pa u do i a en vamos atri
uere S

e o I
k=0 x—6

em@ m
k=1= X 6
=x=‘1_r

k=0 3

em @ an
k:1=—“"x='§'

i acarretaria
Observamos gue qualquer outro valor atribufdo a k em @D ou @
Ser
x €0 +— 2T,
moIm o Ay
uf 3

T
S:{E' 3' 6

N|=

- [¢] arcos do intervalo fechado 0——2m ] ue o seu seno é igual a0
als sa0 os tals qQ |
C.218 Quai

seno do seu dobro?

Solugao

Chamemos de x os arcos procurados, entao:

2% = x + 2KTT x = 2kW
_—
sen 2x = sén X =>{0U

ou
i
2x = M - x + 2km X=_§+—3—-
k=0 => x=0
Em
®{k=1 = x =27
. T
k=0 =— —3
= = x =N
em@ k 1 51
k=2 = x= —
3
T 5n 2}
- =, m = .27
S*{O'B' 3
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C.219 Obter as solucdes da equagio sen 3x = sen 2x que pertencem ao intervalo [o, 7). Vi EQUACOES CLASSICAS

C.220 Determinar x tal que 0 <x<27T e cos2x = 1 .
2

Apresentaremos neste item algumas equagBes tradicionais em Trigonome-

Solugiio
tria, -sugerindo métodos para fazé-las recair nas equagles fundamentais.
i d
2x = = + 2k - T ~
3 U x= 2 + Kk @
Temos °°’2"=°°‘§=’ ou ==1 ou 91. a-senx+b - cosx =cla b, c € R¥
2% = - — + 2km X =~ — + kT
@ Método 1
Fazemos a mudanga de varidvel senx = u e cosx=v e resolvemos o
k=°=”‘=% k=1 == x= 27 sistema:
6
pe (D de (2) {au+b2v=c
= m 117 ut+vi=1
k-1=--‘»x=F k=2 == x= _°
® Tendo calculade u e v, determinamos os possfveis valores de x.
entEoS:{%, %", %1’, %f}
Método 2
G Gorer x tolque eondx - coszx ¢ 0 xS Fazendo b . tg 6, temos:
" ,

C.222 (EESCUSP-69} Achar as solugdes de 4 + sen’x - sen x = 0 para 0 < x <27, b C
a*senx + b+cosx = c= senx + : * COS X = :=='

C.223 Determinar x talque 0 S x 7 e tgbx = g 2x.

sen § c
Solugéo :.senx+tg9.cosx=_9_==>senx+ *COSX = — =
a cos a
k c 6 (x +8) = £ .cosb
196x = tg 2x = B6x = 2x + kit == x = KT =>senx-oos€+sen6-cosx=:-cos == sen(x =3
4
: +0.
Fazendo Kk = 0, 1, 2, 3, e 4, obtemos respectivamente x =0, X T 37 e, assim, calculamos x + 8
4" 2’ 4
7. Excluindo os valores 1 ¢ 7 para os quais n§o existem as tangentes de Bx
4 4 Método 3
2
e 2x, vem X 2t 1-1 =~
= = mos senXx = e cosx = —— , entdo:
Fazendo tg 2 t, te Tt 1+ 12
2
s={o, I n} R _ 71 S E S
’ ' . . =¢c=a-
2 assenx + b cosx T 1T ¢

2 _ 2 2 _ _ -
C.224 (MAPOFEI|-74) Calcular x no intervalec 0 < x € 27 tal que tgx + cotgx = 2. = 2at + b - bt? = ¢ + ct* = (c + b}t 2at + {c - b) 0
e recaimos em uma equacdo do 29 grau em t. Observemos que este mé-

CHE Sendo QS xS, resoluar Vaan'x - Veos'x - 0 todo falha se m + 2km for solugdo da equagio, caso em que a substituicdo
C.226 (itajubd-69) Resolver a equacdo senx + seny =1 sabendo que x +y = _g_ 19 127_ -t n3o tem sentido.
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EXERCICIOS

Entdo:
C.227 Resolver a equagdo V 3+ cosx + sen x = +
¢ sen x =1 - L 2:VA-aU VIO -VE | 222V3 4 5.3
Solugio 201 +v3) 201 +V3)
~ Existem, assim, duas possibilidades:
Método 1 - T
t=1g o, 2 =20 vkme x= = 4 2km
Fazendo senx =u e cosx = v, temos: 2 2 a4 2
{U + v .\/_3_ =1 @ ou
i m
2,2 —tg X =243 2 -2 L skme x=- = +2kn
v @ t- g 2\/_'2 12 3
.De @ vem u=1-v-V3 Que, substitufda em @ acarreta: C.228 Resolver as seguintes equagSes:
(1‘V'\/§)2+V2=1‘—‘>4V2-2\/§-v=0 a) senx + cosx = -1 b)\/E-senx—cosx=-\/§
x v="0 u=1-0-4v3=1 C.229 Determinar x talque 0 K x €2 e senx + C€OS X = 1,
entdo ou V3 portanto ou :
3 N
v = - u=1- v3 /—3=_ 1 Solugao
. 2 2 Fazendo senx = u @ cosx =V, temos:
Existem, assim, duas possibilidades:
m ut+v=1 @
COSX=0,SEnx=1ex_—,_2_+2k.n
2 2
ou u® + vt =1 @
3 1 T 2 2 2
cosx = X2 = - _ - - : + {1 -u)f=1=20"-2u=20
2 ; SEN x 2EX- —6—+2k'n ®8m®u
Existem, entdo, duas possibilidades:
Métado 2 u=0¢e v=1-u-=1 ou u=1 @2 v=1-u=0
\/ T ortanta S = {0 r 27!}
sen x + 3-cosx=1——->senx+tgE.cosx=1= p Cg
sen '
= sen x + 3 . o5 X = 1= C.230 Obter as solugdes das equagdes abaixo, dentro do intervalo [o, 2m}:
cos g a) sendx + cosd4x =1 b) Isen x| + lcos x| =1
sen x - tos ”311 + sen g— .« cos x = cos o C.231 (MACK-70) Resolva no conjunto dos nimeros reais a equagdo sen 2x = 1 - cos 2x.
3
x+ T okn x=- T 4ok C.232 Discutir a equagdo em X: M *senx + cas X = M
3 6 6
= sen{x + g_) - % — ou — < ou Soiugdo .
2t 1 -t
Fazendo senx = e cos X = 5 . temos:
x+ X 5T 4 ok x = T 4 okr 1 +12 1+t
3 6 2 ,
.2 1-¢ = 2mt+1-0 =m+mt? =
Método 3 1 + 12 1 + 12
2
senx + V3ccosx == 2o o3 Lot g = (m+1). %= 2mt +(m-1) = 0
t 1 +1t -
W/ VL alti 5 lucdo real se, e somente se, apresentar A 2 0, entdo:
=2t +vV3 -V3.12-1 4 2 = 01 +\/§)t2 P _\/3) - Esta altima equacdo tem soluca P
A=4am?- alm+ Nim-1) =430 0 que ocorre para todo m real.
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C.233 Discutir, sequnde m, as equagGes seguintes:

al m*cosx -{m+ 1) +senx=m
b) senx + cosx = m

92. Zsenfi(x) =0 ou Zcosfiix} =0

O método de resolugdo consiste em transformar a soma em produto e es-

tudar as possibilidades de anulamento de cada fator.

EXERCICIOS

C.234 Resolver as equagdes:

a) sen7x + sen5x =0 b) cos6x + cos 2x = 0
cl sendx -cosx =0 d cos3x+sen2x =0
Solugdo
a) sen7x +senBx = 0 =>2 esenBx*cosx = 0
19 possibilidade: sen6x = 0 == 6x = kT = x = %"
22 possibilidsde: cosx =0 =% x = _;I + kT
S={xEF!|x=k—Trou x= T +kr}
6 2
b) cos6x + cos2x = 0= 2 ~cosdx+cos2x =0
12 possibilidade:  cos4x = 0 => 4x = %+k1r=>x= % + '%’
29 possibilidade: cos 2x = 0= 2x = -121 + k= x = %r- + '—%’I
8= XEIH|X= £+Mou X = £+'_(_1_r
{ 8 4 4 2 }
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2

=o=2-sen(52—x- %)'005(25 + Iy-o

c} sen4x-sen(12r— - x) n
n 5x T _
12 possibilidade: sen(%’f- T) =0 = 3 - ol KT =
w 2kT
= o+ ==
== 1% " s
3 T i
29 possibilidede: cos(%’-‘ + %'_)=0=> -25 t et 3 + KT =
=x=.11+ 2k_1£
6 3
n o, 2T ., 2
S={x€lﬂ‘x=ﬁ+—5—oux 5 3 }
X .., 6x _ W, _
d} 0053x+oos(%-2x)=0=>2'cos(-2—+E—) COS(2 4) 0
T X T o
18 possilidade: cos(%--i- 7'_)=0=.:".. + T "3 + kW=
=x=_1_r.+2k1[
2
T Bx T _ W
22 possibilidade: oos(-szl - I)=o._——_-a» R S + kT =
=x-_3.1+ 2k
- 10 5

C.235 Resolver as aquagdes:
a) senmx + sennx =0 {m, n EN")

b) cosax + cosbx = 0 (a, b € R")

¢) sen 2x = cos{x + %)

C.236 Resolver as seguintes equacdes:
a) sen x + sen 3x + sen 4x + sen 6x = 0

b} cos 3x + cos Tx = cos bx

Solugio

al {sen 6x + sen 4x) + (sen 3x + senx} = 0=
=32 +genBx ¢+ cosx + 2*sen2x ¢ cos X =0=
== cos x * (sen 6x + sen 2x} = 0 =

7% . 25 =0
= 2 * cOS X * sen =z cos 3
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12 possibliidade:
22 possibilidade:  sen x =0= x = 2kw
7

39 possibilidade: cos SX - 0== x - N 4 2KkT

3 3

S={x€R]x=12r-+k1'r,x=2—'gIou X = +

3 =

Wi

2k
3 !

b) fcos 7x + cos 3x) ~ cos 5x = 0 == 2 « cos 5x * cos 2x - cos Bx = 0 —

== 2 + cos 5x (cos 2x - 1?)=O-——>
12 possibilidade: cosBx = 0== x = . 4+ X
10 5
22 possibilidade:  cos 2x = %=>x =% g + kT
S={xERIx=-T 4 k¥ .
{ 3 5 ou X 5 + km}

C.237 Resolver as equagGes:

al sen Bx + sen x = 2 - sen 3x
b) cos x + cos{2x + a) + cos(3x + 2a} = 0
¢} sen 7x + cos 3x = €os Bx - sen x

€.238 Determinar x tal que 0 < x <7 e cos?(x + a) + cos2(x - a) = 1.

€.239 Determinar x tal que sen 3x + cos 2x - sen x = 1

e DS x &

€.240 (MAPGFEI-74) Determinar o angulo x, medido em radianos, que satisfaz a igual-
dade:

sen{x + %) + sen(x ~ %r_) = _"22

C.241 (MAUA-77) Dado o sistema

sen{x + y) + senix -y) =2
sen x + cosy = 2

a) mostre que o par (xq, vo)

com xg = 27 e yg = %T ndo & solugdo do sistema.

b) resolva o sisterma, determinando todas as solugbes (x, y).

€.242 (FEI-77) Resolver o sistema:
{sena +cosb =1

2 2 7
sendo, a e b, do 19 quadrante.

a-b _ 1

sen
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. 93.

sen? x + cos® x = ala € R)

Para resolver esta equagdo basta aplicar a identidade

sen‘x + COSAX

2.2
sen®x + cos®x = (sen®x + cos*x)® -

( sen 2x )2

2.9,
V-2l

Temos entdo:

=1 sen? 2x
2. sen®x - cos’x =
- sen® 2x

2

pois:

a=1- sen’2x =a=>sen’2x = 2(1 - a).

sentx + costx = 5

Notemos que $& existe solugdo se 0<2(1-a) <1, istoé se

1—<a
2

94. sen®x + cos®x = ala € R}

< 1.

Resolver esta equagdo aplicando a identidade:

2
- 3 sen‘2x .
sen®x + cos®x = 1 - = pois:
4 2. . end 4.
senSx + cos®x = {sen’x + cos®x){sen”x - sen”x « COS"X + cos' x)
4 2 2 (1 sen22x) _ sen? 2x -
= {sen*x + cos*x) - sen“x « cos"X = - == -
1. 3 sen’ 2x
4
Temos entdo:
2 4 - 4a
Josen"2X _ . pn?x =
senbx + cos®x = a==>1 - — =a se 3
4 - 4a < 1, isto &, se

Notemos que so existe solugdo se 0 < —5

1
4

£ a<x1.
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" EXERCICIOS

Slw

€.243 Resolver a equagio senx + cos*x = 3
4
Solugio
Decorre da tecria que:
sen®2x = 2{(1 - i) -1
4 2
portanto sen 2x = % _'22 e entdo
T K
2x = 4+ D=y o l km
A -
S={XER'X= E + k._ﬂ}
8 4
C.244 Resolver a equagéio sen®x + cossx = L
16 °
Solugdo
Decorre da teoria que:
2 4
sen2x=—-(1_a)=i. Y AT
3 3 §] 16 ) =
portanto sen 2x = \/TE e entdo:
2x = £ _Tf' -f-k‘f[=b)(=ilr + E
3 6 2

S={xERix=-2 L , kr,
3 2

C.245 Resolver as seguintes equagfes para x € [O, 27!]:

a) senx + cos*x = B

8

b} senx + cosbx = B

8

c) sen% x + cos? x = %
d) sen® X 4 ooe6 X _ 7
2 2 16

e) sen¥x + cosx = 1
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vil. FUNGOES CIRCULARES INVERSAS

95. Fungdo Arco-Seno

A fungdo seno, isto 6, f: R - IR tal que fi(x) = senx & evidentemen-
te ndo sobrejetora {pois @ x € R tal que senx = 2) e ndo injetora {pois
T 5 w b
L #£ = e sen - =sen — )
6 6 6 6
Se considerarmos a fungdo seno restrita ao intervalo [~ -g , g] e com

contradominio [-1, 1], isto é, g:[- g , % ] [-1, 1] tal que gi{x) = senx,

notamos que

A sen x

19) g ¢é sobrejetora pois para todo y € [-1, 1] existe x € [—g , 1—27 ]

tal que senx =y,

- . . m o ,
2%) g ¢é injetora pois no intervalo (- 1—2T ' ] a func¢do seno é crescen-
te, entdo:

X; F X; => SEN X; ¥ 5eN X,

Assim sendo, a fungdo g admite inversa e g~! & denominada funcdo ar-
rT
2°2
e associa a cada x € [-1, 1] um y € |- % s g- ] tal que y é um arco cu-

co-seno. Notemos que g~! tem dominio [-1, 1], contradominio [-

jo seno é x l(indicase y = arcsen x). Temos, portanto, que:

Yy = 8rc seNX < seNy = X € =~ <y <

(R
N
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H I ~ . . - . . 1
Jé vimos que os grificos de duas fungBes inversas entre si sdo simétricas C.248 Calcular coslarc sen 3 ).
em relacdo a reta que contém as bissetrizes do 19 e 39 quadrantes, entdo a
partir do gréfico de g obtemos o gréfico de ¢~ ': Solugéo
1 .
-1 Fazendo arc sen -é- = @, temos:
g(x) = sen x g™ (x} = arc sen x
s
sen O = Te - -TI-QOLQE
g sen A arc sen x 3 2
x entado
2 Vi
o / 1 8 272
cos = +V 1 -sen =+ 1—-§:+\/;_T_
1
3
€.249 Calcular tglarc sen i }.
3 5
— C.250 Calcular cosfarc sen = + arc sen — ).
— 5 13
-g' 0 n -1 0 1 x
2
Solugdo
3 «
-1 Fazendo arc sen E = @, temos :
SEnQ:g e - E <01€ ll'
_n 5 2 2
2
3 .2 4
& a =+ 1-(=)V= 2.
entao cos 5 5
Fazendo arc sen % =, temos:
- 5 - T g
senﬁ 13 e 2 \6\ 5
EXERCICIOS
entdo cosfl = + 1—(%)2=1_§.

C.246 Determinar ¢ tal que (& = arc sen i ) ,
2 Finalmente, temos:

cos {0+ ) = cosx-cosff - sen@-senf =
5 _ 48-15 _ 33

13 65 85

Solugdo

12 3
Temos: 3 5 s

Q& = arc sen
C.251 Calcular:

2 1
isto é, arc sen % ndo é gualquer & tal que sen « = % mas aquele « (Gnico) a) tglarc sen (-5) + are senZ)

. . T 7 . . m
ue estd no intervale |- —, =] istoé @@= =,
a [ 2 2] ste 6 b)sen(2-arcsen(—%))
C.247 Determinar os seguintes ndmeros: arc sen O, arc sen __2\/_3 ,arcsen (- % },arcsen1 e ¢) cos (3 - arc sen % ).

arc sen (-1),
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96. Funcdo arco-cosseno

A funcdo cosseno, isto &, f: R > IR tal que f{x) = cosx & n3o \p
brejetora (pois Z x € IR tal que cosx = 3} e ndo injetora {pois 0 # 27
e cos0 = cos 2nm).

Se considerarmos a funcdo cosseno restrita ao intervalo [0, ] e com
contradominio [-1, 1], isto ¢, g: [0, 7] » [-1, 1] tal que g{x) = cosx,
notamos que: .

JP cos X

o
xY

(STE

19) g ¢é sobrejetora: ¥y € [-1, 1], 3 x € [0, 7]l cos x = y:

29) g éinjetora: ¥ x;, x, € [0, 7], x, # X3 = €O§ X; # cOs X,, poisg
é decrescente.

Assim, g admite inversa e g~! é denominada fungdo arco-cosseno. Note-
mos que g~' tem dominio [-1, 1], contradominio [0, 7] e associa a cada

x€{-1,1] um y€[0, 7] tal que y é um arco cujo cosseno & x (indica-
se y = arc cos x). Temos, portanto, que:

=

arcmx == cosy

Como os grificos de g e g~! sdo simétricos em relagio a reta y = x,

podemos construir o gréfico de g~! a partir do de g.
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A cos X A are cos x
n
L
1
=
0 m x
-1
-1 0 1 x
g{x) = cos x g ' (x} = arc cos x
EXERCICIOS

C.262 Determinar & tal que & = arc cos _‘23

Solugdo

Temos:

& = arc cos —"23 = cos X = -2—'3 edKas -

& L
entio Q¢ = — .
6

C.253 Determinar os seguintes nameros: arc cos 1, arc cos —;—, arc cos —'22 , arc cos 0,

arc cos (-1).

C.264 Calcular tglare cos %).

Solugiio

Fazendo arc cos %— = Q& temos:

cos O = % e 0Kas<m

entdo sena=+\/1—cos§a=+ 1 - i:_m

25 5

sen @ V21

e gt s —— = X2
cos & 2
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C.255 Calcular senfarc cos (- %)).

C.256 Calcular cotg larc cos

~ N

97. Fungdo arco-tangente

C.267 {FEI-76) Sendo A do primeiro uadrante e ar = A h . :
iro quadr C sen x , ache arc cos x A fungdio tangente, isto &,

C.258 Calcular sen(arc cos % + arc sen 215 ). = tg X o
_ tgx = y) e ndo injetora
Solugao

5 . .
Fazendo arc cos 3 = @, temos: e com contradominio R, isto é,

|
)
A
=3
PN
N

cos ¥ =

-
()
s
-
N

[
|

tal que g(x) = tg x, notamos que:

entdo sen & = + 1_(%
19) g também ¢é sobrejetors;

-
(%]

te, entdo:

A T R
g} 5l

£ {xlx # % + kn} - R tal que f(x)=

i T tal que
¢ sobrejetora (pois ¥ y € R, 3 x€ R e x# 5 + kn tal g
{(pois 0 #m e tg0 = tgm).

m
a i i berto |- —
Se considerarmos a funcdo tangente restrita ao intervalo a ] >

I

2

Tom 3 : en-
5 inj i i - —, —| a fun¢do tangente e cresc
29) g é injetora pois no intervalo | 5 2[ G

LA tg Xy # tg Xz
X, € — , =l x1Fx =1tgx;
entdo cosfl = + 1-( Ly2. 28 B 22
25
Atgx
Finalmente, temos:
seni + B) = senc-cosff + sen B« cos o =
S22 7 5 28435 _
13 25 25 13 325 325 ° -
T _T 0 %
C.259 Calcular: 2
al senlarc cos 3. arc cos i)
5 13
7 12 x e i -l ¢ denominada fungio arco-
b) coslarc sen 5g - arc cos ﬁ) Deste modo a fungio g admite inversae g éd | i Tr[
-1 'ni ntradominio -5, 51 ©
tangente. Notemos que g~ tem dominio R, cont 2" 2

c) tag{2 » arc cos(- % by ¢

d) cos{ & . arc cos - )
2 25

C.260 (MAPOFEI-72) Seja a fungdo f(x) = cos(2 arc cos x), -1 < x < 1.

gente ¢ x {indica-se vy = arctg x}. Temos, portanto, que:

a) Determinar os valores de x tais que f{x) =0

y=arctgx < Wy =X

<y <

N

b} Esbogar o grafico de glx) = 1 .
f{x)
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nTow , . )
associa acada x € R um y € - 2 5[ tal que y € um arco cuja tan
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Como de habito vamos construir o grafico de g™! a partir de g.

glx} = 1g x g™ (x) = arc tg x
‘l tg x Larctgx

X

2

—— )
I K -~
2 x

I

2

EXERCICIOS

C.261 Determinar & tal Que Q= arctgl,

Solugdo

Temos:

X=arctgl < tgax=1 ¢ - g <a< I
2

isto &, o = -75.
4

€.262 Determinar os seguintes n(meros: arc t9 0, arc tgV 3, arc tg (-1), e arc tg {- —“3
3

C.263 Calcular senlarc tg ‘\/_2_).

Solugdo
Fazendo arc tg v/ 2 = Q, temos:

wa=v2 e - g<a<g

entdo
2
2 g a 2 2 2 vV 6
sen & = = - —_— = £ - < _
Trwla T2 T3 At /5 -3

€.264 Calcuter cos(arc tg(- —;—)).
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I3

-~ 3 5
c‘.;es Calcular ‘tglarc sen T o-actg 5 ).

Solugao

Fazendo arc sen % = &, temos:

3 T n -
0= - e -— Kas< L, entjo:
sen g 2 == 2

3
9 4 sen & 5
a =+ 1- = = ~ e tga= %¥0& _ 5 _
s % "5 YT e T2
5
Fazendo arctg 2. = B, temos 1gf= 2
12 12
Finaimente, temos:
3 _ 58 16
- 48
toloe - fB) = tgox - tg _ 4 12 _ 48
gla - B t+wa-wf 3 5 63
4 12 48
C.ZGQ,BéImIar:
. a) ‘senlarc tg 2 + arc tg 3)
b) cosfarc tg2 - arc 1g % )
) 1
) tg (2rarctg —)
e ®%
o
d} cos (3 »arc tg %i )
C.267 Demonstrar a igualdade:
5 3
arc sen —— + arc cos = arc tg 1
5 AT
Solugdo
@Fagamos @ = arc sen Y32 . B = arc cos
5 NAT)
entdo
sen a = \/?E e ——;T.<a<1=>0<a<1
cos f = 3 eO<ﬁ<ﬂ=>0<ﬁ<£-
V10
tgy = e_£<—y<g=>7=%

Blw

_ 18

63
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| Ll _
m vi = 2 basta provar que tg{20+ (=1
( ) Calculemos Tendo e wsta@ e@, para provar gue 20+ f3 a P q

sen@ sen 3 pois O < 2a + f <. Temos:
tgla + ) « 19X+ 1t9 . _cosQ cos f - 2 2
1 -tgly-tg 1. sena  sen 2wa 3 3 _ s 3
cost cos 920= TgTa T 1T 8 8 4
1 - L e
A ? 9 9
: V1|U 34+ 1 25
: g 4 7 28 _
* _ tg 20 + g _ .. _,
V20 3 1,1 5 tgl2a + f) = P TRRY P R T
= 5 V1o _ 2 3__ 6 _,. 0y 3 7 o8
V—-s- _11_6 1 - 1— . 1_ E
'- iszo T3 2 8 ® €.270 Provar as igualdades:
VAL 2 12 _n
® al 2-arc tg 3 + arc cos 33
1 tarccos 1 - T
b) 3 «arc sen 7 a T3 3

0<7<% = a+f=7
tgla + B) = 1gy

C.268 Provar as seguintes igualdades:

a) UTAJUBA-77) arc tg % + arc tg ;— = g
b) arc sen + arc cos 3 = I
Vs vio 4
3 12 16
2 L= 1o
c} arc cos € arc cos 3 arc cos 55
d} arc sen g—; - arc sen % = arc tg 42
1 1 _
C.269 Provar que 2+arc tg — + arc tg — = =,
3 7 4
Solugdo
Fazendo arc tg % = (&, temos:
1 n n i m
o= — - <a< I =0<a< T o<« ¥ @
we=3° -3 2 3 2
Fazende arc tg ;— = f, temos:
1 L i Fig
wh=Le - T << T =o<p< T ©)
o Lo - T g < I
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EULER

Leonhard Euler nasceu em Basiléia, Suiga, onde seu pai era ministro religioso
€ possuia alguns conhecimentos matemdticos.

Euler foi aluno de Jean Bernoulli e amigo de seus filhos Nicolaus e Daniel,
recebendo ampla instrugio em Teologia, Medicina, Astronomia, Fisica, Linguas
orientais e Matematica.

Com o auxilio de Bernoulii entrou para a Academia de S. Petersburga,
fundada por Catarina |, ocupando um lugar na secio de Medicina e Fisiclogia, e
em 1730 passando 3 secio de Filosofia por ocasiio da morte de Nicolaus ¢ afasta-
mento de Daniel. Tornando-se o principal matemético j4 aos vinte e seis anos,
dedicou-se profundamente 3 pesquisa compondo uma quantidade inigualdvel de
artigos, inclusive para a revista da Academia.

Em 1735 perdeu a visio do olho direito mas suas pesquisas continuaram
intensas chegando a escrever até mesmo enquanto brincava com seus fithos.

Conquistou reputagdo internacional e recebeu menc¢do honrosa na Academia
das Ciéncias de Paris bem como vérios prémios em concursos.

Convidado por Frederico, o Grande, Euler passou 25 anos na Academia
de Berlim, voltando 4 Rassia em 1766.

Euler ocupou-se de quase todos os ramos da Matemitica Pura e Aplicada
sendo o maior responsavel pela linguagem e notagdes que usamos hoje; foi o pri-
mMeiro a empregar a letra e como base do sistema de logaritmos naturais, a letra
7 _para razlo entre comprimento e didmetro da circunferéncia e o simbolo / para
V1. Devese a ele também o uso de fetras minGsculas designando lados do tridngu-
lo e maidasculas para seus dngulos opostos; simbolizou logaritmo de x por 1x, usou
I para indicar adicdo e f(x) para funcdo de x, além de outras notacdes em Geome-
tria, Algebra, Trigonometria e Andlise.

Euler reuniu Cidlculo Diferencial e Método dos Fluxos num s6 ramo mais
geral da Matemiética que é a Anidlise, o estudo dos processos infinitos, surgindo
assim sua principal obra, em 1748, a “Introducéo & Anélise Infinita”, baseando-se
fundamentalmente em funcdes, tanto algébricas como transcendentes elementares
(trigonométricas, logaritmicas, trigonométricas-inversas e exponenciais).

Foi o primeiro a tratar dos logaritmos como expoentes e com idéia correta
sobre logaritmo de niimeros negativos.

Muito interessado no estudo de séries infinitas, obteve notiveis resultados
que o levaram a relacionar Andlise com Teoria dos Ndmeros, e para a Geometria,
Euler dedicou um Apéndice da “Introdugdo” onde d4 a representacdo da Geometria
Analrtica no espaco.

Euler escreveu em todos os niveis, em vérias Ifnguas, publicando mais de
500 livros e artigos.

Os dezessete Gltimos anos de sua vida passou em total cegueira mas o fluxo
de suas pesquisas e publicacSes ndo diminuiu, escrevende com giz em grandes
quadros-negros ou ditando para seus filhos.

Manteve sua mente poderosa até os 76 anos quande morreu.

Euler foi descrito pelos matematicos da época como sendo a prépria ‘*Ané-
lise encarnada’’.

CAPITULO VIII

INEQUACOES

I. INEQUACOES FUNDAMENTAIS

98. Sejam f e g duas fungdes trigonométricas de variavel x. Reso!ver a n:e»
qu;icé'o f(x) < g({x) significa obter o conjunto S, fienomlnado con,]untc;-s:)e::
cdo ou conjunto-verdade, dos nimeros r para os quais f(r) <glr} & um
tenga verdadeira,

Quase todas as inequacSes trigonométricas podem ser reduzidas a inequa-
¢Ses de um dos seguintes seis tipos:

13) senx > m

22) senx < m

3%) cosx>m

43) cosx <m

59) tgx > m

62) tgx<m |
onde m & um namero real dado. Por esse motivo, estas seis sdo denominadas

ari i des fun-
inequagBes fundamentais. Assim, é necessario saber resolver as inequagdes

damentais para poder resolver outras inequaces trigonométricas.
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; Il. RESOLUCAO DE sen x > m I1I. RESOLUGCAO DE senx < m

99. Marcamos sobre o eixo dos Senos
© ponto P, tal que OP, = m, Traga-
mos por P; areta ¢ Perpendicular ao
eixo. As imagens dos reais x tais que
SeNX > m  estio na interseccdo do ci-

clo com o semi-plano situado acima de
r.

101. Marcamos sobre os eixo dosTsenof
o ponto P, tal que OP, = m. I:azao
mos por Py areta r pe_rpenducu.a

eixo. As imagens dos reais X -tals un
sen x < m estdo na interseccao .do ci-
clo com o semi-plano situado abaixo de

r. . )
Finalmente, partindo de A e per

correndo o ciclo no sentido anti-horério
até completar uma volta, descrevemos os
intervalos que convém ao problema.

Finalmente, descrevemos os inter-
valos aos quais X pode pertencer, to-
mando o cuidado de partir de A e per-
correr o ciclo no sentido anti-horério até
completar uma volta,

102. Exemplo ,
i
\ . E : , - 1
/ 190 Exemelo Resolver a inequagdo sen x < 2 \Tf
' S B 6
5’ Resolver a inequagdo senx > - ¥ 2 Procedendo canforme fof indicado, ° 6 "
2 temos:

Procedendo conforme foi indicado, temos: 0+ 2kr < x <% + 2krm
] .

0+2kn<x<%"+2kﬂ o

ou

n|—-
—
\’o/

5T 4+ okn < x < 21 + 2Kn
6

n
4 kT < x < 20 + 2kn EXERCICIOS

0<senx < —22

C.271 Resolver a inequagdo

Solugéo
A imagem de x deve ficar na inter-
secgdo do ciclo com a faixa do plano

on
3.
compreendida entre r e s Temos, -
entdo:
Notemos que escrever Z4E +r2kr < x < 5n

n T
2t 2km estaria errado pois, 0+2km<x< 3 T
como 7{ > 5{ ndo existe x algum' neste intervalo,

ou M okn < x ST+ 2T
3
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€.272 Resoiver a inequagdo sen x > 0.

C.273 Resolver a inequagdo sen x <- V3

C.274 Resolver a inequagdo - ! Csenx < V2
T

C.275 Resolver a inequagio lsen x| > V3 .

Solugdo

lsenx]>7§ — senxg___s

ou sen x =

"5

A imagem de x deve ficar na inter-
sec¢do do ciclo com o semi-plano situa-
df’ abaixo de r ou com o semi-plano
situado acima de s,

Assim, temos:

T 2
3—+2kn€x<?ﬂ +2kT ou

ar
7 TS < Ty g

C.276 Resoiver a inequacdo lsen MES .

)
C.227 Resolver a inequagio lsen x| > V2
'2 .

C.278 Resolver a inequacdo 2 sen?x < sen x

Solugido

2
2sen“x <gen x «—=
2
== 2sen”x - sen x <0 <=

N
/

C.279 Resolver a inequacdo 4 sen’x =1,

€.280 Determinar x € [0, 271] tal que sen 2x > 0.

= 0 <senx < L
2

Examinando o ciclo trigonométrico,
obtemos:

2kﬂ’<x<% + 2km

ou

ST
) + 2k < x <7+ 2km
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Solugdo

Fazendo 2x = vy,

temos a inequagdo seny > 0.

Examinando o ciclo, vem

2kir <y <1+ 2k

Como x = % resulta;

kﬂ'<x<g + kT,

Mas x € [0, 271], entdio sé interessam as solugdes particulares em que k = 0 ou 1:

k=0=>0<x<-72—7

ou

k=1=>1r<x<3?ﬂr

€.281 Resolver a inequagac
C.282 Resolver a inequagio sen 3x <

C.283 Resolver a inequagao Y

C.284 Resolver a inequagdo

sen 2x > supondo x € [0, 27].

R =

supondo x € [0, 2.

“[5

! Csenx-cosx < sz supondo x € [0, 27).

32N xX-1 54 gpondo x € [0, 7.

€.285 (MAPOFE!-72)
al Para quais valores de x existe log;(2sen x - 1)7

b) Resolver a equagdo

log, (2sen x - 1) = logg (3 sen’x - 4 sen x + 2).
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f IV. RESOLUGAO DE cosx > m

: 106. Exemplo
: ) . Resolver a ineqUa:Fso o
103. Marcamos sobre o eixo dos cosse- cos X < - 5 3
nos o ponto P, tal que OP, = m, Traca-

mos por P, areta r perpendicular ao
eixo. As imagens dos reais x tais que
COS X > m estio na interseccdo do ci-

clo com o semi-plano situado & direita
de r.

Procedendo conforme foi indicado,

temos: -

27r+2kﬂ<x<4;:;,r+2kﬂ,

Para completar, descrevemos os in-
tervalos que convém ao problema.

104. Exemplo '

Resolver a inequacdo cosx > V.3 '

Procedendo conforme foi indicado
temos:

2kn<x<%+2kn

EXERCICIOS

. <cosx K0, para x € [0, 27).

[SIEA

C.286 Resolver a inequagdo -
Mn

? +2k7T<X<27T+2k7T

SOIUGaO . |
A magem de x deve fica 1a intersecgao do ciclo com a faixa do plano compreen-
i

dida entre r e 5. Temos, entdo:

I<x< ¥
V. RESOLUGAO DE cosx < m 2 an
1 s 2
[ C.287 Resolver a inequagio cos x 2 - 2
105. Marcamos sobre o eixo dos cosse- . . < < \/3_
nos o ponto P, tal que OP, = m. Traga- / ' C.288 Resolver a inequagdo  cos 2
mos por P, areta r perpendicular ao /’x ) . V3 Cecosx < 1.
eixo. As imagens dos reais x tais que é- A C.289 Resolver a inequagdo =5 2 '%
cosx < m estio na interseccdo do cj- 0 I NG
clo com o semi-plano situado 3 esquer- C.290 Resolver a inequagdo lcos x| < 5
da de r.
. an
Completamos o problema descre- . - 2 2
vendo os i?\tervalos quepconvém r C.291 Resotver o inequago Icos x| > 3
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C.292 Resolver a inequago cos 2x + cos x < -1.

Solugao
cos 2x + cos x < - 1

<= 2 cos’x + cos x KO =

<= (2 cos

2

- % Scosx KO

Examinando o ciclo trigonométrico, obtemos:

2£+2k77<x< 2;_" + 2km

C.293 Resolver a inequacio 4 cosix < 3.

C.294 Resolver a inequagdo cos 2x = cos x.

C.295 Resolver a inequagfo sen x + cos x = 12/—5 :

Solugdo
Seén X + cos x > ﬁ

< 2-.sen ; « cos{x - :-:-)} g <> cosi{x -

ou ‘;l+2kn<x<? + 2km
/T@senx+sen(-;i—x)>2—"2 o
m > 1
rak
% . Examinando o cicto, vem:

Fazendo x - % =y, temos a inequagio cosy =

2kn<y<3l+2kn

ou

5

3 + 2k Sy <21+ 2k7w
isto é:

41+2k7r<x€ :—g + 2k7 ou

pois x =y +

e |

23n
12 + 2k & x <

C.296 Resclver a inequagdo sen x + cos x < 1.

C.297 Determinar x € [0, 27] tal que

Solugdo

cos3x < 1,
2

Fazendo 3x = y, temos a inequacio cosy & %

§+2kﬂ<y< 5?” + 2kT
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X=-1) +cosx & -1 <=

gn
= 4 T
2 2k

Examinando o ciclo, vem:

C.298 Resolver a inequagdo cos 2x < .=

€.300 Determinar x € [0, 21} tal que

. H
Como ¥ = = resulta:

r
9

&(xé'—s—g‘*m
3 9

as { =0 ou
M X E [0 271] entdo sO interessam as SOlUcOeS partlculales em que k
v q

1 ou 2:
T
k=0=>—19—r<)(<5—'

ou

£

CoOSX £ ¢,
cos 2x

Solugdo

1}  Fazendo cosx =y e jembrando que cos 2x

-y -1y

supondo x € [0, 27].

Y 1 € |0, 2m).
C.299 Resolver a inequagdo cos 4x > - 3 supondo x [ . ]

2

Y -1€0 &=
Y 1
2y2 -1 LR : = 2% - 1
I} Fazendo o quadro de sinais:
V2 o1 V2 ;
T2 2 2
+
P -y-1 o+ |-
+
2y2 -1 + - -
2% -y -1 + _ + .
2yi -

conclufmos que o guociente € positivo para y < -

ou y 21

V2
2

ou -

2c05°x - 1,

0

n| =

1emaos:
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m)

Examinando o ciclo trigonométrico, para 0 S x €27

cos x < - ﬁ
2

portanto:

S={xlx-0 I 2n 3
{xlx 0“4<X<?0u7<x<%{ou
an 7
3 SHS G ow ko)

‘ ’ C.301 Reciiy i . - 2 C052X +e _
( SOver g Inequacado _Mﬂ._]
cos x - 1 >0 supondo x € [o, 7].

f C.302 Resolver a inequacdo Cos2x +senx 41

C.303 Resolver a inequagdo 2995 2% (/3

oS 2x £ 2 supondo x € [0, 1r].

supondo  x € [0, 7]

[ C.304 Determinar o dominio da fungdo real f dada por fix} = / €05 2x
cos x

Solugdo

1)

"

HnH

Devemos ter 982X -
cos x

Fazendo cos x = ¥, temaos:

2
cos 2x 20 e 2vP -1

Cos x y >0

Fazendo o quadro de sinais:

N3
N

2V2—1 + - _ + ¥
17 - - + +

2y -1
y - + - +

temos:

conclufmos que o quociente é positivo para
- iz-?€y<0 ou y = —'22

1V) Examinando o ciclo trigonométrico, temos:

I vor<x< 3 4 2n

2 4
-\2/_5<cosx<0<=i¥ ou

T

3n
. 4+ 2km .+ vii
T < x < 5 2k

%AT € x & % + 2T

€os X = ou

\2/_5=

74—” + 2k K x 2T + 2k7

C.305 (MACK-70} Determine no conjunto dos nimeros reais o dominio de

y=_/Jdsenx-1 0 ggx<om
Cos X

C.306 Para que valores de x, x € [0, 217], estd definida a fungdo

flx) =\/ sen 2x - 2
cos2x + 3 cosx - 1

C.307 (MACK-71) E dada a equacdo

(2 cos’a) x> - (4 cos @) x + 14 cosla-1) =0

sendo 0 Sa <.
a) Para que valores de O a equagdo tem solugSes reais ?

b} Para que valores de @ a equagdo admite rafzes reais negativas ?

€.308 Para que valores de x, x € [0, 21r], verifica-se a desigualdade:

10gcog x (1 + 2 cos x) +10gp0s 5 (1 + cos X) > 12

€.308 Que valores de x, x € [0, 271] verificam a inequacdo V1 - cos x < sen x 7

C.310 {MACK-72) Resolver, separadamente, cada um dos sistemas abaixo:

sen x > cos{sen x) > 0
al b)

cos X 2 senfcos x) < 0

RN = N =
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VI. RESOLUGAO DE tgx > m

107. Marcamos sobre o eixo das tangen-
tes o ponte T tal&:e AT = m, Tra
¢amos a reta r = OT. As imagens dos
reais x tais que tgx > m estio na
interseccio do ciclo com o angulo rOv.

Para completar descrevemos os in-
tervalos que convém ao problema.

108 Exemplo

Resolver a inequacdo tgx > 1.

Procedendo conforme foi indicado,
temos:

il i

= + 2kn < =t

3 < x < > 2km
ou

M v dkn<x< 3 4 on

4 2

que podem ser resumidos em

§+kn<x< -725+i<1r

VIl. RESOLUGAO DE tgx < m

109. Marcamos sobre o eixo das tangen-
tes o ponto T tal que AT = m. Tra
camos a reta r = E)_‘f As imagens dos
reais x tais que tgx < m estio na
interseccdo do ciclo com o angulo vOr.
Para completar descrevemos os in-
tervalos que convém ao problema.
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110. Exempleo

Resolver a inequacdo tgx < v 3.
Procedendo conforme foi indicado,

temos.

0+ 2k < x < %’f?kﬂ

ou
T ioaknr<x< 3 4 ok
2 3

ou

% + 2k < x < 27 + 2k«

EXERCICIOS
C.311 Resolver a inequacdo ltg x| < 1.

Solugdo
g x| <1 = 1 <gx <1

A imagem de x deve ficar na inter-
seccdo do ciclo com o dngulo rOs. Temos,
entdo:

0+ 2kT<x < % + 2hm

ou

'2_7’ + 2k S x < 21 + 2k

€.312 Resolver a inequagdo tgx >V 3 .

C.313 Resolver a inequacdo tgx <0,

Y3
C.314 Resolver a inequagdo - \/3 <tgx & -3

C.315 Resolver a inequagio ltgx| >V 3.

v ‘V
V3
m
2
n
A
I
2
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©.316 Determinar x [0, 271] tal que 1 S 1g2x <V3.
Solugdo

Fazendo 2x =y, temos a inequa¢do 1 Ltgy <\/E
Examinando o ciclo, vem: Al
CAPITULO IX

e ot TRIANGULOS
Pmccr. g RETANGULOS

2
Mas x € [0, 2], entdo 6 interessam as solugBes particulares em que k = 0 ou
1ou 2o0u3:

k=0= % Lx < _g
I. ELEMENTOS PRINCIPAIS

-ou

<x< 2?"
111. Sabemos que um tridngulo é retdngulo quando um de seus dnguios internos

ou|g

é reto.
k=2= M £, I7

au
8 A

kw3 B1 gy 57
8 3

C.317 Resolver a inequagdo tg 2x = - V3 supondo x € [o, 2n).
c

C.318 Resolver a inequaclo tg°2x 1g 2x supondo x € [0, 27).

C.319 Resolver a inequagéo tgz2x <3 supondo x € [0, 21I']. ' b

C.320 (MAPOFEI-75) Resolver a inequagdo: senx > cosx, para 0 < x < 27,
Como & habitual, vamos utilizar a notagdo seguinte para os elementos de um

tridngulo ABC:

fados: AB, BC, AC’_ . R
dngulos internos: BAC, ABC, ACB

medidas dos lados: a = medida de BC
b = medida de AC
¢ = medida de AB R

medida de BAC
medida de ABC
medida de ACB

medidas dos dngulos:

oo !
il
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Sempre que tratarmos de um tridngulo ABC retdngulo, daqui por diante
estaremos pensando que o dngulo interno A mede 90°.

Sabemos que o lado BC, 0posto ao dngulo reto, é chamado hipotenusa e os
lados AB e AC, adjacentes aodngulo reto, sdo chamados catetos do tridngulo ABC.
Para simplificar nossa linguagem diremos que o tridngulo ABC tem hipo-
tenusa @ e catetos b e ¢, isto é, vamos confundir BC, AC, AB com suas respecti-

vas medidas a, b, ¢. Analogamente, diremos que os dngulos internos do tridngulo
sdo A, B e C.

112, Neste capituio vamos desenvolver uma teoria geométrico-trigonométrica que
permite calcular as medidas de segmentos ou dngulos de um tridngulo retdngulo,
partindo de um nGmero minimo de dados,

I. PROPRIEDADES GEOMETRICAS

113. Provemos algumas relacBes notdveis entre segmentos de um mesmo tridngu-
lo retdngulo.

Se tomarmos um tridngulo ABC retangulo e conduzirmos AD perpendicular
a BC, com D em BC, obtemos:

AD = altura relativa a hipotenusa (medi-
da: h)

BD = projecio do cateto AB sobre a hi-

potenusa {medida: m)
CD = proje¢io do cateto AC sobre a hi-

potenusa {medida: n) B D
B=7e =2 pois ABLAC e BCLAD | a

Na figura anterior podemos observar trés tridngulos AABC, ADBA e ADAC
que sao semelhantes por apresentarem angulos dois a dois congruentes.

A A
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Temos, entdo, as seguintes propriedades:

a [+

13) AABC ~ ADBA —— = = —

¢ = am

a b

ARBC ~ ADAC —= = = &
b2==ankkv

i i j SOb e
'StO é cada cateto é |||édia geOIllétl ica entre a |Ilp0tenusa ea pl ojean dele f
i [

ela.

a b
29) AABC ~ ADBA —= =%

i iv
isto €, o produto dos catetos é igual ao produto da hipotenusa pela altura relativa

a ela.

#

T3

38) ADBA ~ ADAC =—

|z

hz = mn

¥ g medi métri Y egmentos
isto &, a altura relativa a hipotenusa e édia geométrica entre Os seg
‘

que determina na hipotenusa.

43) Teorema de Pitdgoras
Somando membro a membro as duas primeiras relagoes, temos:

2
cﬁ;am} b2 +c?=an+am=aln+m}=aa=2a

b? = an

& =a?

isto &, a soma dos quadrados dos catetos € igual ao quadrado da hipotenu
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114. Qutra propriedade notavel dos tridn-
gulos retingulos pode ser vista se tomar-
mo_s 0s pontos médios dos lados (M, N Q)
e ligarmos conforme a figura. O poll'g;no
AMON & um retdngulo, portanto:

BC
2

s’st? €, a mediana relativa & hipotenusa
e igual a metade desta.

OA = MN =

Como conseqiiéncia temos que
OA = OB = OC = %

€, portanto, todo tridngulo retdnguio po-
'de s.e.r INSCrito em uma circunferéncia cy-
jo didmetro é a hipotenusa.

EXERCICIOS

C.321 Calcular os elementos indicados na figu-
ra ao lado.

Solugido

Sendo ¢ =3 e b =4, vem:

a2 =b?2+¢2-16+9 - 25 =—=a=5
h=b-c=4-3 12

a 5 _?'
2
m= 5 _
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= 3

C.322 Calcular os elementos x, vy, z, t na figu-
ra ao lado.

C.323 Escrever 6 relagdes métricas envolvendo
etementos da figura ao lado.

C.324 Calcular a area de um tridngulo retdngulo em que as projecdes dos catetos sobre a
hipotenusa medem, respectivamente, 4e9.

C.325 Calcular a hipotenusa de um tridngulo retdngulo de perimetro 56 e altura 75 -

C.326 Um tridngulo isbsceles ABC tem base a = 12 e estd inscrito numa circunferéncia

de diametre 2R = 20. Calcular as medidas dos lados b e ¢ do tridnguio.
A

Solugdo

Ligando o vértice A ao centro O da cir-

cunferéncia, obtemos uma reta que cor-

ta a circunferéncia em D. Notemos que © 8 c 20

segmento AD & didmetro. Notemos ainda .

que AD é mediatriz do segmento BC,

portanto AD L BC e BM = MC, Des- o

tacando o tridngulo ADC, temos:

62 = y(20 - y) == yI - 20y + A

+36 =0 —= y=2 ou y =18

entdo:

p2 = 62 + y2 == b? = 40 ou 20
=y C

b?.

= 360 -
Resposta: b =c¢c =2V 10 ou /

b=c=6vy10 b

C.327 Calcular a altura de um triangulo isdsceles conhecendo © raio R da circunferéncia
circunscrita ¢ a base a. Dados: R =5 e a = 8.

C.328 Calcular o raio da circunferéncia circunscrita a um tridngulo isasceles de base 6 tendo
outro lado medindo v/ 90.

C.329 Um ponto P dista d = 13 do centro 0 de uma circunferéncia de raio R = 5.
Se tragarmos por P uma reta tangente 4 circunferéncia no ponto T, qual a medida

do segmento PT?

C.330 Calcular o lado de um octdgono regular inscrito em uma circunferéncia de raio R.
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116. Observagdes
18) Notando que A + B +C = 180° e A =90°, decorre B +C =90°,

o~

istocé,Be C sdo compiementares, portanto:
cateto oposto a C

Hl. PROPRIEDADES TRIGONOMETRICAS

~ ~ C
~ . enC = cosB = - = R
115. Vamos provar as trés propriedades v s a hipotenusa
que relacionam as medidas dos lados e ¢ ] &
as dos dngulos de um tridngulo retangulo T ~ ~ b  cateto adjacente a
ABC. P cosC =senB = — = hipotenusa
Para isso vamos considerar uma cir- - ¢
cunferéncia de raio unitdrio e centro no 0=B Py, A U & 1 _ ¢ _ cateto oposto a c
vértice B e vamos fixar um sistema uQv 9= 9B " b cateto adjacente a
de referéncia como mostra a figura. .
. udo
22) Decorre das trés propriedades vistas que, sende dado um a’f:(;::i?mos
B se marcarmos sobre um de seus lados os pontos Ay, Af2r Az e :‘ (;ra abaixo)
‘ . A3Cj, ... (conforme a fig ’
N erpendiculares A;C;, A;Cz, A3Cs,
12) ABPP, ~ ABCA, entio por eles as perp
temos:
PIP cA sen B b § b
o e = -
BF - BC a senB = 3

isto é, o seno de um dngulo agudo é tgual ao quociente do cateto oposto ao

angulo pela hipotenusa.

28) ABPP, ~ ABCA, entio

()]
>

cos
1

a5}
8
o]
I
0 a

Pl
P

~ AC, ACp A3C3 -

c
s - e
a

|
%
|

senB = == = BC, ~ BG
e a hipotenusa sao diretamente proporcionais).

[es)

isto &, o cosseno de um dngulo agudo é igual ao quociente do cateto adjacente
ac angulo pela hipotenusa. (fixado E, o cateto oposto a B
~ BA] _ BA'Z - % = ...
3% ABTT, ~ ABCA, entio cosB = &, © BC, - BC,
(fixad B, o cateto adjacente a B e a hipotenusa sio diretamente proporcionais).
__ ~ xado B,
T,T_L\E tgB b t§—b !
ol "0A = =~ 7 ~¢g— 8773 8. AC _ AG | AG
igB = BA, BA; BA;

~
(hxadO §, 0s catetos OPOStO [ aajace”ie a B sao d" etamente plOpO C|0||a|s)

isto €, a tangente de um angulo agudo é igual ao quociente do cateto oposto

pelo cateto adjacente ao angulo.
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EXERCICIOS

C.331 Calcula ir m tr e =
r os angulos Internos de u trid gulo retangulo CujOS catetos sdo b
n n =9 e

c=12.
c
Solugdo
wB-2 .82 _3 a
c 12 4
-~ 9
tgC = _c_ = 1_2 - i
b ] 3
B :
A
12

Resposta: B = arctg 2 ¢ C =arctg -g-

332 Ca'CUIaI’ 0s lados d g
C.33 S € um triar gulo etanguto sabendo que a altura elativa 3§ h potenusa

C.333 Calcular os lado: g q
s de um tridngulo retan sabendo que a altura relativa 3 1ipotenusa
ulo b
nede 4 e forma angulo de 15 com o cateto b

C.334 Calcular 0s ca
tetos de um tria )QU'D IEIangulo ABC sapendo que estd INSCrito em uma
bend
circunterencia de raio 3 e tem angulos agUdOS tals que B8 =2C

C.335 Calcular os éngulos agudos de um tridnguio retan.

mediana relativa a um dos catetos mede 15 gulo de hipotenusa 20, sabendo que a

C.336 i

{FFCLUSP—GS) Na figura ao lado, os Bo
angulos
OAiB; e OB;,,A;, i=0,1, 2,3, ..
530 retos. Quanto vale a soma dos seg-
rrlentos AgBg, A1By, AyBj, ... em fun-
¢d0 de AgBg eded ? 0

B alcu o a g 1 lad
Qg lo pela gulo ¢
C.337 Calcula ngu formado ela dia onal e o menor lado de um reta ujcs lados

estdo na razio -Z’.

C.328 Cal I area de um trian ulo isosceles ABC cuja base é =8 bendo ue A = 45°,
cular a a u lgl S0S5C Ujbs a sa dq

Solugdo

Tracando a altura AM, o triangulo ABC

£i .

lcz dlxl'dldgfm dL:)as partes congruentes a

onde A'=A"=22°30, BM=-MC-4
MC .

tg 22°30" = = — sl
e A" |A

MC 4Vz2 vz
922°30' T Nz o3
s.BC-AM _ 16V2+v37 . ‘

2 V2 -2 4 M Y c

= AM =
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€.339 Calcular a altura de um tridngulo isosceles de perimetro 2p = 36, sabendo que os

angulos adjacentes & base s30 iguais a arc cos 7-
C.340 Catcular o raio da circunferéncia circunscrita 8 um tridngulo isésceles de base a = 8
e angulo oposto a base A = 120°.

C.341 Um reta determina, sobre uma circunferéncia de raio 10, uma carda de comprimento

16. Qual ¢ a medida do dngulo central sob o qual se vé a corda?

¢.342 Determinar o angulo § de um tridngulo ABC retangulo em A sabendo que se verifica

B

onde h é a altura relativa a hipotenusa.

1
M .
a relacgdo c b n

€.343 Em um tridngulo ABC retdngulo em A sabese gque o angulo agudo formado pelas

medianas BM e CN ¢ @ = 30° Calcular o dngulo .

C.344 Em um tridngulo ABC retangulo em A tracam-se as bissetrizes internas BB' e CC'. Sa-

pendo que AB' =1 e AC' =1, calcular o angulo B e a hipotenusa a.

C.345 Calcular os dngulos agudos do triangulo retingulo de hipotenusa a = 13m, sabendo

que o raio da circunferéncia inscrita @ r = 2.

¢ um prédio, construido em terreno plano, sob um angulo de 60°.

C.346 Um observador
gulo de 45°. Qual

Afastando-se do edificio mais 30 m, passa a ver o edificio sob dn

é a altura do prédio?

Solugao

No tridnguto BXY, temos
o h h
1960° = 7 == K= V3

Y
o O
o trlangulohAXY, temaos: D
C
C

x

=== h =¥+ 30

o _ o
tg45° = T+ 30 N
entdo
h i + 30==h 30\/;
VA T3 -1 . wo°
s i 1
sV R S T

R ta:
esposta \/?_ ]

C.347 (IMAUA-68) Para medir a altura da torre vertical DE toma-se, no plano horizontal gue

passa pela sua base D, o segmento AB de comprimento 12 m e cujo ponto médio é
C. Medem-se os angulos DAE, DBE e DCE verificando-se que DAE = DBE = 45°

e DCE = 60°.
Determinar a altura da torre.

C.348 Calcular a distancia entre os parapeitos de duas janelas de um arranha-céu, conhecen-
do os angulos (@ e ) sobre os quais sdo observadas de um ponto O do solo, a distan-

cia d do prédio.
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C.349 (MAUA-65) Para obter a altura H de

lw}

uma chaminé, um engenheiro, com um

aparelho especial, estabeleceu a horizon-

tal AB e mediu os angulos & e f3 tendo

a seguir medido BC = h. Determinar a B B
altura do chaminé. o

(]

€.350 (MAUA-67) Um observador encontra-se na Via Anhanguera em trecho retilineo, ho-

C.351

v.

117.

rizontal e situado no mesmo plano vertical que contém a torre de TV do canal 13,
localizada no pico do Jaragud. De duas posicdes A e B desse trecho retilineo e distan-
tes 60 m uma da outra, o observador vé a extremidade superior da torre, respectiva-
mente, sob os dngulos de 30° e 31°53". O aparelho utilizado para medir os dngulos
foi colocado a 1,60 m acima da pista de concreto que estd a 721,50m acima do nivel
do mar. Determinar a altura da torre em relacdo ao nivel do mar. Dado: tg 31°563' =
= 0,62.

(LINS-66) Tendc em vista as relacdes
descritas na figura ao lado calcular as N
distancias x e y.

2x + o _l

60 m &0 m

RESOLUCAO DE TRIANGULOS RETANGULOS

Resolver um tridngulo retdngulo significa calcular seus elementos principais,

isto é, seus dngulos agudos (B e C) e seus lados {a, b, c). Para obter esses ele-
mentos € necessdrio que sejam dadas duas informagBes sobre o tridngulo, sendo

uma delas, pelo menos, a medida de um segmento ligado ao tridngulo (lado, me-
diana, mediatriz, etc).

Hé cinco problemas cldssicos de resoiucdo de tridngulos retdngulos, que abor-

daremos com especial destaque.

150-C

118. 19 problema

Resolver um tridnguio retdngulo,
sendo dados: a hipotenusa (a) e um dos
angulos agudos (B).

Solugdo

~
c=a-cosB

(934
|
<]
o
)
!
]

119. 20 problema

Resolver um tridngulo retangulo,
sendo dados: a hipotenusa (a} e um dos ca-
tetos (b}.

Solugdo

¢ = al-b? == =+ 2% - B

1l

= b
sen B = . == B = arcsen —
a

~ b b
cosC:?=> C = arccos —
a

120. 39 problema

Resolver um tridngulo retdngulo,
sendo dados: um cateto (b) e o dngulo
adjacente a ele (C).

Solugio
c=>b- tgé
b
a = — X
cos C
B-90"-C
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121. 49 problema

Resoiver um tridngulo retingulo, send

oposto a ele {8).

Solugdo
c= B
tg B
b
a= —=
sen B
€-90°-8

122, 5% probiema

Resolver um triangulo retiangulo, sendo dados os dois catetos (b e c)

Solugio
e
-~ b ~
1B = — = B -arcyy g
tgC = C c
g :Ft;. C:arcth
EXERCICIOS

o dados um cateto (b)

[

C

C.352 Resolver um tridngulo retingulo ABC conhecendo

na S, =5 e o angulo © - 30°.

Solugdo

E imediato que B - 60° o g- = 30°,

No tridngulo retdngulo ABS, temos:

B _5V3
2 - 3

¢ =5+ cos

entdo

5v/3

e I VAT

cos B 1
2

(=
]

i52-C

a medida da bissetriz inter-

A

VaZ-c2_+/35_ 70 _ /235 15
4 a7

C.353 Resolver um tridngulo retdngulo ABC sendo dados b =3 e a-c¢ = \/_5

C.354 Resolver um tridngulo ABC retdngulo em A sabendo que a +b =18 ¢ a+ ¢ = 25.

C.355 Resolver um tridngulo retdngulo ABC sabendc que a =4 e a medida da bissetriz

interna BE é Sy = 62 - 26

C.356 Resolver um tridnguto retdngulo conhecendo a altura h = 1 relativa 3 hipotenusa e o

perimetro 2p = 2+/2 + 2.
C.357 Resolver um tridngulo isésceles ABC sabendo gue a altura relativa a base BC mede
h =24 e o perimetro é 2p = 64.

C.358 Resolver um tridngulo retdngulo ABC conhecendo o raio r =2 da circunferéncia

. . 60 T
inscrita e a altura h = 13 relativa @ hipotenusa.

C.359 Resolver um tridngulo retdngulo ABC conhecendo a altura h = 2 relativa a hipotenu-

saeoraio r' =242+ 2 da circunferéncia ex-inscrita situada no dngulo reto.
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CAPITULO X

TRIANGULOS
QUAISQUER

I. PROPRIEDADES TRIGONOMETRICAS

123. Lei dos cossenos

Em qualquer tridngulo, o quadrado de u

m lado é igual a soma dos qua-

drados dos outros dois lados, menos ¢ duplo produto desses dois lados pelo cos-

seno do dngulo formado por eles.

Demonstracéo

19) Seja ABC um tridngulo com A < 90°
No ABCD, que é retdngulo:

a2 = n? +ht (I)

No ABAD, que é retdngulo: ¢ ! a
W o=c2 -m? (Il ' th
Temos também: \ ] i
A D C
n=>b-m (1 m ! n
Levando (111} e (1) em {1}: b

a2 =b-mP+c¢t-m == a’=b?+c-2bm

Mas, no triangulo BAD: m = ¢ + cos A.

Logo: a? =b% +¢? - 2be -

Cos A
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EXERCICIOS

C.360 Dois lados de um tridngulo medem 8 me 12 m e formam entre si um dngulo da 120°
Calcular o terceiro lado. .

Solugdo ¢

Adotando a notagdo da figura ao lado e

aplicando a tei dos cossenos, temos:

a2 =b2 +c2 - 2bc + cos A -
=82+122-2.8-12 - ¢cos 120° =
=64 + 144 + 96 = 304

b=8

entdo a =+/304 = 44/19 m. A c=12 8
A
C.361 (FEI-77) Calcular ¢, sabendo que
¢
a=4
b=3V2 8 b
C - 45°
a

C.362 (MAPOFEI-76) Dois lados consecutivos de um paralelogramo medem 8 me 12 m e for-
mam um dngule de 60°. Calcular as diagonais.

C.363 Se un; paralelogramo tem lados medindo 4 m e 5m e formando entre si um &angule
de 30%, qual é o angulo que a diagonal maior forma com o menor lado?

C.364 Em tridngulo tem lados a = 10m
A do tridngulo.

., b=13m e ¢ =15m. Calcular o dngulo

Solugic
Da lei dos cossenos, temaos:

- ~ 2 42 - g2
a2 = b? + c2 - 2bc - cos A ——= cosA o 0o T € - a?

2bc
entao:
cos A = 132 + 152 - 102 - 169 + 225 - 100 _ 294 B _t}g
213 .16 390 © 380 65
~ 49
portanto A = —=
arc cos &5

C.365 Catcular os trés dngulos internos de um tridngulo ABC sabendo que a =2, b = v 6
e c=\3+1. '

C.366 Os lados a, b, ¢ de um tridngulo ABC sio diretamente proporcionais aos numeros
5, 7 e 9, respectivamente. Calcular o angulo B.

C.367 (EPUSP-60) Demonstrar que se os lados de um tridngulo tém medidas expressas por

nuvmeros racionais, entdo os cossenos dos dngulos internos também sdo nimeros racio-
nais.
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C.368 (EPUSP-56} Os lados de um tridngulo sdo dados pelas expressdes:
a=x2+x+1, b=2x+1 e ¢c=x% -1.

Demonstrar gue um dos dngulos do tridngulo mede 120°.
-~ a
€.369 Calcular o lado ¢ de um tridgngulo ABC sendo dados A = 120°, b=1 e <= 2.

C.370 (EPUSP-60) Determinar os comprimentos dos lados de um tridngulo que tem para vér-
tices os centros dos quadrados construidos sobre os lados de um tridngulo retdngulo

de lados 6, 8 e 10.

C.371 (MAUA-67) Provar que num tridngulo ABC retangulo em A, vale a relagdo (a - b)? =

I . 2 >
= 4ab - sen 7

C.372 Qua! é a relagdo entre os lados a, b, ¢ de um tridngulo ABC para que se tenha:

al ABC retangulo?
b} ABC acutingulo?
¢) ABC obtusingulo?

Solugao
Admitamos que a seja o maior lado do tridngulo ABC, isto §, a b e a Zc
Sabemos da Geometria que ao maior lado opSe-se o maior éngulo do triangulo, portanto,
~ ~ -~ -~
AZB e AzZC. Assim, temos:
AABC é retangulo == A - 90°
DABC ¢ acutdngulo <= 0° <A <90°
AABC ¢ obtusiangulo == 90° < A < 180°
Por outro lado, da lei dos cossenos, temos:
—~ ~ b? + ¢2 - a2
a2 =b? +c2-2bc+ cosA == cosA - ——
2bc
Entdo, vem:
a)l A=90° = cosA -0 <= b2 +c?-a2=0 <= a2-b?+c?
b) 0° <A <90° &= cosA >0 = b2+cl-aZ>0
= 32 <p? + ¢?
¢ 90° <A <180° < cosA <0 & b2+ ¢2-a2 <0 ==
&= a2 > b2 + ¢2
Conclusdo: um tridngule ABC é respectivamente retdngulo, acutdngulo ou obtusdngulo,
conforme o quadrado de seu maior lado seja igual, menor ou maior que a soma dos
quadrados dos outros dois lados.

€.373 Classificar segundo as medidas dos angulos internos os tridngulos cujos lados sdo:

a) 17,15, 8 b) 5, 10, 6 c) 6, 7.8

C.374 (EPUSP-61) Os lados de um tridngulo obtusdngulo estdo em progressdo geométrica cres-
cente. Determinar a razdo da progressdo.
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2%) Seja ABC um tridngulo com 90° < A < 180° Temos, entdo:
No ABCD, que é retdngulo

a2 =nt+ht (1)

N ~ a
a=2R-sen A" == a=2R.sen A == s—eﬁ = 2R

b c R
No ABAD, que é retangulo: Analogamente: % -9R e 5 =
h? = ¢ - m? (Il)
Donde concluimos a tese:
Temos também:
n=b+m (I
b ¢

Levando (Ii1} e (1} em (I):
Z=(b+m?+c?-m

—= a’ = b’ + ¢ + 2bm

h:

s

sen A

ey Sy Sk}

Mas, no ABAD, m = ¢ - cos {180° - A) === m = -c - cos A.

[o]o}
Logo: a* =b? +¢* - 2bc - cos A EXERCICIOS
C.375 Calcular o raio da circunferéncia circunscrita a um tridgngulo ABC em que a = 15¢cm
e A=30°
39 Analogamente, podemos provar que:
Solugdo

Da lei dos senos temos:

b2=82+cz—28c.ms§

2 2 2
¢ =a+bh?-2ab . cos a 15 -_1.5__30‘:,-“
2R = S0A T wnao® 1
2

124. Lei dos senos entio R = 15cm.

=Y A Q
C.376 Calcular os lados b e ¢ de um triagngulo ABC no qual a = 10, B = 30° e C = 45°%

Em qualquer tridngulo, o quociente entre cada fado e o seno do dngulo Solugio
oposto é constante e igual & medida do didametro da circunferéncia circunscrita. A+B+0C=180° == A =180° - 30° - 45° = 105°
: 1
> ~ 10 « =
Demonstracio a b p . Bsen B 2_ 20
. A El . . - = = = a + 2
Seja ABC um tridngulo qualquer, inscrito numa circunferéncia de raio R. sen A _ senB sen A \/_E%Q VE + /2

Por um_dos vértices do tridngulo (B}, tracemos o didmetro correspondente BA’
e liguemos A’com C.

V2

0. X2
a c a-senC 0 2_ 20\/5
A . = c = = =
Sabemos que A = A" por determi- senA  senC sen A V6 Z V2 V6 +V2

narem na circunferéncia a mesma corda
BC. O tridangulo A'BC é retdngulo em C
por estar inscrito numa semi-circunferén-
cia.

C.377 (EPUSP-B1) Quais sdo os dngulos B e € de um tridngulo ABC para o qual A =15°

V3 2

senﬁ:-—2 e senC=———:2 ?
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C.378 Caicular os angulos BeC deum tridngulo emque a=1, b=V3+1 e A= 15°

C.379 Em um triagngulo ABC sabese que a = 2b e é = 60° Calcular os outros dois
angulos.

o
i
n
b

C.3B0 Catcular os dngulos de um tridngulo ABC sabendo que 2 = 2 e
;;3
=3m

e A

[}
[
o

c
C.381 Calcular o lado ¢ de um tridngulo ABC em que a =6m, b

C.382 (MAPOFEI-71) Sdo conhecidos os seguintes elementos de um tridngulo ABC: o peri-
metro 2p e os dngulos A =, B =

a) Descrever um processo de construcdo do tridnguio.
b} Calcular os comprimentos de seus lados.

€.383 (EPUSP-62) Demonstrar que num quadrildtero ABCD onde ADB - AaB,tem-se:

CD - sen ADB
=
AB sen CBD
C.384 (MACK-66) O lado de um tridngulo equildtero de lado 3 m & dividido em trés partes
iguais. Determinar os 3 dngulos que se obtém unindc os pontos de divisio ao vértice
oposto {as respostas devem ser dadas em termos de fungBes trigonomeétricas inversas).

€.385 (MACK-67) Do ponto médio dos lados
AB e AC de um tridngulo ABC tragam-se
duas retas que se cortam num ponto M
do terceiro lado BC e que formam com
este lado angulos iguais cujo valor é .

sen &

Prove que: cotgy = m B

€.386 Um observador colocado a 25 m de um prédio vé o edificio sob certo angulo. Afas-
tando-se em linha reta mais 50 m, nota que o dngulo de visualizagidoc é metade do ante-
rior. Qual é a altura do edificio?

Solugdo
No tridngulo ABY o angulo externo « Y
€ igual a soma dos internos néo adjacen-
a ~
tes 7 e BYA, entdo: D D
a=%+s\?A=>B\7A:; 0o

Assim o tridngulo ABY ¢ isdsceles, por- B 9,‘— ) o oo
tanto, AY = AB = 50 m, 50 A 25 X

No tridngulo retdnguto AXY, temos:

XY2 < AY? - AX? - 502 - 252 _ 1876 == XY = 25v/3 m.
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c.387 (EPUSP-50) O angulo sob o qual um v

observador vé uma torre duplica quando
ele se aproxima 110 m e triplica quando
se aproxima mais 50 m.

Calcular 2 altura da torre.

e 110m 50m ,,

c.388 (MAUA-66) Sendo a, b dois lados de um tridngulo e A, B os dngulos opostos corres-

pondentes, provar que:

2 2z
2. cos2B-b2-cos2A=a -b

C.389 Calcular o dngulo B8 (g > 45°) de um tridnguio retingulo ABC sabendo que a = 4
| 2
e a medida da bissetriz interna AB é S5 = ———3
~ Sp-se  Ve-Vz2 o
C.390 Em um tridngulo ABC retdngulo em A sabe-se que — g — = — 3

Sy, e S sdo as medidas das bissetrizes dos dngulos agudos. Calcular B.

B i isd -1 ea
C.391 Calcular o angulo_B de um tridnguto isoscetes ABC conhecendo a base a

2
bissetriz Sp = —\—é—-_

unferéncia de centro O e raio T, limitado

- varto de cire
€.392 (MAPOFEI-70) £ dado um g do arco AB, H projecdo ortogonal

pelos pontos A e B (ver figura). §_endo P um ponto
de P sobre OB e 20 o angulo AOP.

a) mostrar que se AP - HP =, entdo cos ¥ = 1gQ; .
b) verificada a condigdo do item anterior, de‘t)ermmir sen ¢&;
¢} sendo @& um dngulo compreendido entre 0° e a0°, tal que
1
= =5 -1,
sen & 5

determina-lo com a precisio de um segundo arco, utilizando a tabela abaixo.

ANGULO SENO B .

ag°g! 0,617494 H

28°9" 0,617722

2g°10" 0,617951

38°11' 0,618180

38°12' 0,618408
Nota: V5 = 2,236068

20
0 A
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125. Teorema

Em qualquer tridngulo, valem as relagSes seguintes:

a=bh. cosff*- ¢ cosB
~b=a-. cos Ct+ec- cos A
e=b. éon}\# ¢ cosB

Demonstracdo

Vamos provar s6 a primeira delas:

19) Seja ABC um tridngulo com B < 90° ¢ € < 90°

No AABD, que é retingulo: BD = ¢ - cosB

No AADC, que é retdngulo: DC =b - cosC
entdo:;

a=BD+DC=c-cos§+b-cos@

22) Seja ABC um tridngulo com 90° < B < 180° ou 90° < & < 180°
A
No AABD, que é retingulo:
BD =c - cos {180° - B)
No AADC, que é retangulo:
DC=b- cosC

entao:

Ir

a=DC-DB=b-.cosC-c- cos(180° - B) =

b-cos€+c. cosB

"
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126. Teorema

Em qualquer tridngulo, a drea é igual ao semi-produto de dois lados mul-
tiplicado pelo seno do dngulo que eles formam.

Demonstracéo

19) Seja ABC um tridngulo com A < 90°.
No AADB que é retingulo, temos:
DB =c . sen A

entdo:

29) Seja ABC um tridngulo com 90° < A < 180°.
B

No AABD que é retangulo, temos:

DB =c - sen (180° - A) = ¢ - sen A

entdo:

> e -
)

|

1

]

(e

AC-DB b-c

S = 5 = =3 . sen A

39) Analogamente provamos que:

§ = -a—-i—h sen €

$= 52c~_“n§
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127. Teorema

Em qualquer tridngulo, a drea é igual ao produto dos trés lados dividido
pelo quddruplo do raio da circunferéncia circunscrita.

Demonstracdo

De acordo com a lei dos senos, temos:

a -~ a
Se—n—A'—ZR=> senA=§— @

Pelo teorema anterior, temos:

S=béc-sen5\ @

Substituindo @ em @, decorre

abe
$= R

128. Teorema

Em qualquer tridngulo ndo isdsceles nem retdngulo valem as reiacOes se-
guintes:

A+B A+C€ B+
a+b. ® 2  atec W7 pie U TZ
a-b A-B' a-c A-C" b-¢c -

2 2 % T3

Demonstragdo
Partindo da lei dos senos e usando propriedade das proporcoes, temos:

a b

~ ~ ~
_ a sen A atb sen A +sen B
senA  senB b

sen B a-b  senA-senB

2 sen’( )-cos(Aég) tg(K;B)
ZSen(A-E)-cos(Azﬁ) tg(A—-ig)

As outras duas sdo provadas de modo andlogo.

EXERCICIOS

€.393 Calcular o lado # de um tridngulo ABC sabendo a medida da altura hy e as medidas
dos angulos & e ﬁ que h, forma com ¢ e b, respectivamente.

C.394 Calcular a 4rea de um tridngulo que tem dois lados de medidas conhecidas, b = 7m
e c =4m, formando entre si um dngulo de 60°.

€.395 (MAPOFEI-75) Calcular a 4rea do tridngulo ABC, sendo AB = 4¢m, A=30° e
€ = 45°,

C.396 (MAPOFEI-74) As diagonais de um paralelogramo medem 10m e 20 m e formam
um dngulo de B0°, Achar a 4rea do paralelogramo.

C.397 Calcular o raio da circunferéncia circunscrita a um triangulc ABC de drea 20 cm?, o
qual tem dois lados formando angulo agudo e com medidas 8 m & 10 m, respectiva-
mente.

€.398 Sejam 2 e b as medidas de dois segmentos BC e CA que tém uma extremidade comum
e formam entre si um angulo 8. Pede-se:

a) esbocar o grafico da drea S do tridngulo ABC em fungo de g;
b) dizer para que valor de B & maximo o valor de S:
¢) estabelecer qual é o acréscimo porcentual em S quando 0 passa de 30° para 120°.

€.399 Demonstrar que em todo tridngulo ABC valem as seguintes relagdes:

I)a'sen(ﬁ—5)+b-sen(C—ﬂ)'+c-sen(5—§)=0

) a-cos{B -6 =b-cosB+c-cosC

) b+ch+cosA+ic+al »cosB+{a+b) rcosC=a+btec
a2 - b2 sen(A - B)

V) =7 = e &+ B

c2 + a2 - b g A o
Vi g5 -2 " w0 (B # 90°)

(b + ¢l - sen =

Vi) = 2
8= B-C
cos 2
{b - ¢} * cos %‘-
- ——— o~
Vil} a = 2 - € (B #0C)
sen —
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Il. PROPRIEDADES GEOMETRICAS

Vamos deduzir férmulas que permitem o célculo de segmentos notéveis de
um tridngulo (alturas, medianas, bissetrizes internas, raio da circunferéncia cir-
cunscrita, etc) tendo apenas as medidas dos lados e dos angulos internos.

128. Alturas

No tridngulo ADC retédngulo, temos:

he = b+ sen A
entdo

h2 = b% . sen’ A = b*(1 - cos’ A) = b? - b? - cos? A =
4b%c® - (b + ¢ - a?)?

R IR =
2bc 4c2 =
_ (2bc)® - (b® + & - a?)?
N ac? -
~{2bc + b? + & - af)(2be - b - & + a?)
- 4c? -
_ U + ¢ - &?][a® - (b - )]
- 4c? -
_(b+c+allbt+tc-a{fa-b+cilatb-c)
B 4c? -
_ 2p(2p - 2a)(2p - 2b) (2p - 2¢) _ 4plp - a){p - b) (p - ¢}
ac? - c?
portanto
he == - Vplp-~allp-bHp-c -
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De maneira andloga, terfamos:

hy = % - Vplp -allp - bi(p-cl e hy =% ¢ V'P(p - al{p - b} p'- ¢}

130. Area

Das féormulas que ddo as alturas decorre uma férmula para a drea do tridngulo,
chamada férmula de Hierdo:
a-hy b-hy c¢-h
2 2 2

S =

entao

s=+Vplp-alp-blip-c

131. Medianas

Aplicando a lei dos cossenos ao tridngulo AMC, temos:

> _ 2482 _2.p. 2. €=
my; = b +(2) 2-b 5 cos C A
2 2 2 2
4+ E p.a. TR
= b* + a b-a 9ab
ap?t + a’ - 2a% - 2b% + 268 c b
= 73 = mg
B 2(p* + ¢*) - &
4 B 3 M 2 Cc
portanto Zz 2

m, = % < V2(p? + %) -2t

De forma andloga terfamos:

E]

my = ]2‘-45V'2(a2 + ¢4y - bz e




132. Bissetrizes internas

No triangulo ABS, temos:

-~

sen 2
2

sen «

X
c -

No tridngulo ACS, temos:

~

senA
Y o 2
b sen o
. a
Entdo, vem: = —-|
XYy o x_¢ X ¢
c b y b x+y bre
X .
_— — = € =>X=a c
a b+ ¢ b+ ¢

Aplicando a lei dos cossenos no tridngulo ABS, temos:

2 _ .2 2 -
S = X" +¢° -2xc - cosB =

(32 €2 a2, asC a® +¢c? - b?
b+c) ¢ 2 (b+c) € 2ac -
_ 2b%c? + Pb + cb® - a’be bel(b + ¢)? - a?]
(b + o N b + o)
_bela +b +cllb+c-a) _ bel2p)(2p - 2a)
(b + ¢)? - (b + c)?
entao:
Sy = b+c\/bcp(p‘w‘a)

De forma andloga teriamos:

atc

2 o
W= oo Vawpob | e | g -2

a+b

V abplip - c)‘ ;
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133. Raio da circunferéncia inscrita

Ty

Ligando cada vértice do tridngulo ABC com o centro | da circunferéncia,
dividimos ABC em trés iridngulos ABI, ACl e BCI, entdo:

Sasc = Sast * Saci + Sgel =
c-r b.r c-r atb+ec
= + + = -
2 2 2 2

entdo:

Velp-alp-bip~-c=p-r
portanto

o (p-allp-bllp-c
'\/ P :

Uma outra forma de calcular r seria notar que:

A T r B Tl r c Tl r
—_— T — T — —_ = e—— — T — = 1
W5 =& "% 9ITOBN Yy 92 ()
e mais:

xty=¢c y+tz=8 z+x=b

portanto, resolvendo o sistema, vem:

b+c-a atc-b atb-c¢
—— = - a, ——— = = ..b, —— — -c (2)
2 p-a, Y 2 P Z 2 D

g, finalmente, substituindo (2} em (1) vem:

{_:(b-.ﬂ)-tﬂ 2— ~r=,(,p,-b);.- tg,% tr=(p-c)-tg —ci
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134. Raio da circunferéncia circunscrita

Vimos anteriormente que:

S- 2 V-l By

_ abc
- 4 plp ~allp-bllp -l

R

EXERCICIOS

C.400 Calcular as alturas, as medianas, as bissetrizes internas e os raios das circunferéncias
inscrita e circunscrita a um tridngulo cujos lados medem 4, 6 e 8.

C.401 Os lados de um tridngulo ABC sio a = 5, b=6 ¢ ¢-7, Calcular a medida
da mediana m, e o dngulo agudo que ela forma com o lado BC.

C.402 Calcular a medida da bissetriz interna S, do tridngulo ABC em que A = 30°% b=30m
e c=15m.

C.403 Calcular os raios das circunferéncias inscrita e circunserita a um tridnguto ABC no qual

A 5
a=13, b=4 ¢ c05C=--1-§.

C.404 Designando POF ra, rh @ re oOs raios das cireunferéncias ex-inscritas ao tridngulo ABC
nos dngulos A, B e C, respectivamente, provar que:

f)ra=p-tg£2\-=(p—b)-c0tg%=(p-c)-cotg%

[ ¢ A
1] rb=p-tg—§=(p—a).cotg7=(D—C) cotg§
1) rc=p-tg(—2=(p—a)-cotg%=(p—b)-cotg%

€.405 Calcular os comprimentos dos lados de um tridngulo isdsceles conhecendo r (raio da
circunferéncia inscrita) e r* (raio da circunferéncia ex-inscrita 3 base do tridngula).

C.406 Demonstrar que ¢ retingulo todo tridngulo no qual o raio de um circulo ex-inscrito

& igual 3 soma dos raios dos outros dois ex-inscritos €Om 0 raio do inscrito.

C.407 Qual ¢ a condicdo que os lados de um tridngulo devem satisfazer para gue o raio da
circunferéncia circunsecrita seja o triplo do raio da inscrita?
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C.408 Sendo r o raio do circulo inscrito a um tridngulo e &, B, ¥ as distincias do incentro
aos vértices A, B, C respectivamente, demonstrar que:
a-f-y _ abc
r T
/\l
C.409 Dados dois tridngulos ABC e A'B'C’ nos quais A+R-n e lé' = B' demonstrar
que aa” = bb" + c¢c’.

C.410 Provar que em todo tridngulo valem as seguintes relagdes:

ns -l— (a2 » sen 28 + b? .+ sen 2A)

~~ o
(a2 - b% - senA - senB
2 -« sen {A - B)

s - (R #8)

1) (b—c)-cotg—3—+(c-a)-c0tg §+(a—b)'cot9 5=0

IV) (b2 ~ a2} « cotgA + (62 - a2) - cotg B + (a2 - b2) - cotg€ - 0

-~ n
(A.B,C;&z)
A LeB. gl
V)tg—i-tgi tgz b
A B ﬁm4R+r
Vl)tg§+tgi+tg§-— )
A 8 C_L
Vi) sen T c®N 5 ocsen 5 = oo
~ ~ r
VIl cosA + cosB + cos€ = 1 + a
~ - ~ 2pr
IX)a-cosA+b'cosB+c~cosC=F

1l. RESOLUGAO DE TRIANGULOS QUAISQUER

135. Resolver um tridngulo qualquer significa c_alcular seus :alel_'nentos p:incip;s;
a, b, c A, B e €. Para isso é necessério que sejam dadas trés |nformac|c‘»es:: e
0, triangulo, sendo uma delas, pelo menos, a medida de um segmento liga
triangulo {lado, altura, mediana, etc}.

Ha quatro problemas cléssicos de resolugdo de tridngulos que trataremos
com destaque.
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136. 1° problema

Resolver um tridngulo conhecendo
um lado (2} e os dois dnguios adjacentes

aele (B e é).

Solugdo

A
b =

a-senB
T R
sen A
a-senC
_—
sen A

H

’

137. 29 probiema

Resolver um tridngulo conhecendo
dois lados (6 e ¢} e o dngulo que eles

formam (3\).

Solucdo

180° - (B + §),

dois lados (@ e b) e 0 dngulo oposto a um
deles (A)

a=vb®+c® - 2bc - cos A

2 2 ~
b* = a +C2—2aCOCOSB__-—._:. cos

138. 39 problema

Resolver um tridngulo conhecendo

os trés lados (a, b, c).

Solugdo

Da lei dos cossenos, vém:

bz~|—(;2—a2

cos A =
2hbc
~ 2 2 _ .2
cos B = ate b
2ac
- 2 2 _ a2
cos G- & *b -¢
2ab
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2 ~
C =a +b2-2ablcosé\§ cosC =

Notemos que o problema s tem solucdo se estes cossenos ficarem no

intervalo  ]-1, +1[, isto &, se:

a<b+c b<atc e c<a+b

139. 49 problema

Resolver um tridngulo conhecendo

Solugdo

~ b ~
sen B = 3 sen A

€-180° - (& + B
_a- sen C
T sen A
Discussdo

19 caso: b - senA > a

b - sen A

Entdio ———— = sen B>1—=—= # solugio

20 caso: b - senA = a

Entdo ti_-_sen_A:senﬁ=1== g = 90°
a

A P 'y =
portanto, existe solugdo somente se A < 90°, caso contrdric A +B > 180°.

3% caso: bsenhA <a

Entdo E'—sen-p—\ = senB < 1 e existem dois angulos B, e B,, suple-
a

b . sen A °
a

mentares, que satisfazem a relagdo sen B = . Admitamos 0° < B, < 90

e 90° < §2 < 180°. Os dngulos ﬁ, ou éz servem como solucdo dependen-
do de A. H3 trés possibilidades.

18) A = 90°

Neste caso s6 B, 6 solugio pois A + 8, > 180°
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2% A < 90°
Neste caso §1 é uma solugdo porém B, s 8 solucdo se a < b, uma vez
que:
B, >A == b>a.
3?@) A>90°

Neste caso B, ndo é solugio pois A + B, > 180°; guanto a By, s6é
solucdo se a > b, uma vez que:

B <A =—= b<a

EXERCICIOS

C.411 Resolver um tridngulo ABC sabendo que a, b e c sdo niumeros inteiros consecutivos
e € =2A.
C.412 Resolver um tridngulo retangulo ABC, sabendo que a=5 e r =1,

C.413 Resolver o tridngulo A'B'Q’ cujos vértices s30 os pés das alturas do tridngulo ABC
dado: A’ = 180° - 2A, B’ = 180° - 2B, & - 180° - 28,

C.414 Resolver o tridngulo A'B’C’ cujos vértices sdo os pontos de tangéncia da circunferéncia
inscrita com os lados do tridngulo ABC dado.

C.415 Resolver um tridngulo ABC sabendo que a=3, b+c=10 e A - arcsen 3

50

~ 6+4
C.416 Resolver um tridngulo ABC sabendo que b + ¢ = 11, hg =4 e A =arcsen __.“_’Lg

9v2 + 36

C.417 Resolver um tridngulo ABC sabendo que A = 45°, b=3 e atc-= 5

C.418 Resotver um tridngulo ABC admitindo conhecidos B, Ces

C.419 Resolver um tridngulo ABC admitindo conhecidos B, € e hg.
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TESTES

FUNGOES

TC.1

(iITA-72) O éngulo convexo formado pelos ponteiros das horas e dos minutos as 10
horas e 15 minutos é:

a) 142°30' b} 142°40

Cg) 1420 d} 141930

TC.2

\rey

TC.4

TC5

TC.6

e) nenhuma das respostas anteriores

{FUVEST-77) O angulo agudo formado pelos ponteiros de um rel6gio a1 hora e
12 minutos é:
a) 27° b) 30° or 36° d} 42° e) 72°

{ITA-73) Entre 4 e 5 horas o ponteiro das horas de um relégio fica duas vezes em
dngulo reto com o ponteiro dos minutos. Os momentos destas ocorréncias serdo:
2
a)4h5—1mine4h381—5{mm b)4h51—€;—mine4h381—1m|n
5 5 ) 3 . 7 .
= mi —_ — — m
c) 4h5 T min e 4 h38 3 min d)4h5” min e 4 h 38 77 min

e) nenhuma das respostas anteriores
- L o o
{PUC-70) Sendo 0 um dngulo positivo, entac (—2- - 8) pertence ao:

b) 2% quadrante

a} 19 quadrante
d) 4% guadrante

¢} 3% quadrante
e} nenhuma das alternativas anteriores.

(UDESC-74) Os arcos cujo cosseno é \/; podem estar nos quadrantes:

a) 1° e 4° b) 1% e 29 c) 19 e 32 d) 2% e 3°
e) nenhuma das opgdes é correta.
" 2x .

(PUC-76) Todgs os valores de X, de modo gque a expressdo  sen 0 = exista,
sdo:
a) -1 x<1 p) -1 <x<0 ¢ -1<xK2
d 1 <x < 15 e) 1< <
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TC.7 {MACK-73) O conjunto dos nimeros reais a para os quais a equagdo sen x = a +a
tem solugdo real em x é:

al R b) & o {1, -1, 0}
d} {kTr bk inteiro} g) nenhuma das anteriores.

3
TC8 (CESCEM-77} Se x € (m; 7) e cosx = 2k - 1: entdo, k varia no intervalo

a)  =1;00 bl [[1:00  gido; ) ) (O 1) e (5:1)

N =

TC9 (PUC-75) O valor numérico da expressdo:

y=cos4x+sen2x+tg2x—sec8x para x=-12L é:

a) 2 b) 1 c) 3 d)l 0 el 4

s

TC.10 (CESCEM-75) C menor valor gue assume a expressio {6 - sen x); para ‘'x” wva-

riande de 0° a 360° é:
al 7 b) 6 € 5 d) 1 el -1

7C.11 (MACK-76) O valor maximo de y = 2 senx + cos2x, O < x < -;L é:

al 1,5 b) 2 c) 25 d) 3 e) oo

TC.12 (CESCEA-73) Assinale a afirmacdo verdadeira:

a) Para todo a real, existe x real tal que tgx =
b} Existe x real tal que senx =a <> a <1
- ¢} Existe x real tal que sec x = a lal €1
d) ndo sei

TC.13 (CESCEM-72) Os quadrantes onde estio os dngulos &, B e 7y tais que:

sana <0 e cosa<0
cosB<0 e gf<o

seny > 0 e cotg?Y > 0 sdo respectivamente:
a) 3°, 29,19 b) 29, 19, 3° ¢ 39, 12, 29 d) 19, 20, 3% ¢ 39, 29, 2°

TC.14 (SANTA CASA-77) Se F(x) = cos x, entdo:
a) F(%) < F(l/é—;) < Ew2) < F1LE)
b) F(1,6) < Fc-;l) < F(%—; <r2)

o) F(-‘/Tg) <r2) <fF1s < F(%)

d Fiv'2) <Fli 5 < F(-—‘/QE) < F(%)

o F(%) <Eis <FW2 < F(—-\/Z—E)
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TC.15 (CESCEM-70) Assinalar a desigualdade verdadeira para todo x:
b) lcos x - sen x| < lcos x| - lsen x|
a) lgxl = lsec x|

a) leosxl + Isen x| 21
o lgxl = lcos x|
@) nenhuma das alternativas anteriores

TC.16 (CESCEM-73) Entre as afirmagOes abaixo, uma e apenas uma, é verdadeira. Assinale-a:
a) O seno e o cosseno s40 funcdes tais que quando uma cresce 3 outra decresce
' b) cos x - sen x =0, para todo x real, pois C€O§ X 2= sen X
c) tg % ¢ peribdica de periodo 27, pois a tangente & uma fungdo periodica de
periodo T
dy 1 -2-senx’ cos x =20, para toda x real, pais (senx - cosx}? =1 -2~
+ sen X * COSX

1C.17 (CESCEA-73} Sejam x e y dois ndmeros reais tais que 0 < x <y <-nz~—. Assinale

a afirmagdo falsa:
a) 29 % L 219Y
b) cosx <cosy
cl senx <seny

d) ndo sei.

TC.18 (GV-70) A fungio Fix) = senx * iog; x &
7
a) sempre negativa, para O <x <7
b} sempre positiva, para O <x<n
¢ positiva para 0 < x <1 e negativa para 1 <x<7
d} negativa para 0 < x <1 e positiva para 1 <x <7

T
e) positiva para 0 <x < 127. e nagativa para 5< x <7

n
TC.19 (POLI-68) Se x e y satisfazem 0<x<y< 5 ez= sen x — tgy * cos x, entdo:

al para cada vy, 2 é uma fungdo decrescente de x
b) para cada X, 2 & uma fungio decrescente de ¥
¢) z pode ser nulo

d} z é sempre positivo

e} nenhuma das anteriores

1C.20 (CESCEM-73) Considere 2 sequéncia de nGmeros reais que.se obtém fazendo

na expressdo y = sen -:-(-, n=0,1,2. Podese afirmar que:

X= 53 20w

a} a sequéncia ndo é convergente

b) o limite da seqiéncia situa-se no intervalo fechado [-1; 1]
c) zero é um termo da sequéncia

d) a seqiéncia converge para +1 ou para ~1

e} o limite da seqiiéncia & zero
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TC.21 (FFCLUSP-69) A solugdo de sen2 x + sen* x + sen x = 3 é:

s
a)l x = k= (k um inteiro qualquer)

2
b) x = km {k um inteiro qualguer)
c) x = % + k7 (k um inteiro qualquer)

m
d) x = {2k + 1)? {k um inteiro qualquer}

e) nenhuma das respostas anteriores é verdadeira.

TC.22 (CESCEM-73) Considere a equagdo trigonométrica sen x + sen 2x = 2. Entdo:

a) existem solu¢Ges todas irracionais

b} existem solugdes todas racionais

e) x=—71+2k1l’ ou —1—T-+k17; Kk&EZ
2 4

d} ndo existe x que satisfaga a equagdo

e x=0

TC.23 {CESCEA-72) Seja A C B = {x cERlo<xK 27?} o dominio da func¢do f, dada

. 1 - sen? x - ..
por: fi(x) = T enx Entdo, A é igual a:

s (xEBIx#Z e x#0}
b) {xE B | x# 7}

<c) {xEB|x;&—3§}

d) {xEB|x=3?n}

e) ndo sei

TC.24 (GV-74) Seja n o numero de pontos do conjunte {x € R | 0 <x <21} nos quais

lox ndo estd definida. Entdo n ¢ igual a:
sen 4x
a) 3 b) 4 c) 9 d) 11 e) 8

TC.25 (CESCEA-75) Assinatar a afirmacio correta:

a) a funcdo tangente estd definida para todo x real, & sempre crescente e tem
periodo 1.

. m
b) a funcdo cotangente estd definida para todo x real, diferente de 5 + k@, com

k inteiro, é sempre crescente e tem perfodo 7.
¢} a funcdo cossecante estd definida para todo x real, diferente de k7, com k intei-
ro e tem valores no intervalo [1, +oof.
d} a funcdo seno esta definida para todo x real e & sempre crescente.
=~ . . ] n
e) a funcdo secante estd definida para todo x real, diferente de 5 + kT, com

k inteiro relativo e tem valores no conjunto ]-eo, =1] U [1, +eof.
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TC.26 (CESCEM-71) Qual dos seguintes conjuntos de valores de x poderia constituir um
dominio para a fungdo log sen x?

al x<0 b)—g<x<n’

i
a x %K. % (K-01,2.0 e x#K T (K=012

c) §2E<x<2ﬂ

TC.27 {CESCEM-75) A fungdo gue melhor se adapta ao grafico abaixo é:

x
a} y = sen

x
b} y = cos 5 . -
¢l y = sen 2x : an x
d) y = cos 2x
e) y = sen x

TC.28 (CESCEA-73) A figura é um esbogo do grafico da fungdo:
Y
- m 1
al y = cos X, —23-1 Cx & =

b) y = cos 2x,

! m 0 n
c) y =sen2x, xS ‘3—/--5- e
d} ndo sei L N

TC.28 (CESCEM-73) Qual das func¢des abaixo melhor se adapta ao grafico?

a) y = x2 Y

bl Isen x|

c) Isec x| - 1

d) = lcos x| N
K M x

el y = ltgx|+1

< < < <
it

TC.30 (MACK-77) O gréfico abaixo pode ser

a) lsen x|
b) sen? x
¢) 1 - lsen xl
d) 1 - leos x|
e) Nio sei - oY

o

TC.31 {GV-74) As equagdes abaixo representam curvas, num sistema cartesiano de coordena-
das de eixos X e y. S6 uma destas curvas n3o passa pelo ponto x = -0,5; y = 2:

1
a)y=logz(ﬁ)x b) y = 8x2

sen (7x) 1Y
c)v=—T d)V—lx
o) y = X
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TC.32 (EESCUSP-69) O periodo da fungdo 3 cos 4x é:

i 3n 2n T
a) a) 3 b) vy c) = d) -5 e}

INE]

TC.33 (EAESP-GV-77) O periodo da fungdo dada por y = 3 sen (27x + %) é:

1 n i
a) 5 b) 5 c) 2m d) 1 e} v
TC.34 (STA CASA-73) Em relagdo a funcdo y = 2senx + 3 cos % pode-se afirmar:
T
al y(x) = ylx + 27 b) ndo é periédica c) é tal que yix) = ylx + 5)
d) & harmédnica simples e} é tal que vyix) = yix + 47

1C.35 (CESCEA-74} O dominio, a imagem e o perfodo da fungdo fix) = 1g {x - %) sdo,

respectivamente:

a) {xEIR!x;é—%-k‘n', KEZ}), Ren
b) {xelﬂlx?‘:%+2kﬁ, KEZ), Rezn
c) {x€1R|——LL<x<5T"}, Ret

m
) xERI -—g—<x<5}, Re2n
e} ndo sei
TC.36 (CESCEM-73} Uma reta pela origem, de coeficiente angular negativo, tem trés @ somen-

te trés pontos em comum com o grafico da fungdo vy = sen x. A menor das trés cor-
respondentes abscissas:

a)l é um mdaltiplo de T b) estd entre %E e -1 cl é nula
-3 .
d) estd entre -2T e - e} é positiva

TC.37 (MACK-78) A interseccio dos gréficos das funciies seno e tangente para 0 <x<w

a) é vazia b) contdm um e um s6 ponto ¢c) contém o ponto de abscissa %

d) contém mais de um ponto e) depende da escala usada

TC.38 (CESCEA-75} Dadas as curvas Yy = x2 e vy = cosx, assinalar dentre as afirmacGes
abaixo, a verdadeira:

a) elas ndo se interceptam

b) elas se interceptam numa infinidade de pontos
¢} elas se interceptam em dois pontos

d) elas se interceptarn num Unico ponto

e} elas se interceptam em trés pontos
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TC.39 {(MACK-75) G namero de pontos de intersec¢do dos graficos das fungdes f e g dadas

por:
fx) = -leosx} e glx) = cos (-g- +x) com -nt<x<m &
a) O b} 1 c) 2 dl 3 @) maior que 3

TC.40 (FAAP-74) Para cada t € [0, 7], Alt) =1 - cost, representa a drea sob o gréfico
de f l(acima do eixo dos x) dada por f{x] = sen x (vide figura 1), Baseado nisso,

. . m
a drea sob o grafico de f (acima do eixo dos x} com x € [z —Z—] (vide figura 2}

Ay Ay
7 7/
/s s
/ s
s/ s
// 4
£ : . |
| | |
1 S ] 1 4 P
0 t m x 0 mom T X
vale: 4 2
a)1_\/5 b)\/—g o 1 @ 4 ) Y2
2 2 2 &

IDENTIDADES FUNDAMENTAIS

TC.41 (PUC-75) O valor da expressdo 25 - sen’x - 9+ tgzx sabendo que cossec x = %

e x & do primeiro quadrante é:

a) 2 b) 3 cl 4 d) 0 e) 1
TC.42 (GV-76) Se sena = 23 ¢ seca & negativa, entdo o valor de [ 1-cosa
25 1 +cosa
é:
3 3 5 4 1
a) = b} = c) — d) — —
2 5 2 '3 ® 3
TC.43 (ITA-74) O valor da expressdo x = -12:—:;’2% quando cos 8 = - —3— e 198 <o, é:
410 2 10 210
a) b) - c) =~
K1 3 15
d) 3 '710 e} nenhuma das respostas anteriores
2
1C.44 (CESCEA-70) Se senx = 2=1 , entdo, I X*1 4 igual a:
cotg?x + 1
h-1)? n? n-1 n-1 n-1?
) b} —— — o n-
T n-1 L Zn+tz O 2+
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TC.a5 {CESCEM-76) Sabese que sen x=a7#0 e cosx=b3#0, Logo, tox+coigx =

a+b ab ab 1 el 1
2 ab b)a+b c)a7-+b2 /dfab a? + b?

TC.46 (MACK-73) As rafzes da equagio 2x2 - px - 1 = 0 sio senf e cosf, sendo
8 um ndmero real. O valor de p é:

a) zero b} 2 c) 4 d) 5
e} nenhuma das respostas anteriores

¥C.47 (ITA-71) Seja x € (0, -’21). Qual afirmagdo abaixc & verdadeira?

[ X

a) SENX | COSX <y py SENX , cosx <o
CO0Ss X sen x COs X sen x
san x cos X sen x COS X

c) + 22 d) + =2
cos x sen x cos X sen x

e) nenhuma das respostas anteriores

TC.48 (CESCEA-72) Assinale a afirmacdo falsa:

a) {x ER [ sen*x + cos?x = 1} = R

b) {x ER | 3. sen?(3x) + 2 - cos?(3x) = 6} = &
¢ {x € R |sen*x + cos?x =1} = IR
d) {xERlsec2x>tgzx+1}=g

e} ndo sei
i cosf :
TC.49 (CESCEM-70) Se § = — +2km, k inteiro, entdo ——— , ¢ igual a:
2 1 -sen
a) tg @ b) senB cos@ ¢l 1 +cos@ d) 1 +senf

e) nenhuma das respostas anteriores

Cossec X — sen x
sec X - COs X

TC.50 (PUC-70) A expressdo: é identicamente igual a:

a) cotgax b) sec’x ¢ sen’x +cosx  d) tg’x + secx e) cossec x
cos?x - sen*x
TC.51 {CESCEA-71) A expressio: —1——t—g—4—-- & equivalente a:
- tgtx

a) cosx +senx b} cosx -senx ¢} costx d) sen’x e) ndo sei

TC.52 (GV-75) A expressio — X 4 1+ COSX oiqa a:
1+ cos x sen x
a) 2 b} ! ¢} secx d) Zcossecx e) _S5X
cos X sen x 1 + sen x

TC.53 (CESCEA-73} As ralzes da equagdo: x* - (2-tgalx - 1 = O sdo

a) tgatcosseca b) tga T cosa

c) 1ga * seca d) ndo sei
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TC.54 (ITA-73) Eliminando 8 nas equacdes:
xesenf + yscos@ =2-a-senl
x-c205|9 - y-szenﬂ =a+cosf,a>0 temos:
a) (x+y):- (x-y);= Za(:x+y)2 b) (x + )2+ (x - y)? = {x + yla
o I+ v+ x - y)® = 243

e} nenhuma das respostas anteriores

d) impossivel eliminar 8

TC.55 (MACK-76) O valor de k, para o qual
fcosx + sen x)® + k senx cosx - 1 = Q
é uma identidade, é:
a) -1 b} -2 c 0 d) 1 e} 2

TC.56 (CESGRANRIO-76) Na figura o raio C
OA do circulo vale 6. O segmento
OB vale 3 e o segmenta CB ¢é per-

pendicular a OA, A medida, em radia- /N

nas, do angulo 8 & A
4 T n m anm
L b) — ) = d = e} =

a3 8 3 ) 8

TC.57 (CESCEA-75) Considere a figura ao
lado:

O comprimento do segmento MN &

a)\/“_% b VZ2+ —— o -vVZ+1 d1-¥2 gz

2

TC.58 (GV-74) A expressio V cos M+1og, 16 -eS8N2" tem o mesmo valor numérico que:

T m m
a} 25&“7 b) cos? c) g 3 d) ecosw e) logy2

=

TC.59 (GV -72) Sabendo-se que x+vy =

a)n\if—i b) 1

e xX-y= lzr- entdo, sen x +seny & igual a:

d)% e) V2

¢}

w
~|<‘
w

TC.60 (CESCEM-75) O seno de um dos dngulos agudos de um losango € igual a —;- portantc
a tangente do maior dngulo interno é:
V3

a) -1 b) - V3 c) V3 ) _\/3 e) —

2 3 3
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TC.61 (FAAP-75} Conhecida a férmuia:

TC.69 (CESCEM-71) Dizemos que uma funcdo real & par se flx) = f(-x}

sen{nx) * cos [(n + 1)x]

sen2x + sen22x + sen23x L sen®nx =
2 - senx
vilida para todo x € IR tal que senx ¥ 0, entdoc a soma
sen2 Ty sen2 2 + senz 3T + .t en’9 r vale:
3 3 3
V2 1 9
al 0 b) — ¢l = dl 9 e} =
2 2 2

TC.62 (CESCEM-74) Dado o angulo & = 1782°, entdo:

e que & (mpar

se f(x) = -f{-x). Das afirmativas que seguem indique qual a falsa:

a)
b)
c)
d)
e)

o produto de duas funcBes fmpares € uma funcdo mpar
o produto de duas fungdes pares & uma fungdo par

a soma de duas fungdes (mpares & uma funcdo (mpar

a soma de duas fungdes pares & uma fungdo par

alguma das afirmacGes anteriores é falsa

{CESCEA-71) Em cada uma das questdes de TC.70 a TC.74 é dado o grafico de uma
funcdo definida em 1R. Dadas as denominagdes:

|
L
1

fungdo impar;

fungdo ndo limitada;

fungdo periddica;

a} sen (.= —sen 180, cos (X = COS 180, tgx = —-1g 180

b} sen & = -sen 180, cos¥ = -cos 180, gl = -tg 180

c) sen&:sen18°, cosQ = cos18°, tga=t918°

d} sen (¢ = sen 180, cos (¥ = -COs 180, tga = tg 18o

e} sen = sen 180, cos @ = cos 180, g = -tg 18°

TC.63 (FEI-66) Se cosx = %‘ entio sen{x + %—) é igual a:

3 3 4 4
K2 b) — 2 c) — d) - —

a} 5 ) ) B 5

e) nenhuma das respostas anteriores

IV — fungdo par;
V — fungdo identidade.
Assinale:

a) se as denominacdes 1, 11 e Ul forem verdadeiras para o grafico da questdo
b) se as denominacgdes Il e 1V forem verdadeiras para o gréfico da questdo
¢) se as denominacdes ), Il e V forem verdadeiras para o gréfico da questdo
d) se as denominacdes |l e |V forem verdadeiras para o gréfico da questdo
e) ndo sei

TC.70 TC.71 TC.72 |
TC.64 IMACK-76) Se x = —, o valor de 2cos T sen{T - x)sen{ %_;—T + x) & igual a: |
[
i |
a) cos 2 b) - 2%7 c) sen — d} -sen 2 1 % : 1l
e) nenhum dos anteriores | B /1 ';
1 Il >~ —
o o o o -1 1 - I 3n 1,
TC.66 (GV_75) cos(90° + x) + cos{180 - x) + cos(360 - x) + 3 cos(90 - x) l-z—'
’ sen(270° + x} - 5en (90° + x) — cos(90° - x} + 5en{360° + x} II
é igual a: '
a) cotgx b) ~1gx c) -1 d) 1
e) nenhuma das anteriores
TC.66 (MACK-75) A soma dos 12 primeiros termos da série TC.73 ‘ TC.74 \
cos @, cosle + 7}, cosla + 2 ... &
a) 6 cos& b) cos & ct 1 dl 0 e) -1
TC.67 (FFCLUSP_67) tog tg1° +togtg2° +logtg3° + .. +logtg89° = x .

i

a) 0 b) 1 c) 445
e) nenhuma das respostas anteriores

d) 89

TC.68 (PUC-77) Qual das fungdes abaixo, € fungdo pary

H

a) fix) = b} fix) = x c) fix} = x d} f{x) =

e} fix) = senx
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1
TRANSFORMACOES TC 82 (GV-73) Sendo x um arco de quarto quadrante e sendo sen x == o valor

de sen 4x é:

Va J3 NE J3

a)——-g— b} 5 c)——4—- d) 2

NE
2

e) -

TC,75 (CESCEM-73) Sabese que 1g75° =2 + V3 e 1960° = V3. O valor de g i5°
y é: TC.83 (CESCEM-70) Se cos2x = 2 * cos2 x - 1 entdo o valor de cos 4x é:

4
) 2cos® x -1
a)%— b) V3 o V3 @ 2+V3 e 2-V3 2 2o

b) 8lcos?* x - cos? x} + 1
¢ 4costx -1

il L o
TC.76 (MACK-75) Se 0 <a < 5 € o< < 5 entdo: d) dcostx - 2cosZx + 1

_a) sen (a + b) <sena + senb quaisquer que sejam a e b e}l nenhuma das alternativas anteriores
b) sen (a + b) 2> sena + senb quaisquer que sejam a e b 2
¢l senfa + b) >sena + senb somente se a > b TC.84 (CESCEA-77) Sabendo-se que c¢os 2x = 3 entdo o valor de tg? x é:

d) senfa + b) <sena + senb somente sea < b
e} nenhuma das anteriores

-

1

5 b) 1 c)

ow

6
d} 5 e)

a) -15-

TC.77 (PUC-71) Para todo x real, sempre vale a relagdo:
TC.85 (GV-75) Sendo x um arco do primeiro quadrante e sen x = a, a expressio:

a) sen? x - cos? x = -1 } 2 « senx + cos X = sen 2x
sen x /b - 2 cos?x + sen?2x ¢ igual a:
_ senx _ 2
¢ gx = €os X sl gx =1+ sect x a) 2(1 - 2a%) b} -2(-1 + 2a2 - 2a%}
) cos x c) 2(1 - 2a?} + 4aV 1 - a? d) 4(1 - a2 - a%)
el cowgx = sen X e) nenhuma das anteriores

TC.78 (MACK-74) A expressdo:

TC.86 Sabendo gue sena = % e cosa = —, entdo sen 22 + cos 2a & igual a:

N = sen® « cos & * cos 20 + cos 4 + cos 8¢ « cos 16 + cos 32¢¢

ojo vls

é equivatente a: a) %1 b) g—;‘ c) d} 12% el %
a} N = sen 63 b} N = sen B4Q ¢) N = cos 64t
dl N = cos 640 o) N o %P 64 TC.87 (CESCEM-77) Sejam f e g fungdes definidas por f{x) = cos 2x e gix) = sen’x - 1.
26 T Entdo, fix) +gix) &
—cos? x - 1 b 2 + senx) - 1 —sen®x
TC.79 {FEI-67) O menor periodo da fungdo f{x) = senx + cosx é: :; s(:r)\sxx e; .Ben %12 cos x x) ol -sen
m T
w b) 2km ¢ — df =
al . 4 2 TC.88 (MACK-74) O periodo da fun¢do f definida por f(x) = sen® x é:
e) nenhuma das respostas anteriores . 7 o
a) 5 b) Y ¢ n d) 27 e) 2

TC.80 (MACK-77) Sejam as funcdes fy e f2 de dominio IR, definidas por

- 3, _ sen? _ .
filx) = senx + cosx e fylx) = 3senx cos x. TC.89 {(MACK-74) O perfodo da fungio fi(x) = sen? 3x - cos4x &

Sendo 11 e 13 os conjuntos-imagem de f; e fy, respectivamente, tem-se gue: a} % b) @ c) 2?71 d} 2m e) 5—617
C C

al Iy £y bl £ e ly=1

d) nenhuma das afirmagdes acima é correta e) Naéo sei g X g X

TC.90 (CESCEA-73) A expressdo: é idéntica a:

1+ 1tgx 1-tgx
TC.81 {CESCEM-76) Sabe-se que sen 2x = 2 senx cos X. Portanto, sen 4x =
a) sec 2x b) tg 2x

a) 4senx cos x b) 4sen2x cos 2x ¢) 2sen2x cos x
d) 2senx cos 2x e) 2sen2x cos 2x c) tgdx d) nao sei
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TC.91 (CESCEM-73} Seja fix) = tg{x + %) = tg (x - %) podemos afirmar que:

a) flO) = -1 e f(%) -0

b) qualquer que seja x, f{x) estda definida e vale -1

c) se x = kW, fix) =-1 ese x# ki flx) -1 (kEZ)
d) se x =0, f{x)=-1

e) f{x}) = -1 nos pontos onde a fung¢do estiver definida

TC.92 (MACK-74) Seja w = tg@ + cotg® com 0O <@ << % , entdo:

a)l w<05 b} -1 Sw <1 ¢t w=15
d) o maior valor de w € 2 e} w = 2

TC.93 (EAESP-GV-77) Se tgx =t, entdo, cos2x + sen2x & equivaiente a:

(1 - 1)? 1 -2t - 12
1 -1 2
a) 1—+?2- b} T 112 cl 1+t
14+ 2t -2
+ - 12 _
dl 1+ 2t -1t e} PR
. 3 - sen 2x
TC.94 (MACK-69) Qutra forma para a expressio ———————
1 - cos 2x
3 cotg X cotg x
t .
al cotg x b} cotg x c) T cotg? x 3 el 3 - cotg x
1 -twgx 2
. -94 —_— :
TC.95 (ITA-94) [1+tgx] vale
a) 1 -2 +sen2x b) 1+ 2+ sen2x ) 1 + sen 2x
1 + sen 2x 1 - sen 2x S T " sen2x
1 — sen 2x el f d teri
[R—— nenhuma das respostas anteriores

TC.96 (MACK-76) Se tgx=m e tg2x = 3m, m > 0, o dngulo agudo x mede:

a) 15° b} 60°
c) 45° d) 30°
e) 22°30'
g
TCO7 (ITA-77) Seja D = {x € R | x # log "? n=1,2 3,..5. Com respeito a
) o sen {3eX) cos (3eX) )
f:D = R, definida por fix) = seneX " coseX podemos afirmar que:

a) fix) = 2 para todo x em D
b) fix) = 3 para todo x em D
c) flx)
d} f(x} ndo & constante em D

e3 para todo x em D

e} nenhuma das anteriores

198-C

funcio

TC.98 (MACK=-74) Sendo u a medida em radianos de um éngulo e v = % - u, a expressio

s sen u + cosu
" /2 +senu * cosu

2x X 2x
a Z bl sa+1 9 ile d 5z

em fungdo de x = cosv @é:

2x ) 2x
2 2

. 1 )
7C.00 (UNB-74) Para 0 <t < 27 a expressdo: 5 vV 2(1 - cost} & igual a:

a) cos(%) b) icos(%)l
c) sen (;—) d) nenhuma das anteriores

TC.100 (MACK-73) Seja O <a< % Da figura abaixo pode-se concluir diretamente que:
a Jwa . by
a) tg ? hid —2—'- ____&0, 1
o sen (& -~ P ~
b) 7 % ¥ cosa /// I‘ \\\
¢ 1+ cos |
c) 1977.‘ = sen & { &) \1(1 O)X
gl o Zsme \ /o
9% ° T - cosa \\ //
o 1 - sen S -
&85 -/ Trsena ~

TC.101 (EESCUSP-68} Se cotg ""2 V3 entio:

Vi Vi 1
3

a) sena = —5 b) sena = c) sena = &

d) sena =1 d) nenhuma das respostas anteriores

1 -
TC.102 (CESCEA-69} Se tg% =5 entdo tga vale:
4 3
= = -2
al 3 b) m c) 2 d} 1 e)
implifi for i — 1 reosx obtém-se:
TC.103 {PUC-70) Simplificando-se a expressdo: T secx T cosx’ :
a) senx b) cos x ¢) wgx d) cotg x e) cossec x
n .
TC.104 (MACK-76) A expressdo tg % + cotg %— para 0 <x < 5 é equivalente a:
a) 2senx b) 2 secx
c) 2cosx d} 2 cossec x
el 2tgx
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TC.105 (FEI-73) Se 0<a, < 5 & cos lap) = = cos(7_l, vale:
n 2n + 1 1 n +
NPT b/ 202 RV
q 2 el -
n+1 n?

TC.106 (FFCLUSP-67) A igualdade tgx = a - cotgx + b cotg2x ¢é vdlida para todo x

k™ o .
real tal que x F PR Entdo a e b valem respectivamente:

ala=1 b= -2 b) a=-2, b=1 ¢cda=1 b=20
d} a 2 el a=b

]
-
(=2
]

TC.107 (ITA-75) Sabendo-se que sen x = r’: ; : n>0 e m>0, podemos afirmar que

tg (X - %) ¢ igual a:
g (g 5 igual a:

n m -
LY p) Y 91D
m n m
n
d) - e) nenhuma das anteriores

TC.108 (CESCEA-76) Transformando-se em produto a expressic cos 70° - sen 60° obtém-se:

al -2 cos 5° cos 65° b) 2cos5° cos 65°
¢} -2 sen 40° sen 20° d) +2 sen 40° cos 20°
e) -2 sen 20° cos 40°

TC.109 (GV-74) Assinalar a afirmagao verdadeira:

a) sen 20° + sen 30° = sen 50°

b) cos 20° - cos 10° = cos 10°

c) sen 20° + sen 30° = 2 - sen 25° » sen 85°
d) cos20° + cos 30° = 2 ¢+ cos 25° - cos 85°
e} sen 30° + cos 30° = 1

TC.110 {GV-73) A expressdo sen x - cos x € idéntica a:

a)VZ-sen(x-%)

1 n
bl _ﬁ sen (x - 2)

m
c) 2-sen(x+z-)

d) \/E-sen(x’r%)

e} \/g- sen (x - 1)

3

TC.111 (MACK-76) A expressdo sen (135° + x} + sen (135° - x) ¢ igual a:

a) \/Esenx b} \/Ecosx o -1 d) \/;cosx e) —\/Esenx
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TC.112 (PUC-75) senC + 2 sen 2( + sen 3¢ ¢ igual a:

o' @
al 2 » cos 2 + sen? 3 b) 4 « sen 2 + cos? 3>

¢} sen 20t + cos 20¢ d) 3 - sen 20 + cos 2(¢
e) 3sen2 - cos2®

TC.113 (ITA-70) Seja P = sen? ax - sen? bx. Temos, entdo que:

a
a) P =senax * cos bx b} P =cos—x * tgbx

2
ath a-b
5 )x + cos { 5
d} P =sen(a+bix - senfa-blx

e} nenhuma é vélida

c) P=2-senl|

Ix

TC.114 (MACK-77) O menor valor que y pode assumir na igualdade y = cos x + cos 2x

e:
3 7 9 - .
-— - c) -1 dl -— e) ndo sei
a) a b) 8 g
X = x + vy
TC.115 (MACK-74) Sendo senx - seny = 2 * sen * cos — e lembrando que
lsen 2| < lz1: lcost! <1 e la-bl =lal + !bl; podemos afirmar que, para quais-
quer NUMeros X ey reais:
+ |X - Vl
a) lsen x - seny! < Ix + yl b) lsen x - senyl < >
¢ lsenx - senyl < Ix -yl d) lsen x - senyl < 21x2 - y2!

e) nenhuma das anteriores

sen{a - x) + sen (23 - 3x}

TC.116 (GV-75) A expressdo cosla < %) * cos (2 - 3x)

é 0 mesmo que:

3 3
a) -tgia - %"] ’ b) cotg {a - ?x) ¢ g (—2—a - 2x)

d} cotg (g-a - 2x) e) nenhuma das anteriores

. 7 -
TC.117 (MACK-74) Sendo u a unidade em radianos de um angulo e v = 7" u, a expressdo:

+ S U ~ .
S = —_Senu T cosy em fungdo de x = cosv e:
\/5 - senu * COSU

2x X 2x 2x 2x

a3l 74 b sar Y Toe 9 2@ X2 + 2

) . sm vale:
TC.118 (PUC-75)} cos 2 cos 3 :

a)--\%_z(\/;m) b)-\/T;(\/S-n <)
d)__\g—_z-(zx/g-n e)-%_zn-z\/a

IS

Zh -V

T 8
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TC.119 (MACK-75) Simplifi se: 4 ¢ . o _q) . o S rose - .
§) Simplificanda-se: 4 » sena + sen (607 - @) *sen (607 + &) obtém-se: TC.123 (PUC-76) Os valores de x que satisfazem a equacdo cos{3x - %) =0, sdo:

a) sen b} sen 3« c) sen 2¢ d} sen 5 e} sen 4u in T
a)x:§6+k_3.; k=0, +1, 2,
TC.120 (ITA-69) Para que valores de t o sistema 7
il m. _
)ty b)x=—1—5—+k—3-. k=0 %1, £2
sen x + sen y = logyg t2 m m
admite solugado: o x = 2 Tk Z" k=021, 22
a) 0 <t<10 bl o0 <t <1iom cb 0 <1 <102 7
m ki
= = — = + +
d} 0,1 <t €10 e} nenhurn dos intervalos anteriores a x 5 v 2 k-0 E 22
e Lkl T
TC.121 (GV-75) O gréfico de y = senx - cosx, para 0 S x &7 §: e x - a vk g; k=0 21, 22,
y TC.124 (MACK-76) O menor valor positiva de x, para o qual geos X % é:
V2
R e e T b L Ll 2
al — b} = ¢} — d) — e) —
8 4 3 ) 2 ) 3

o
-
1
1
|
|
{
-
= |
=
i i
i
i
|
U

TC.125 (CESCEM-73) Se o ponto {xg; vo) pertence ao grafico da fungdo y = tg x, entdo
uma condicao necesséria e suficiente para que o ponto {a; yo) também pertenga a
este grafico é:

f————

a) a=1tgx b) que {a - xg) seja maltiplo de 7
0
¢) a-= % d) a = arctg xp

e} la - xq) = 2k, KEZ

TC.126 (EESCUSP-88) As solugdes da equacdo  sen TTx sen['rr +{2x + 1)] sdo da forma:

al x = 33 onde a & inteiro

b} x

qualquer inteiro positivo
¢} x = % onde a € natural

d} x
e} nenhuma das respostas anteriores

qualquer racional

TC.127 {ITA-77) Resolvendo a equagdo tgi2 logx - -g—) - tgllog x + %) =0 temos:
m

) a)l x = — + KkT; k=012, ..
EQUACOES S
b) x = eM2EkT. g 1,2 ..
ki
TC.122 (FUVEST-77) No intervalo -~ < x <7, a equagdo e e
\/—22 N d) x = eM6E 2T « _ 0, 1, 2, .
T -senix + cosx = ~V2 el nenhuma das anteriores
a} ndo admite solucdo b) admite como solugdo x = 3
4 TC.128 (CESGRANRIO-77} O nimero de raizes da equagdo  cosx + senx = 0
¢) admite como solugdo x = 2n d) admite como solugio x = s
3 6 no intervalo [m, 3m] &

e) admite como solugdo x = 7 a) 2 b) 1 c) 3 d 4 el 0
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TC.129 (MACK-75) Se tgdx + tg{2x - 1) =0 para 0 <x < T, emtdo x pode ser
i A 3 2

gual a:

ki 3n 5 w

a) — b) = a

16 ) 54 ° 2a 4 e

e} nenhuma das respostas anteriores

TC.130 (CESCEA-70) Se a é a menor raiz positiva da equacdo (tgx~1) - {4 -sen?x-3)=0
entdo, o valor de sen%a - cos?a &

5 1 V) 1

al = b} O -— = -=

6 ) c) d) 2 e} 2

TC.131 (CESCEA-75) A soma das raizes da equacdo 1 - 4 +cos?x = 0
entre 0 e 7 é:

, compreendidas

) I b) 7 y 37 a 57 m
a3 C4 )6 9)6

TC.132 (CESGRANRIO-76) No intervalo [0, 67] a equagdo trigonométrica
cos2x + 2sen?x + 2 = 0
a) possui uma infinidade de rafzes b) possui exatamente duas rafzes

¢) ndo possui raizes d) possui uma Gnica raiz
e) possut exatamente trés raizes

TC.133 (ITA-69) A equagdo sen? 32—x - ¢Oos 3?" = a tem solugdoc para valores particulares

de a. Assinale 0 jtem que lhe parecer correto:
7

a1 <Ca < —

<a < 2

5

bl -2 <a < =
4

¢ -1 <a K L
4

d) 1 <a < -g—

e} nenhuma das respostas anteriores

TC.134 (CESCEM-73} Os vaiores de x entre O e 27 que satisfazem a equagdo:

2+5en2x + |senx| - 1 =0 sdo:

a) aqueles para os quais senx = ;_ ou senx = -1
T 517 in 1

bl x = —; x = =/ ; = 2. o x- 0
6 6 6 6

o x=7

d) x=¢—’21+2kn; kEZ

m
el x = —; x = =; x= =
6
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7C.135 (GV-75) A solugdo da equagdo: Er= i 1 para 0 x < 7 é:
al x =0
b) x = % ]
c) x =c; ou x = 5
dl x = 3 ]
e) x = _121 ou x = 3

7C.136 {(GV-73) Dada a equagdo cos?x - 2 -sec?x = 1, com 0 < x <, entio

a)x=%— b)x=3—Tr ¢ x=0

4

d) ndo existe x Qque satisfaz a equacdo
e) nenhuma das respostas anteriores

TC.137 (GV-75) O conjunto de todas as solugdes da equagdo cos2x tgx = senx, €0
conjunto dos nGmeros x tais que, X é igual a:
3n
a) 2km + % b) 2km o kmw d) km+ =T
e} nenhuma das anteriores

TC.138 (CESCEM-73} Em fungdo de um namerc k inteiro relativo, todas as solugbes da
equagdo:
costqr + senta - 2 + sen?a - cos?a = 1
sao dadas por:

a)cz=~k—7—r b) & = k7 cla=%ﬂ d)a:l_;-+k1r el a = 2KT
2

TC.139 (CESCEM-72) A expressio: sen®x + coséx =1 -3+ sen?x + cos? x

uma equacdo trigonamétrica que s6 admite raizes no primeiro quadrante
uma equagdo trigonométrica que s6 admite um namero finito de raizes
uma identidade trigonométrica

uma equagdo trigonométrica que so admite raizes positivas

uma equagdo trigonométrica que nao admite rafzes

a)
b)
c)
d}
el

@ (D Dv (Ds {Dn

TC.140 (ITA-71) Qual é o menor valor de x que verifica a equagdo tgx + 3 - cotgx = 37
a) X = ..TL

b) para todo x € (0, %)

c) para nenhum valor de x

d) para todo valor de x # n% onde n=0, £1, £2 ..

e) apenas para x no terceiro quadrante
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TC.141 (MACK-77) Os dois angulos agudos de um tridngulo retangulo ndo istscel A -
: 9 * fang 9 I es a0 TC.147 (PUC-73) Se 1-1X% _ 4 en 2x, ent30 os valores de x sio:

rafzes da equagio (em x): T+ 1gx
3tgx + k2 cotgx = 4k. a) kmik=0, £1, £2, ) bl 2km {k =0, +1, +2, )
Entgo: V3 ; o 2km+ k=0, £1, £2, ..) d) 2k7T - T {k=0, +1, +2, .
al k=1 bl k= = o k=V3 d k== e Niosei o s T ok=0, 1, 22, )
TC.142 (UNB-74) Se secix +tgx -7 =0 e 0 <x < 1 entdo: . _
2 TC.148 {MACK-74} f(x) = cos?{x - ?) + cos?{x + 7) é
V3 Vs V3 .
a) cosx = -5 b} cos x = 5 ¢) cosx = . d} nenhuma das anteriores al igual a 1 para todo x real;
b) igual a 1 exclusivamente para x = % + k%, k sendo inteiro
TC.143 (CESCEA-71) O conjunto solugdo da equagdo 3 +tg2x + 5 = 7 . no intervalo ¢) igual a 1 s6 para X — O
cos x
T
fechado |[- 5 5] & d} peribdica de periodo l,}
i Lid L b mo7 e} sempre diferente de 1
al {—,-=,0 bl 1=, ~— e i-=, =
T 5 ) R b3 3!
T . TC.149 (POLI-68) No intervalo 0 < x < 27 o0 nUmero de solugcdes da equacdo trigono-
d) {'E’ E} e} ndo sei métrica cos¥x + cosBx + cosTx + ..+ cosx +1=0
5 a) é zero
TC.144 (FEI-73) A equacdo sen 2x = sen x, no intervalo T <x g 2T tem: b) é um
4 4 c) é dois
d} é quatro

a)l nenhuma solugdo b) 2 solugBes <) 3 solugdes d) 4 solugSes e) 5 soluges
e) nenhuma das antieriores

TC.145 (ITA-72) Assinale uma solugdo para a equagdo trigonométrica

\/5 rsenx t cosx = V3 TC.150 {ITA-71) A equagdo {sen(cos x)} . {cos(cos x)} = 1 & satisfeita para:

a)x=2k‘n—% a)x=% b} x =0
T ¢} nenhum valor de x d} todos os valores de x
bl x = 2kmr + 3 e) todos os valores de x pertencentes ao terceiro guadrante
c) x = Zknt - ki _ .
2 TC.151 (GV-72) Sendo 0 < x <{ 7, a equagao 2logsenx + log2 = 0 tem por solugio
2n n 57 T 3 .
d x =2kt + L n by I, 27 ¢ —, == d) =, = e) nenhuma das anteriores
2 o2 3’ 3 ' B 4 a
e) nenhuma das respostas anteriores
TC.152 (ITA-72) Quais condigBes devemn satisfazer a e k para que a seguinte igualdade
TC.146 (ITA-73) Seja a equagfo (log, m) - senx + cosx = log,m. Quais as condigBes tenha sentido?
sobre m para que a equagdo admita solugao? log (sec a} = k
T ki il T
al m>0 se x:(2k+—;-)7T,m>Oem:,é1 e x#(?k‘n+l2)1r a)—;(a(i,k>0 b)—72—<a<5-,k<0
3
b)m¢05ex=(2k+%m,m>0em;&e sex:,ab(2k+%)1r c)-g<a<§.k>o d)%<a<?n, k>0

cd m>e se x = {2k + %)n’, m>=1 se x #= {2k + 15)1; e} nenhuma das respostas anteriores

- Y 5 i £y 2y - -
dl m > e m#0 se x = {2k + _1_)77' m=£0 se x # (2k + 1_),” TC.153 (MACK-~77) O namero de solugles reais da equagao x x -cosx =0,
e 2 2 MEx <A &

e) nenhuma das respostas anteriores al 0 b) 1 c) 2 dl 3 e} Nao sei
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TC.154 {SANTA CASA-77} O menor valor de x que satisfaz 3 equagciio logx = cosx estd
entre:

a) Oe1 b) 1e16 c) 16e24 d 24e32 e 32e40
TC.155 {(ITA-71) Dada a equagdo log{cosx) = tgx, as solugGes desta equagdo em x
satisfazem a relagdo:

a)32—”<x<2 b)0<x<g. do<x<T

d) - ;g— <x L % e} nenhuma das respostas anteriores

TC.156 {ITA-76) Resolvendo a equacdo
3sen? (eX) - 2\/5 « sen (eX) « cos (eX) - 3cos? (X} = O
obtemos:

s X =km+T k=-0123, ..

2’
b) x = Ioge(2k1'r + ﬁn), k=012 ..

2
) exzkﬂ+_73£, k=0,1,23, ..
k m
=1 —T- =), k=1,2,3, ..
dl x oge(2 6)

e) nenhuma das respostas anteriores

TC.157 {(ITA-73) Seja a equagic 319 3x = [3(Ioget)2 - 4log,t + 2)tg x, x # nm. Quais
‘ as condigdes sobre t para que a equagdo acima admita solugdo?

1 7
a)0<t<le_ ou edlt<e ou t>ed

1 3
bl ed<t<<e? ou 0Lt <e
1 2

c) e:<t<e3 ou 1—>t
e

dt>0 e t#1

e) nenhuma das anteriores

FUNGCOES CIRCULARES INVERSAS

TC.158 (MACK- 74) Sejam f, g e h funcdes de A em A, onde A = [-1, 1], assim de-
finidas:

flx) = sen x; g{x} = senfrx; hix) = -g—x.

Podemos afirmar que:

b) todas sio sobrejetoras
d) s& uma & sobrejetora

a) todas sdo inversiveis
c} sb uma é injetora
e} s6 uma & injetora e sobrejetora
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TC.159 (MACK-73) O dominio da fungdo definida por y = arc sen (W 2x - 3} &:
a){XEFR|x>%} b){xEHI%QxQZ}
o {(xErlo<x<2} d {xeR|-2<x<o0 Ou_g-<x<4}

e) nenhuma das respostas anteriores

TC.160 (MACK-77} O valor de arcsen (cos ?’g—" ) &
a) 3n b) -n c) I d) -3 e) ndo sei
5 0 10 5

\/E)é:

TC.161 (MACK-74) O valor de tg2 (arc sen -5

a V2 b) -V3 o -vV2 d)_3\/_3 e)\/T5

TC.162 (PUC-71) Estando as determinagdes dos arcos compreendidas entre 0 e lzr— entdo
o valor da expressdo

1 + arc cos ——
+ a2 1 + a2

y = sen {arc sen

a) b) 1 c) 3 d) = e} 0

1
2
TC.163 (ITA-72) Para todo @ ef3; 181 <1, aexpressdo tg (arc tga+arc sen ) é igual a:
o Bravi-g b %-B
af -V -p af + V1 -p2
a-B d)\/1-ﬁ2(a-ﬁ)

aﬁ\/ﬁ!-1-1 aff -1

e) nenhuma das respostas anteriores

c)

TC.164 (PUC-70) 2 arctg _’3. + arctg ;_ é igual:

3 m L T
- - - dl —
a)2 bi3 c)2 )4

e) nenhuma das respostas anteriores

TC.165 (LINS-67) Admitindo a variagdo de arcsen x no intervalo fechado [- % ]21 ], a

solugio da equagdo arcsen x = 2 arcsen 1? é:

a) x=-2
b) x=1
c) x="7

d} x=knt D
4

e) nenhuma das respostas antériores
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TC.166 (MACK-75) O conjunto solugio de arcsen 2x - 3 arcsenx = 0 tem:

b} 1 elemento ¢}l 2 elementos

@) 4 elementos

a} 0 elementos
d} 3 elementos

TC.167 (VALEPARAIBANA-72-8JC) Resolvendo a equagio

1 +e* 1 -¢e* w
+ arct = —
arctg | } + aretg { = ) 2
abtemos:
al x=0 b) x = ¥ c) x =2 d) x = %3
e} nenhuma das respostas anteriores
TC.168 (MACK-76) Sendo fix)=arcsenx e glx) =1+ cotgzx, ovalor de (gOf)( :13— )
é:
17 1 8
L b} — c) = d) 1 e) 9
23 9 9

TC.169 (tTA-71) Consideremos a equagdo {Ioge {sen x)}2 - log, (senx) - & = 0 als}
solugdo (es) da equagdo acima & dada por:

a) x = arcsenle?) e x = arcsen{3) b) x = arcsen (;—) e X = arc sen (;—)
c) x = arc tg(ez) e x = arccos{3) d} x = arcsen( é }
e) nenhuma das respostas anteriores
TC.170{ITA-75) Seja S=logzltgx;} + logsltg x3) + logyltg x3) + ... onde
xl=% e Xp4p=arctg !\/tg——;-n)-n=2,3,...
Nestas condicdes, podemos assegurar que:
a) S=logaltgx) + tgxqy + tgx3 + ...} b} §= -1 c) §$=2
dls=1 e) nenhuma das anteriores

(=]

TC.171 (ITA-72) Consideremos a fungdo Six) = Z senx)", onde 0 <x < g

n=1
ra que valores de x temos 10 < S{x) < 20?
a) arc sen 19—0 < x X arc sen %
b) arcsen 1?0 € x Sarc sen %
c) arcsen % < x < arcsen %(12
d) arc sen % € x K arcsen \/7—3

e) nenhuma das respostas anteriores
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TC.172 (CESCEA-74) A solugio da desigualdade senZ x -

INEQUAGOES

1
Z 0 no intervalo [o. ] &

2
T

a)ngﬁ% ou %—ngﬂ

Fid 3

B T il
b} 2 SxS g

m 2n

AR VI U
c) 7 SxS T
d)0<x<% ou —séz-r\<\x<ﬂ
e} ndo sei

TC.173 (CESCEM-72) Considere a desigualdade sen x + sen? x > 0; pode-se afirmar que:

a) s0 estd satisfeita para x no primeiro quadrante
b} sO estd satisfeita para x entre Qe 7

¢) a desigualdade que se obtém substituindose X por -x & equivalente & desigual-
dade dada

d} os valores de x que a satisfazem sdo precisamente aqueles para os quais sen x >0

e} existe x no terceiro quadrante que satisfaz a desiguatdade

TC.174 (CESCEA-71) A solugdo da inequacdo sen2x < 2senx, no intervalo fechado

[0, 2r] e
al 0 < x<2m b)7r<x<3—27-T o 0<x<n
d) 0<x<g e) ndo sei

TC.175 {GV-72} A solugdo da inequacdo \/; - cosZ x > cos X no intervalo [O, 7r] é:

a)o<x<% ou g<x<n b) 0<x<% ou 3317<x<n

T 2 ki 2n
< T el I zn
cl 0 x<6 3<x<1r d)4<x<3
e) nenhuma das anteriores
TC.176 (MACK-75) Para 0 < x < 2T, o conjunto-solu¢io de {senx + cos x}2 > 1 4
al XER |O<x<g}
- L 3an
b) {xER|O<x<§ ou 7T<x<7
c) {xelﬂl-g—<x<7r ou 921-7<x<2n}
d {xERI §27—r < x < 2n}

e) @
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TC.177 (ITA-76) A inequagdo 4 sen? x — 2(1 + \/;l sen x + \/E < 0 tem uma solugdo x, TC.182 (S. CARLOS-68) A inequacdo leos x| 2 sen x, 0 <<x <21 & vdlida se e somente se:

tal que:
L
2 <
a) 45° < x < 60° b 0° < x < 30° o 35° < x < 48° a)o<x<2 b) 0 S x <27
d 60° <x <75° i
X e) nenhuma das respostas anteriores o 0<x < o e an < x €27 d) n <x < 3"
4 4 2 2
TC.178 (MACK-73) Se 0 S <7 e, para tado x real, x? + x + tga>% entio: el 0 Sx s %
T il n n
a) 0<OC<T b) T<a<? c) —2—<a< %ﬂ ¥C.183 IMAUA-69) Todos os arcos entre O e 27 radianos que satisfazem 3 desigualdade
37 cosx +4/3 * senx > \/5 estdo compreendidos entre:
d) a= % e} ndo existe & nestas candigdes } k3 m i o I n dianos
ab 77 e 35 radianos 5 ° 6 iano
L m
TC.179 (CESCEA-71) A solucgio da inequacdo sen 2x - (sec? x - %) < 0, no intervalo c) 2 7 radianos d} nenhuma das respostas anteriores

fechado {0, 27] é:
. , R m . = . .
T <x<7m oow 0 <x<om TC.184 (ITA-71) Seja n um namero inteiro n>1 e x € (0, 5} Qual afirmagio abaixo é
sempre verdadeira?

< a < 3
b)O\x<2 ou TS x< 2 al (1 -senx)">1-n - sen x
m 3n b) {1 -senx)" 21 -n - senx, paraapenas n par
2L 2L
c) 2\)(<7T ou 5 <x<om ¢l (1 -senx)"<1-n-senx
n 37 d) (1 -senx)N <1 -n«cosx
—_ < == <
d) 2 <xS7 ou 2 <x <o e} nenhuma das respostas anteriores
e) ndo sei

TC.185 (GV-75) Para que y = log (1 - sen? x) tenha valores reais, devemos ter, para k inteiro:

TC.180 (CESCEA-75) Os valores de x & ]0, | para os quais e
a) x ¢ —2- + kn

(1 +senx)-01 -oosx)-(% - x}) < 0 sdo tais que:

a Ty b) (2k - N < x < 2k
4 4

o) 2k < x < {2k + 1)@

b) x # %
b
d) x — + 2k7
o & <x<mu *3
L < (k + N
d)0<x<—f e) kn < x <k )
X -y x ty
. K- S en X - seny = 2sen cos e lembrando que
e) 0<x<7 TC.186 (MACK-74) Sendo s y 5 2
lsenzl < lzl, leostl €1 e la+ bl = lal « ibl, podemos afirmar que, para
TC.181 (MACK-73) Os pontos da circunferéncia trigonométrica, correspondentes as solucGes quaisquer nlmeros x e y Treais:
do sistema: Iy + vl
' sen 2x > 0 a) lsenx - senyl < B2
{cotg x <0

a) estdo todos no primeiro quadrante b) Isen x - sen yl

<
b} esta:o todos no seguero quadrante o fsen % - sen VI < g - y|
¢} estdo todos no terceiro quadrante < )
d} estio todos no quarto quadrante < 2ba - y2
e} nao existem e) nenhuma das afirmacgdes acima é verdadeira

d) lsen x - sen yl
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TC.187 (ITA-76) A respeito do produto TC.191 (CESCEA-77) A soma dos catetos do tridngulo retdngulo é: c
P = (sen {bx) + cossecibx})(cos {bx) + sec {bx}}{tg (bx) + cotg (bx)} Dados:
podemaos afirmar que: BC = 10 5
a) P é positivo, para todo x real e b > 0 cos Q@ = 5
b) P pode ser negativo ou positivo, dependendo da escolha de xebem IR
¢) Pénegativo para x =k e b < 0 ou P é positivo para x = kT e b >0, quan-
do k=1,2,., a) 14 b} 12
d) P é positivo, quando bx £ —;—T{, para todo k =0, 1, %2, . c) 10V3 d) 18
e) nenhuma das respostas anteriores el 10 B A
TC.188 {ITA-68) Sejo y = 209109 X com 0 <a <1, onde logu indica o logaritmo ne- i A
periano de u. Entdo, logy >0 se: TC.192 (MACK-77) Na figura ao lado, AB vale:
a) 60 307
i
a F<x<m e T <x<m b) 65
T an c} 70
b)0<x<?eﬂ<x<—2~ d) 75 50
a) ndo sei °
c)0<x€le1r<>»:€5—7r 50 B
4 a4
do<x< <x< 2” , ) )
SXx™ o6 TRxS TC.193 {EPUSP-66) AB & a hipotenusa de um tridngulo retdngulo ABC. A mediana
37 AD mede 7 e a mediana BE mede 4. O comprimento AB é igual a:
e 0 < x & =
2 a) 213 b) 5/2 o 5V3 d) 10
e} nenhuma das respostas anteriores
TRIA L
NGULOS TC.194 (GV-70) No tridngulo ABC ao lado sabemos que C
TC.189 (CESCEA-74) Entre os tridngulos retadngulos abaixo, um e somente um apresenta
os dados corretos. Assinale-o: A = 90°
g O
a) 4 b) d 8 - 60
it 5 a
2 )
3 A B

d) d entdo o segmento AC mede
? v 50V 2
<) ) e} ndo sei a) 25cm b) 5—0—33 ¢cm ¢} 100 cm d) 50 vV 3cm e) 3 cm

3

TC.190 {CESCEM-75) Considerando o tridngulo retangulo ABC, abaixo, com as seguintes TC.195 (CESCEM-76) Uma pessoa de 1,70m
dimensoes: de altura cbserva o topo de uma arvore
a=756m b=45m ¢=6m c sob um angulo (& Desejando-se conhe-
pode-se afirmar que o valor da "tgx"’ cer, aproximadamente, a altura da drvo- a |
é igual a: re, deve-se somar 1,70 m com {
a) 1,25 b 2 al b tga !
b) 1,33... b) a tgx o a ’1
c) 1,66... A X c) b cos e b —f
d} 0,76 d)acosax 0006 e ————— = — -

e) 0,6 e) bsin®
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TC.196 (CESCEA-76) Na figura abaixo

AD = d, BC = h, CAD = @, ¢DB = f. Entdo:

a) h = ___g_u_._._

cotg @ + cotg
d

b)) h= — =%
toa - 1gf

) h= — 9
cotg & ~ cotg f3

dh —19d
tga+ tgf

e) h= —9
cotgx + tgff

TC.197 (CESCEA-73) No triangulo ABC da
fAigura, temse b = 2, B = 450, e
C = 60°, Entdo o lado a mede:

a V3 -1 ¢
b 2 +V?2
¢) 1 +v3

d)1+ﬁ

2

[+2]

a C

TC.198 (CESCEM-72) Num triangulo retdngulo em gue um cateto vale 1 e o outro vale

tg¢ a hipotenusa vale:
al lsecyl b} secy c) cosy d} seny

TC.199 (GV-73) Considere o tridngulo retangu-
lo e indique por S a sua area. Assinale
a afirmagdo verdadeira

a)tga=£

b) ¢ =asenB
c) S=btg6
d) § = = — == C

e) cossecy

216-C

TC.200 (ITA-75) Se, na figura abaixo, ¢ é uma circunferéncia de raio R, r e s sdo retas

tangentes & circunferéncia e OT = 2R, entdo 0 angulo ( dasretas r e s deve verificar

uma das alternativas seguintes: f

a) sen(X:ie cos&:i

5 5
b} cos()t=—tl e senQ = 3

5 5
c) sen = v 3 e cosa=1— c

2 2

R

d) cosa = \/—5 e sen @ = 1

2 2 o
e} nenhuma das respostas anteriores : T o

TC.201 (SANTA CASA-73) Em relagio ao angulo central &, pode-se dizer que:

3
a= =
a) sen 8
b) sen & = %
¢} senax = M
8
e} sen = _-_—"47

C.202 {(MAUA-68) Num tridngulo ABC cujos angulos so designados por A, B e C,

supde-se que 2+ tgﬁ = tga + tge e 0< ’A < % Nesse triangulo vale a rela-
G3o:
~ ~
b) cos (B + C) = 2 cos A
d) thB\-tge=V3

N ~
a) gB-tgC =23
A ~ N
c) cos{B -C) =2sec* A

~ o~

TC.203 (ITA-77} Considers um triangulo ABC cujos angutos internos A BaC verificam

Entdo podemos afirmar que:

~ +
a relagdo sen A = tg B—2 c .

o)
@
()}

a) com os dados do problema, ndo podemos determinar 3 nem nem

b} um desses dngulos é reto

o A=-T . B+é- 5T
6 6
WA-T .M g5
3 4 12

e) nenhuma das anteriores

TC.204 {(GV~73) Em um tridngulo ABC, os angulos AeB medem, respectivamente,

60° e 45°; o lado BC mede 5V 6cm. Entlo, a medida do lado AC ¢é:
a) 18 cm b) 5V 12cm ¢l 12cm d) 9cm e} 10em
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TC.205 (ITA-73) Um navio, navegando em linha reta, passa sucessivamente pelos pontos
A, B, C. O comandante quando o navio estd em A, observa um farol L, e caleyla
o dngulo LAC - 30°, Apds navegar 4 milhas até B, verifica o dngulo LBC = 75°
Quantas milhas separa o farol do ponto B?

a) 4 w2vz ol d)—\g—é

e} nenhuma das anteriores

TC.206 (MACK-76) Na figura ao lado, AC 1 CB
e AD L DE: mIDAC) = m(ABC) = 8 @
AB = a. O valor de l-\"E_L em fungio 8
de a ede f§, &

a)%asenZﬁ b) 2 a sen 28

8

1
c) — a sen d) asen —
2 8 asen 3

e) 2 asenf

TC.207 (ITA-74) Deseja-se construir uma ferrovia ligando o ponto A ao ponto B que
estd 40 \/EKm a sudeste de A. Um lago, na planicie onde estio A e B impede
a construgdo em linha reta. Para contornar o lago, a estrada serd construida em 2
trechos retos com o vértice no ponto C, que estd 36 Km a leste e 27 Km ao sul
de A. O comprimento do trecho CB é:

al V182 Km b) 183 Km c) V 184 Km d} V 185 Km

e} nenhuma das respostas anteriores

TC.208 (EPUSP-66) Os lados de um tridngulo estdio na razio 6:8:9. Entdo:

a) o triangulo é obtusangulo

c) os éngulos estdo na razdo 6:8:9
d) o dngulo oposto ao lado maior & o dobro do angulo oposto ao lado menor
e} nenhuma das anteriores

b) o tridngulo ¢ acutdngulo

TC.209 (FFCLUSP-67) Dados os segmentos AC e BC eumaingulo B, ¢ possivel construir-se
um triangulo que tenha AC e BC como lados e B como angulo n3o adjacente a
AC e BC guando:

a) AC > BC b)8<g ¢) AC < BC d) AC - BC

1
2
&) nenhuma das respostas anteriores

TC.210 (ITA-75) Num triangulo escaleno ABC, os lados opostos aos angulos K E, ¢
medem respectivamente a, b, c. Entio a expressiio:

a+senlB - C) + b +sen(C - A) + ¢ » sen(A - B)
tern valor que satisfaz uma das seguintes alternativas:

L) -~ A~ Cagd ~
al a*sen A +besenB + cosen b} sen?A + sen’B + sen?(

c) 0 d} 1 e} nenhuma das respostas anteriores
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TC.211 (GV-75) O lado do octdgono regular inscrito num circulo de raio unitdrio é:

2 - ‘\/5 Pode-se concluir que cos % vale:

wYZVE iy a2V eI o Y212

2

TC.212 (MACK-74) A base de um retangulo AD que é trés vezes maior que sua ahura

AB, ¢ subdividida/\pelos pontos .M e N em trés partes de igual medida. Nessas con-
dicdes AMB + ANB + ADB ¢ igual a:

o
a) 120° b) 90° c) 85° d) 135° e) 75

TC.213 (ITA-75) Seja ABCD um quadrilditero convexo inscrito em uma circunferéncia,
~ o~~~ ~ ~ ~ ~ ~ 9
Sabese que A =2C, B>D e th-th+senA-senC=—z-.

o~

~ o~ . .
Neste caso, os valores de A, B, C, D sdo, respectivamente,

a) 150", 45°, 757, 30° b) 90",0 120°,°45°,° 60°°
¢ 120°, 160", 60°, 30° d) 1207, 120°, 60°, 60
e} nenhuma das anteriores

TC.214 (ITA-77) Sejam A, B e C trés pontos distintos de uma reta, com B entre Ae C.
Sejam ae b {a > 2b) os comprimentos de AB e BC respectivamente. Se o segmento
BR é perpendicular ao segmento AC, quanto deve medir BD, para que o dngulo
BDC seja a metade de BDA?

) @ b) x ® ¢} x = S
a) x = —— [ v— =

v bla - 2b) vV bla - 2b) v ala - 2b)
d) x = —-—L e) nenhuma das anteriores

vV ala - 2b)

TC.215 (ITA-77) Sejam d e L respectivamen-
te os comprimentos da diagonal BD e
do lado BC do paralelogramo ABCD
20 lado. Conhecendo-se os angulos ae 8
{ver figura), o comprimento x do lado
AB é dado por:

_ d cos & ) x = dsenc o x = L sen &
al x = cos la + B bl x sen (@ + ) cos lo + f)
d) x = _Losa e) nenhuma das anteriores -
sen (o + )
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RESPOSTAS

¥C.1 a TC.44 2 TC.B7¢ TC.130c TC.173d
TC.2 ¢ TC.45d TC.88 a TC.131b TC.174 ¢
TC3 b TC.46 a TC.89 b TCA32 ¢ TC.175 a
TC.4 a TC.47 ¢ TC90b TC.133¢ TC.176 b
TC5 e TC.48¢ TCO1e TC.134 6 TC.177 ¢
TC.6 ¢ TC.49d TC92e TC.135d TC.178 b
TC.7 b TC.50 a TC93e TC.136 d TC.179b
TCS8 ¢ TC51¢c TC94e TC.137 ¢ TC.180 ¢
TCO d TC52d TC.95 d TC.138 b TC.181e
TC.10 ¢ TCS83¢ TC96d TC.139 ¢ TC.182 ¢
TC.a1a TC.54e TC97a TC.140 ¢ TC.183 a
TC.122 - TC.55b Tc.osd TC.i41¢ TC.184 a
TC.13a TC.56 a TC.99 ¢ TC.142b TC.185a
TC.14 ¢ TC57e TC.100 b TC.143 ¢ TC.186 ¢
TC.15a TC.58 a TC.101 a TC.144 d TC.187d
TC.16 d TC59a TC.102a TC.145 b TC.188 ¢
TC.17b TC60c TC.103 d TC.146 e TC.189 ¢
TC.18 ¢ TC.61e TC.104d TC.147 a TC.190d
TC.19 b TC.62a TC.105 b TC.148 a TC.191a
TC.20 a TC.63 a- TC.106 a TC.149b TC.192 d
Tc.214d TC.64 ¢ TC.107 e 1TC.150 ¢ ¥C.193 a
TC.22 ¢ TC65b TC.108 ¢ TC.151d TC.194d
TC.23 ¢ TC.66d TC.109 ¢ TC.152 ¢ TC.195 a
TC.24¢ TC.67 a TC.110a TC.163 ¢ TC.196 ¢
TC.25 e TC.68 a TC.111 d TC.154 b TC.197 ¢
TC.26 b TC.69 a TC.112b TC.155 a TC.198 a
TC.27 a TC.70d TC.113d TC.156 d TC.199 d
TC.28 b TC.71a TC.114d TC.157 a TC.200 a
TC.29 ¢ TC.72¢ TC.115¢ TC.158 ¢ TC.201d
TC.30 ¢ TC.73d TC.116 e TC.159 b TC.202 a
TC.31e TC.74b TC.117d TC.160 b TC.203 b
TC.32d TC.75¢e TC.118 a TC.161b TC.204 €
T€.33d TC.76 2 TC.119 b TC.162b TC.205 b
TC34de TC.77b TC.120d TC.163 a TC.206 a
1C.35a TC.78 ¢ TC.121d TC.164d TC207d
TC.36 b TC.79a TC.122a TC.165 e TC.208 b
TC.37 2 TC.80a TC.123a TC.166 d TC.209 a
TC.38 ¢ TC.81e TC.124¢ TC.167 a TC.210¢
TC.39 ¢ TC82e TC.125b TC.168 ¢ TC211e
TC.40 e TC.83b TC.126 ¢ TC.169 d TC.212b
TC.41d TC84e TC.127 b TC.170d TC.213d
TC.42 ¢ TC.85a TC.128 a TC.171¢ TC.214d
TC.43 e TC.86 b TC.129 ¢ TC.172b TC.215b
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