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1. EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

1.1 - Introducdo

Muitas vezes em fisica, engenharia e outros ramos técnicos, hd necessidade de encontrar uma funcao
incégnita. Em muitos casos esta pesquisa leva a uma equacgao envolvendo derivadas (ou diferenciais) da
funcdo incdgnita. Tais equagdes envolvendo derivadas (ou diferenciais) sdo chamadas equagodes diferenciais,
em que a incognita ndo é um numero, mas uma funcao.

Aplicacdao em Fisica

Lei de Resfriamento de Newton

A lei de resfriamento de Newton diz que a taxa de variacdo de temperatura T(t) de um corpo em
resfriamento é proporcional a diferenca entre a temperatura do corpo e a temperatura constante Tm do

meio ambiente, isto é:

dT

E = k(T — Tm),
em que k é uma onstante de proporcionalidade.

EXERCICIO RESOLVIDO

Um ovo duro, a 98° C, é colocado em uma pia contendo agua a 18° C. Depois de 5 minutos, a
temperatura do ovo é de 38° C. Suponha que durante o experimento a temperatura da dgua ndo aumente
apreciavelmente, quanto tempo a mais sera necessario para que o ovo atinja 20° C?

Solugéo :

Tm = 18°C

T(0) = 98°C

T(5) = 38°C

t =?2qdoT (t) = 20°C

= kdt

dT—kT T =>dT—kT 18) =

Resolvendo essa equacdo diferencial, obtemos t =13 minutos.

T-18
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Simbolicamente, uma equacao diferencial pode ser escrita como:

2
F(x,y,y,y”,....,.y(m)) = 0 ou F(x,y,—x,—,...,ﬁ) =0

1.2 - CLASSIFICACAO DAS EDOs

1.2.1 - Classificacao quanto ao tipo:

Se a fungdo incognita depende apenas de uma varidvel, temos uma equagdo diferencial ordindria. Se

depender de mais de uma variavel, temos uma equagdo diferencial parcial.

EXEMPLOS:
W _ 52 zd y ay (a5 _
(I)dx—xy (ID)x +2ydx2 (dx) +3=0
(III) + x —+y 0 (IV) —u =0,ondeu = (x,t)

6

1.2.2 - Classificacao quanto a ordem:

A ordem de uma equacao diferencial é o nimero n que corresponde a ordem maxima das derivadas da
equacao.
e Na expressao (l) acima, a equagao tem ordem 1 e na expressao (lll), ordem 2.

OBS : O grau de uma equacao diferencial € a maior poténcia da derivada de maior ordem.

1.2.3 - Classificacdao quanto a linearidade:

Uma equacdo diferencial é chamada linear se pode ser escrita na forma:

n n—1 1

d d
an () =2 + 1(x) 2t G () T+ a0y = g@)

v’ As variaveis dependentes de y e todas as suas derivadas sdo do primeiro grau, isto €, cada poténcia

de um termo envolvendo y e igual a 1.

v Cada coeficiente depende apenas da varidvel independente x.

EXEMPLOS

(1) xdy + ydx = 0 (Dy" =2y +y=0 ()23 22— x2 L2 4 3,8 4 gy = o
dx? dx
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Uma equacdo que nao é linear é dita ndo-linear
EXEMPLOS

" ’ " r 3 dsy 4 Zdzy 2dy
DHxy"+yy' =0 (ny" —-2y"+xy=0 () x (E) —xt—+x +6y—e

EXERCICIO RESOLVIDO

Determinar o grau e a ordem de cada uma das seguintes equacdes diferenciais.
-7+ (5) =0 (“)(dx) 3 ty=0
Solugdo:
2
A Equacdo (I) é uma equacdo diferencial de primeiro grau de ordem 2 porque % é a derivada de

. ~ p N . . A . P dy .
maior ordem na equacgao e esta elevada a primeira poténcia. Notar que a terceira poténcia de d_z nao tem

. A ~ dy , d?
influéncia no grau da Equacao (I) porque d—z é de menor ordem que d—szl.

~ . - . . dy ,
A Equacao (ll), por outro lado, é uma equacdo diferencial de segundo grau e primeira ordem; d—z éa

. . . . A d ~
derivada de maior ordem (ordem 1) e 2 é a maior poténcia de d—zaparecendo na equagao.

EXERCICIOS DE FIXACAO — TIPO, ORDEM e LINEARIDADE

01.Classifique as Equacgdes Diferenciais de acordo com os critérios de ordem e linearidade:

a)x +x +2y—senx

b)(1+y2)d—32/+x%+y=ex

aty a’y _
c)dx4+dx3+dx2+ +y=1
d)ﬂ+xy2 =0

e) + sen(x + y) = senx

@y dy 2 — 3
f) —Stx_—+ (cos“x)y = x

02. Classifique as EquacGes Diferenciais de acordo com os critérios de ordem e grau:
a) (" + () + 6y = x°
b)y"" +3y"+5=0

)—+2——2x -3y=0

9%x
d) 5 (ats) +755+10x =0
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03. Classifique cada equagao a seguir dizendo se elas sao lineares ou ndo-lineares e dé também a sua ordem.
a) (1 +x)y" — 4sen(x)y’ + 5y = cos(x)

b)x3y™® + x2y" +4xy' —3y =0

A)y®yS + x2y" = x

2= [+

GABARITO —TIPO,ORDEM e LINEARIDADE

01 | a) Ordem 2/Linear 02 | a) Ordem 3/Grau 4 03 | a) Linear/Ordem 2
b) Ordem 2/N3o Linear b) Ordem 3/Grau 1 b) Linear/Ordem 4
c) Ordem 4/Linear c) Ordem 2/Grau 1 c) Nio Linear/Ordem 3
d) Ordem 1/N3o Linear d) Ordem 3 /Grau 2 d) N3o Linear/Ordem 2

e) Ordem 2/N3o Linear
f) Ordem 3/Linear

1.3 — SOLUCAO DE UMA EDO

Uma solugdo de uma equacao diferencial é uma funcao y= f (x) a qual, juntamente com as suas derivadas,
satisfaz a equacao diferencial dada.

EXEMPLO 1

A fungdo y = e?* é uma solugdo para a equacio linear y"’ — 5y’ + 6y = 0.

Solucéo:

De fato, calculando y’ e y” temos

y' =2e** ey’ = 4e%*
Onde substituindo no lado esquerdo da EDO dada, temos
y" =5y’ + 6y = 4e?* —5.2e?* + 6e?* =0

Que é justamente o lado direito.

EXEMPLO 2
A fungdo y = x2 + 2x n3o é solugdo paraa EDO y’ = 2x + 1 em nenhum intervalo real.
Solucéo:

y=x?>+2x =y =2x+2#2x+1,

para todo x real.
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EXEMPLO 3
Verifique que a fungdo y _Z = 1 é uma solugdo no intervalo (0, +o0) da EDO de primeira ordem
xdy = (1 — y)dx.

Solugdo:

Devemos reorganizar a EDO xdy = (1 — y)dx, que fica melhor escrita assim:

xdy=(1—y)dx(=>xd—i:=1—y.

d

Alémdisso, y =1 + % Note que % = —;—2, donde obtemos

av _ (_3 _3_1_1_3_1_ 3\ -1 _

xdx_ (xz)(:) x_l 1 x 1 (1+x) 1=y
EXEMPLO 4

Verifique que y = 4.e™* + 5 é uma solucgdo da equacdo diferencial de segunda ordem e primeiro

d?y | dy
rau—+—=0.
g dx? + dx

d _ d? _ . s 1 .
Observando que d—z =—4e ™ e d_xJZ/ = 4e™* e substituindo na equacéo diferencial dada, temos:

e ™ +(—4e™) =0

A solugdoy = 4.e™™ + 5 no exemplo 4 acima é um exemplo de uma solugdo particular de uma

equagdo diferencial. Podemos verificar que y = 4.e ™ + 3 é também uma solucdo particular da equagdo

diferencial no exemplo 4. Deste modo, uma equagao diferencial pode ter mais do que uma solugao
particular.

Uma solugdo y = f(x) de uma equacdo diferencial de ordem n contendo n constantes arbitrarias
é chamada uma solugdo geral. Assim, a solugdo exemplo 4,y = 4.e ™™ + C é um exemplo de uma solugdo
geral.

Uma solugdo particular pode ser obtida se forem dadas certas condicdes iniciais. Uma condigdo inicial

de uma equacdo diferencial é uma condi¢ao que especifica um valor particular de y, y,, correspondente a
um valor particular de x, x,. Isto é, se y = f(x) pode ser uma solugdo da equacgdo diferencial, entdo a
fungdo deve satisfazer a condigdo: y, = f(x,). O problema de ser dada uma equacgdo diferencial com

condicgOes iniciais € chamado um problema de valor inicial.

Um estudo completo de equacdes diferenciais incluiria um estudo de equacgdes diferenciais de todos
os graus e equacdes diferenciais parciais e ordinarias. Limitamos deste modo as nossas consideragdes as

equacdes diferenciais ordinarias do primeiro grau.
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EXEMPLO RESOLVIDO

—-2x

Mostre que y = C.e é uma solu¢do para a equacdo diferencial y' + 2y = 0 e encontre a

solugdo particular determinada pela condigdo inicial y(0) =

~2% & solucdo porquey = C.e ™2 ey’ + 2y = —2.C.e™?* +2.(C.e™2¥) =

Sabemosquey = C.e
Usando a condigdo inicial y(0) = 3,ouseja,y = 3ex = 0, obtém:
y=Ce*=3=(Ce?0'=C=3

e concluimos que a solu¢do particular é y = 3.e72¥ .

EXERCICIOS DE FIXACAO — SOLUCAO DE UMA EDO e PROBLEMA DO VALOR INICIAL

01.Verificar que cada uma das fungdes dadas y = f(x) é uma solugdo da equagdo diferencial dada.
d
a) d—z:38y=3x—7
b) xZ =x2+yey=x2+Cx
dx
c) +y+2x+4—x ey = x?—4x
—y— = = 2 _
d)xdx 2y =4xey= x°—4x
2
e)d—Z=20x3ey=x5+3x—2

f) +y—Oey—2$enx+3cosx

02.Determine uma solucdo particular para cada uma das seguintes equacbes diferencial sujeitas as

condigdes iniciais dadas.
a) {a = 4e
y(0) =1

=4 —9x? — 6x°
y(1) =2

C) {dx = COSX
y(0)=1
{d—i = (2x —

d)
y( )—2
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GABARITO — SOLUCAO DE UMA EDO e PROBLEMA DO VALOR INICIAL

01 a) Discursiva 02 a) y=4e*-3
b) Discursiva b) y=4x—3x3—x6+2
c) Discursiva c) y=senx+ 1
d) Discursiva d)y= (2x 1) + 23

e) Discursiva
f) Discursiva

1.2.4 Equacoes Diferenciais Lineares de Primeira ordem

Definimos a forma geral para uma equacao diferencial linear de ordem n como,

n n-—1 1

an () T+ s () s + o 01 () T3+ a2}y = 9()

Lembre-se de que linearidade significa que todos os coeficientes sao funcdes de x somente e que y
e todas as suas derivadas sao elevadas a primeira poténcia. Agora, quando n = 1, obtemos uma equac¢ao

linear de primeira ordem.

1.2.5 - Solucao de uma Equacdo Diferencial Linear de Primeira Ordem

Um fator integrante para a equagdo diferencial linear de primeira ordem y’ + P(x).y = Q(x) é u(x) =

el P®dx A solugio da equagio diferencial é y = e~/ PO [ @(x).e~ [ PWxgy 4 C].
6

~ d
Exemplo Encontre a solugdo geral de xd—y — 4y = x°e*.
X

Solugcdo Escreva a equagdao como

dy 4 5 x
a ; = Xx-e
4
Como P(x) = —%, o fator integrante é u(x) = e/ Pdx = el XX = g-dinx — x4

Aqui, usamos a identidade basica b'°8»N = N, N > 0. Agora, multiplicamos por este termo

_4d o _
xH 2 x T 2y = x e,
dx X
_4d _
x4 — 4x5y = xe*

dx

e obtemos

= [x~*y] = xe*

Segue-se da integracdo por partes que x *y = xe* —e* + couy(x) = x°e* — x*e* + cx*.
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EXERCICIOS DE FIXACAO — RESOLUCAO DE EQUACOES LINEARES

01. Resolva as seguintes equacgdes diferenciais lineares de primeira ordem:

2 _o\W —
a) (x 9)dx+xy—0

b) y' + 3x2%y = x?
4 _
c)—- =5y
A2 +2y=0

dx Y=

dy — ,3x
e)dx+y—e
fyxy'+2y =3

v _ . _ .2
g)xdx y = x“senx
h)x2y' +xy =1
 dy _
|)dx+y—x
i) xy' + 2y = senx
)y’ -y = 2e*
)x2%y’ + 2xy = cosx

m)y' —2xy =x

02.Resolva os seguintes problemas de valores iniciais:

a) {3" —y = 2xe*
y(0) =1

N

){x y' + 2xy = cosx
y(@) =0

o
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GABARITO — RESOLUCAO DE EQUACOES LINEARES

01

a) y=-5—
VaZ-9
b)y = ce™ +§
c) y=ce’*
d) y=ce?*
3x
e)y= eT +ce™
y=5+3

x2
g)y = cx — xcosx

c senx cosx

xz pe
K)y = ce* + 2e**
l)y — xiz + senx

m)y = ce*’ —%

x2

02

a)y =e*(2e*(x—1) + 3)
b)y= %e‘z"(x2 -1)
cJy=—-x+2e"-1

senx

dy =—
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