Revisao Analise de algoritmos
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Tempo de execucao

# O tempo de execucao de
um algoritmo varia de

acordo com a entrada e 120

tipicamente cresce com o
tamanho da entrada

# Dificil determinar o caso
medio

Tempo de execucao
o (=)
o o

N
o

o

Analise de algoritmo

100 -

0
o

O Melhor caso
B Caso médio
B Pior caso

1000 2000 3000 4000
Tamanho da entrada



Tempo de execucao

# Geralmente o foco € na analise do pior caso
= Mais facil de analisar

= O tempo de execucao no pior caso € um limite superior
sobre o tempo de execucao para qualquer entrada. Existe
a garantia de que a execucao nao ira demorar mais tempo

= Para alguns algoritmos o pior caso acontece com muita
frequencia

= Muitas vezes, o caso médio é quase tao ruim quanto o pior
caso
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Estudos experimentais

# Escreva um programa 9000
que implemente um 8000 -
algoritmo 7000 -

# Execute 0 programa com - 6000 |
varios casos de teste £ 5000 -

s o
# Use um metodo como 2 4000 -
System.currentTimeMillis() & 3400 4

para medir o tempo de

~ 2000 -
execucao
7 o 1000 -
# Faca um grafico com os .
resultados
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Estudos experimentais

# Experimento 1

= Foram feitas dez amostragens para n igual a
10000, 100000 e 1000000

NUmero Tempo Tempo em |Tempo em |[Tempo em
Experimento |em ms/ n- ms/ n- ms/ n-
8‘15/ n=100(10000 100000 1000000
1 187 266 5641 32563
2 94 312 4000
3 94 297 3844
4 94 312 3266
5 78 859 3250
6 78 265 3766
7 93 296 3718
8 78 281 2719
9 78 297 3078
10 94 313 3640

public class teste {

public static void main(String[] x) {
long t1=System.currentTimeMillis();
System.out.printin("T1"+t1);
for(int f=0;f<10000;f++){

System.out.printin("testando..."+f);

}
long t2=System.currentTimeMillis();
System.out.printin("Tempo Total:");
System.out.print(t2-t1);
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Estudos experimentais

# Experimento 2

= Entrada de mesmo tamanho, mas com instancias
diferentes do mesmo problema

NUmero Experimento

Primeiro elemento
Tempo em ms/
n=1000000

Ultimo elemento
Tempo em ms/

n=1000000

0

15

16

15

15

public int acha(int a[],int ch){
for (int f=0;f<a.length;f++){
if (ch==a[f])
return a[f];
by

return -1;
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Limitacao dos experimentos

# E necessario implementar o algoritmo para
poder estudar o seu comportamento, o que
pode ser dificil

# Resultados podem nao ser indicativos do
tempo de execucao sobre entradas nao
incluidas nos casos de teste

# Para comparar dois algoritmos, as mesmas
configuracoes de software e hardware devem
ser usadas
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Analise teodrica

#Usa uma descricao de alto nivel do
algoritmo

#| eva em consideracao todas as
entradas possiveis

#Nos permite avaliar a velocidade de um
algoritmo independente das
configuracoes de hardware e software
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Analise teodrica

# Associa a cada algoritmo uma funcgao
f(n) que representa o tempo de
execucao do algoritmo como uma
funcao do tamanho 7 da entrada. Ex.:
n, nZ, log n
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Pseudo-codigo

4 Descrigao de alto nivel Exemplo: Encontrar o maior

do .algorltmo elemento de um arranjo
# Mais estruturado que _ :

portugués Algoritmo maiorArray(A, n)
# Menos detalhado que Entrada array A de n inteiros

um programa Saida maior elemento de A
# Melhor notalgéo_ para maior < A[0]

descrever algoritmos parai<« latén -1 faca
@ Esconde detalhes se (A[i] > maior)

inerentes da maior < A[i]

programacao -

retorne maior
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Operacoes primitivas

4 Computagdes basicas ¢ Exemplos:
realizadas por um algoritmo ~ ® Avaliagao de
- expressoes
# Identificavel no pseudo- = Atribuicdo de um
cc')digo valor a uma
o variavel
# Muito independente da = Indexando um
linguagem de programacao elemento de um
g_ _g~ P ? ) N(; arranjo (array)
# Definicao exata nao e tao = Chamando um
importante (veremos mais a metodo o
= Retornando de um
frente) métoda
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Contando operacoes primitivas

# Inspecionando o pseudo-codigo, € possivel determinar o
numero maximo de operacoes primitivas executadas por
um algoritmo, em funcao do tamanho da entrada

Algoritmo maiorArray(A, n) # operacoes
maior < A[0] 2
parai<« 1 atén—1faca 1+n

se (A[i] > maior) 2(n—1)
maior <« A[i] 2(n—1)
{ Iincrementar i } 2(n—1)
retorne maior 1
Total 7n-2
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Estimando tempo de execucao

# Algoritmo maiorArray executa 7n — 2
operacoes primitivas no pior caso

# Defina
a Tempo da operacao primitiva mais rapida
b Tempo da operacao primitiva mais lenta

# Seja T(n) O tempo de execucao de
maiorArray no pior caso. Temos

a(’/n—-2)<T(n) <b(7/n-2)

# Dessa forma, o tempo de execucao T(n) €

limitado por duas funcoes lineares
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Taxa de crescimento

# Mudando a configuracao de
hardware/ software

= Afeta T(n) de forma constante, mas
= Nao altera a taxa de crescimento de T(n)

# A taxa de crescimento linear de T(n) &€

uma propriedade intrinseca do
algoritmo maiorArray
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Taxas de crescimento

~ 1E+30 [
@ Funcoes de taxa de 16428 | cgpien —
crescimento: 1E+26 s
i 1E+24 — Qadradica
= Linear = n 1E499 lren —
= Quadradica ~ n? 1E+20
’ "3 1E+18
s Cubica=n ~ 1E46 —
o  1E+14
# Em um grafico de 1E+12
escala logaritmica, a % /
inclinacao das linhas 1+
corresponde a taxa 1~
de crescimento das 1E+0

fungb’es 1E+0  1E+#2  1E+4  1E+6  1E+8  1E+10
n
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Fatores constantes

# A taxa de
crescimento nao é
afetada por:

= Fatores constantes _
= Termos de baixa =
ordem

# Exemplos

= 102n + 10°€é uma
funcao linear

s 10502 +108n € uma
funcao quadradica

1E+26

1E+24 -
1E+22 -
1E+20 -
1E+18 -
1E+16

| - --Quadradica
-~ — Quadradica
— - - -Linear
—| — Linear

1E+14

1E+12

1E+10

1E+8
1E+6

1E+4

1E+2

1E+0
1E

+0  1E+2
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Notacao Big-Oh

3 10,000
# Dada funcoes f(n) e g(n), ...3n
podemos dizer que f(n) €
O(g(n)) se existem 1,000 = —2n+10
constantes positivas c e n, .
tal que
100

f(n) < cg(n) para n > n,
@ Exemplo: 2n + 10 € O(n)

= 2n+10<cn 10
= (C—2)n2>10

= N>10/(c-2) 1
s Peguec=3en,=10 1
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Notagao Big-Oh (cont.)

1,000,000
~ _n/\z
# Exemplo: a fungao n? 100000 1| ---100n
nao e O(n) ’ 1o
= n7<cn 10,000 - —n
m N<C
= A inequacdo acima ndgo 1,000
pode ser satisfeita uma
vez que c¢ deve ser 100
uma constante
10
1
1 10 100
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Big-Oh e taxa de crescimento

# A notacao big-Oh da o limite superior da taxa de
crescimento de uma funcao

# A afirmacao “f(n) € O(g(n))” quer dizer que a taxa de
crescimento de f(n) nao & maior que a taxa de
crescimento de g(n)

# Podemos usar a notacao big-Oh para ranquear funcoes
de acordo com suas taxas de crescimento

f(n) € O(g(n)) | g(n) e O(f(n))

g(n) cresce mais Sim Nao
f(n) cresce mais Nao Sim
Mesmo cresc. Sim Sim
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Classes de funcoes

# {g(n)} denota a classe (conjunto) de funcoes
que sao O(g(n))

# Temos que

{n} c {n?} c {n3} = {n*} < {nN°} < ...

onde a continéncia ¢é estrita
{n®}
{n*}
{n}
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Regras Big-Oh

# Se f(n) e polinomial de grau d, entao f(n) €
O(n9), i.e.,
1. Elimine termos de baixa ordem
2. Elimine fatores constantes
# Use a menor classe possivel de fungoes
= Diga "2n é O(n)” ao inves de “2n é O(n?)"”
# Use a expressao mais simples da classe
= Diga "3n+5 ¢é O(n)”ao invés de “3n +5 € O(3n)”
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Exemplo Big-Oh

# Analisando o
algoritmo ao lado,
percebemos que para
0 pior caso ele €
O(n3). Ou seja,
quando x for diferente
de 0 o produto das
matrizes A e B sera
efetuado

Algoritmo A(A,B, x)
Entrada array A,B e o int x
Saida Soma / Produto de A,B
If (x=0){//somadeAeB
parai < 1 até n faca
para j < 1 até n faca
Cij < &; + by
}else{
parai « 1 até n faca
paraj <« 1 até n faca
Cjj«— 0
para k « 1 até n faca
Cij <= Cij+ @iy ™ by
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Notacdo Omega

# Dada funcgoes f(n) e g(n), podemos dizer que f(n) € Q) (g(n)) se
existem constantes positivas ¢ e n, tal que

cg(n) < f(n) para n > n,
# Define uma cota assintoética inferior

# Pode-se dizer que a notacao omega é a do melhor caso e é
geralemente limitada pelos limite inferiores triviais (determinados
pelo tamanho da entrada)

#® Exemplo: a funcdo g(n)=7n3+5, cresce menos rapidamente do que uma
funcédo exponencial f(n)=2". Diz-se que f(n)= Q(g(n))

Analise de algoritmo 23



Exemplo Notacdo Omega

# Analisando o
algoritmo ao lado,
percebemos que para
o melhor caso ele é
QA (n2). Ou seja,
quando x for 0 a soma
das matrizes A e B
sera efetuada

Algoritmo A(A,B, x)
Entrada array A,B e o int x
Saida Soma / Produto de A,B
If (x=0){//somadeAeB
parai <« 1até nfaca
para j « 1 até n faca
Cij < &; + by
}else{
parai <« 1 até nfaca
para j < 1 até n faca
Cj< 0
para k «— 1 até n faca

Cij < Cij+ & ™ by
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Notacao Teta

# Dada fungbes f(n) e g(n), podemos dizer que f(n) &€ @ (g(n)) se
existem constantes positivas c,,c, € n, tal que

c, g(n) <f(n) <c,g(n) para n=n,
# Define uma cota assintotica exata
# Pode-se dizer que a notacao teta € a do caso médio ou esperado

# E mais complicada para determinar, pois utiliza conceitos de
probabilidades
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Exemplo Notacao Teta

# Sendo p a
probabilidade de x=0
(melhor caso) e g a
probabilidade de x!=0
(pior caso) e que
p+q=1

# A complexidade no

caso médio é dado
por p*r¥ + (1-p)*rP

Algoritmo A(A,B, x)
Entrada array A,B e o int x
Saida Soma / Produto de A,B
If (x=0){//somadeAeB
parai < 1 até n faca
para j < 1 até n faca
Cij < &; + by
}else{
parai <« 1 até nfaca
para j < 1 até n faca
Cj< 0
para k «— 1 até n faca

*
Cij < Cij+ & ™ by
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Graficos da Notagao O, Teta e

Omega

c2g(n)

f(n)

cig(n)

T =0wM)

cg(n)

f(n)

f()=0(a(x)

f(n)

cg(n)

f() =Q(g(x)
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Algoritmos Otimos

# Um algoritmo € definido como sendo 6timo quando sua cota
assintotica inferior conhecida e igual a sua cota assintotica

superior
# Exemplo: Algoritmo para inversao de sequéncias

O(n) =Q(n)

= Limite assintdtico inferior trivial (baseado no tamanho da
entrada) n elementos de entrada e igual ao limite no pior caso
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Analise assintotica de algoritmos

# A analise assintotica de algoritmos determina o tempo
de execucao na notacao big-Oh

# Para fazer a analise assintotica

= Encontramos o numero de operacoes primitivas
executadas no pior caso em funcao da entrada

= Expressamos esta funcao usando a notacao big-Oh
# Exemplo:

= Determinamos que o algoritmos maiorArray executa pelo
menos 7n — 2 operagdes primitivas
= Podemos dizer que o algoritmo maiorArray “executa em
tempo O(n)”
4 Como fatores constantes e termos de baixa ordem
serao retirados, podemos ignora-los quando contando
as operacoes primitivas
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Exemplos de Analises Assintoticas

O(n)

O(n?)
para i « 1 até n faca
para j < 1 até n faca
S
para i < 1 até n faca
para j « i até n faca

O(log n)
Enquanto n>1 faca
n < ndiv 2;

O(nlog n)
para i « 1 até n faca
M« n
Enquanto m>1 faca
m < mdiv 2;
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Computacao de médias pré-fixadas

# Tlustraremos a analise -

assintotica com dois X
algoritmos de médias pré- 30154
fixadas. 25

@ A Fésima média pre-fixada 20 -
de um array X € a média
dos primeiros (i + 1) 15 1
elementos de X 10 -

A[i] = X[0] + X[1] + ... + X[i] -
# Medias pre-fixadas sao .

bastante usadas em
aplicacoes de analise
financeira

1 2 3 4 5 6 7
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Média pre-fixada (quadradica)

# O algoritmo a seguir computa as médias pre-fixadas
em tempo quadradico aplicando a definicao

Algoritmo mediasPrefixadal(X, n)

Entrada array X de n inteiros

Saida array A das medias pré-fixadas operagoes

A < novo array de n inteiros n

parai« 0atén-1faca n
s <« X|[0] n
para| < 1 ate i faca 1+2+..+(n-1)

S <« S+ X|]] 1+2+...+4(n-1)

All] «s/(i+1) n

retorne A 1
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Tempo de execucao

# O tempo de execucao de

mediasPrefixadasl é

O(l+2+...+4n)
# A soma dos n primeiros

inteiros € n(n+1)/2

# Entao, o algoritmo

mediasPrefixadasl roda

em tempo O(n?)

O L DN W b~ O OO
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Média pré-fixada (linear)

# O seguinte algoritmo computa as médias pré-fixadas

em tempo linear mantendo a soma parcial

Algoritmo mediasPrefixada2(X, n)
Entrada array X de n inteiros

A < novo array de n inteiros

S« 0
parai« 0atén-1faca
S <« S+ X]|i]
All] «s/(1+1)
retorne A

Saida array A das meédias pré-ficadas de operacGes

n

>S5 5 O

# Algoritmo mediasPrefixadas2 roda em tempo O(n)

Analise de algoritmo

34




