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Resumo

Neste complemento, vamos estudar a equacdo de Laplace em coordenadas cilindricas
encontrando sua solucdo geral e, posteriormente, resolver o problema do cilindro condutor
muito longo posto em campo elétrico inicialmente uniforme.

1 Equacao de Laplace em coordenadas cilindricas

A equacédo de Laplace em coordenadas cilindricas se apresenta através do operador Laplaciano

nestas coordenadas, ou seja,
10 0 1 [ 02 02
2
Marr (pﬁp) e (3¢2> "o ®

Iremos nos ater a problemas com total simetria na coordenada z, de tal forma que V' = V(p, ¢).
Isto reduz a equacao de Laplace para
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Podemos recorrer ao método de separacao de varidveis para V, de tal maneira que V(p, ¢) =
R(p)®(¢), o que conduz a equagao
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onde podemos multiplicar a equacio por p?/R®, chegando a
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Vamos escolher uma, constante de separacio do tipo k2, cujas razdes ficardo claras adiante. Sendo
assim, temos duas equagoes diferenciais ordinarias a serem resolvidas, ou seja,
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Inicialmente, resolveremos ambas as equagoes para k = 0, isto é,
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A equagdo radial tem solugdo R(p) = Ag + Bolnp e a equagdo em ¢ possui solucio linear ®(¢) =
Co~+ Dy¢. Vamos trabalhar com sistemas fisicos que obedegam a condi¢des de contorno peridédicas,
de tal forma que ®(¢) = ®(¢p+27). Sendo assim, a solugao linear em ¢ nao se aplica a esta condigao,
0 que nos permite escreve que, para k = 0, temos a solugao

V(p,¢) = Ao + Bylnp. (9)

Note que esta solugdo estd associada a um potencial elétrico de um fio muito longo e fino com
densidade linear de carga uniforme.

Vamos resolver agora para um k arbitrario. A equagdo [5] é um equagio do tipo Cauchy-Euler
e a equagdo [0] ¢ uma equagdo harmonica. A equagdo de Cauchy-Euler pode ser resolvida através
da substituicdo p = e’. Sendo assim, usando a regra da cadeia,
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Substituindo as equagdes [10] e [IT] em [ obtemos a seguinte equagao,
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cuja equagao caracteristica é
N k=0, (13)

ficando claro que a escolha da constante de separacao conduziu a raizes que sdo quadrados perfeitos.
As solugdes sao entao

A=k , Ao =—k, (14)
de tal maneira que a solugao radial toma entdo a seguinte forma,
R(p) = Ap* + Bp~*. (15)

A equagao harmonica [6] possui a seguinte solugio

®(¢p) = Csinke + D cos ko, (16)
0 que nos permite escrever a solucao geral para a equagao de Laplace em coordenadas cilindricas
V(p,¢) = Ao+ Bolnp+ > (Axp" + Brp™") (Cisin ke + Dy cos ko) | (17)
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E interessante notar também que as solucdes sinké e cosk¢ obedecem a uma relacio de
ortogonalidade, ou seja,
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Exemplo 1. Um cilindro metalico muito longo com seu eixo coincidindo com o eixo z e de raio
a é imerso em campo elétrico inicialmente uniforme dado por E = FEoZ e potencial elétrico
V(p,¢) = —Eppcos . Determine o campo e potencial elétrico externos ao cilindro e a densidade
superficial de carga induzida no cilindro.

Solugdo: As condigbes de contorno sio:
(i) V(p=a,9) =0
(ii) lim V(p,¢) = —Eppcosd
p>a

Aplicando a condigao (i), temos

Vip=a,¢) = Ao+ Bylna+ Z (Akak + Bka_k) (Ck sink¢ + Dy, cos k¢p) = 0. (21)
k20

Para que esta equagao tenha solucao independente da variavel ¢, e também seja finita, temos que
Ay = By = Apa® + Bra™* = 0, de onde tiramos que By, = —Aa?" (k # 0). Nossa solugdo se reduz
a
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Aplicando a condigdo (ii), temos
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Devido a ortogonalidade das funcdes cos k¢ e sin k¢, fica claro que todos os coeficientes de sin k¢,
ou seja, os C} devem ser todos nulos, o que reduz a equagao acima para

Z A;Cpk cosk¢p = —Egypcos ¢, (24)
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onde aglutinamos A;f = ApDj. Novamente, por argumentos de ortogonalidade, temos que apenas
um A;C que ¢é diferente de zero, ou seja, aquele para o qual k = 1, de onde tiramos que

Allp cos ¢ = —Egypcos ¢, (25)
A, = —F,. (26)
A nossa solucao, que obedece as condigdes de contorno do problema, é entao dada por
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Podemos determinar o campo elétrico através de E= —VV, o que conduz a
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Uma visualizacdo grafica para esta campo e suas linhas de campo se encontra na figura a
seguir.




Podemos determinar também a densidade superficial de carga polarizada na superficie

cilindrica. Vamos usar a equagao para descontinuidade da componente normal do campo elétrico
em uma interface, isto é,
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Imediatamente acima da superficie do cilindro (p = a) s6 temos componente radial, fato ja esperado
para um condutor, de valor igual a E' = 2Ej cos ¢ p. Sendo assim, E4¢™m = 2 cos ¢ e £40%17° = (),
o que conduz a

(31)

‘ o(¢) = 2€egEy cos ¢ ‘ (32)

Uma visualizagio grafica para esta densidade superficial de carga se encontra na figura a
seguir.
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Figura 1: Em (a), temos a configuracio do campo elétrico e linhas de campo distorcidas vistas através do eixo z,
ou seja, no plano z-y devido & indugdo de carga na superficie do cilindro. Em (b), temos o mapeamento colorido

da densidade superficial de carga induzida o(¢)/2e9FEp para um corte do cilindro.
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