IFRN - Campus Natal/Central - Licenciatura em Fisica

Prof. Tibério Alves, D. Sc.
Eletromagnetismo Classico I - 2019.2

Fasciculo II - Trabalho e energia potencial em elestrostatica

6 de setembro de 2019

Resumo
Neste fasciculo, vamos estudar o trabalho e energia potencial em eletrostatica. Iremos também expor
os conceitos e propriedades referentes aos condutores. Faremos uma abordagem de suas propriedades
bésicas, o conceito de cargas induzidas, carga superficial e pressdo eletrostatica. Definiremos também
a capacitancia de um capacitor e aplicaremos esta definicdo para o capacitor esférico. No fim, iremos
abordar a generalizacado do conceito de capacitancia através dos conceitos de coeficientes do potencial,
de capacitancia e de indugéo.

1 Trabalho e energia potencial em eletrostatica

Uma configuragdo qualquer de cargas elétricas, seja ela discreta ou continua, se efetivou mediante a
realizacdo de algum trabalho. Por exemplo, para colocarmos duas cargas pontuais q; e g nas posicoes
7] e T no espaco, distantes z15 = 75 — 7 entre si, apds fixar ¢; na posigao 71, algum agente externo deve
ter realizado trabalho sobre a segunda carga g contra a forca elétrica para leva-la até a posicao 75.
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Figura 1: Cargas pontuais q1 e g2 nas posicdes 71 e 7 com Z12 = 7a — 1.

Para calcularmos o minimo trabalho realizado para montar esta configuracdo de cargas, devemos
trazer a carga ¢ de uma distancia suficientemente grande (infinito), onde a interagio entre as cargas seja
desprezivel, até repousa-la em 7. O trabalho W realizado contra a forca elétrica devido a carga ¢; sobre
a carga ¢o é dado por (por um caminho qualquer)

Wz—/ ﬁlQ'dl_; (1)

—
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W = —q2 E12 . dl, (2)



W = q2[V1(72) — Vi(00)], (3)

onde E15 e V7 sdo o campo e o potencial elétrico, respectivamente, devido a carga q; sobre a carga g¢o.
Se considerarmos o infinito como referéncia para o potencial elétrico, temos que Vi (00) = 0, e o trabalho
para gerar a configuracdo citada é dado agora por,

W = g2V (1), (4)
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Note que se tivéssemos feito o mesmo procedimento, s6 que com a carga ¢; teriamos exatamente o mesmo
resultado. Basta trocarmos os indices na expressao anterior ficando com

I qig
- 471'60 2921 ' (6)
A equagdo [4|indica que para colocar uma carga ¢ (na presenca de ¢;) numa posigao 72, demandou-se
um trabalho igual a W = ¢oV; (7). Portanto, podemos generalizar que para uma carga ¢ esteja numa
posicao 7, um trabalho igual a W = ¢V (7) foi necessario, com V (¥) sendo o potencial elétrico na posigao 7.
Definimos entao, neste caso, de energia potencial, o trabalho minimo necessario para que a configuracao
pretendida de posicao das cargas seja alcancada. Neste sentido, o potencial elétrico pode ser visto como
a razao da energia potencial por quantidade de carga, ou seja,

V(F) = % (7)

Continuando com a abordagem sobre a configuragdo anteriormente mencionada, se quisermos
adicionar uma nova carga g3 a configuracdo de carga numa posicdo 73, teremos o trabalho contra o
campo elétrico da carga ¢; sobre g3 bem como o campo elétrico da carga g» sobre g3, resultando na
seguinte expressao,

1 1 1
_ q192 n 4193 + 4342 . 8)
47T60 2921 471'60 231 47T60 293

Para uma generalizagdo com N cargas, teriamos a soma

WO Z Z %9 9)
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com o segundo somatério tendo j > i para evitarmos somar duas vezes a mesma quantidade. Ou
poderfamos permitir a soma dupla e usarmos um fator 1/2 para compensar, ou seja,

11 qiq;
W—§@:§3§: % (10)

i=1 j=1(j#i )
Note que podemos escrever também que
L N N 1 g
W == ; . 11
QZ% , Z dTey 2i; (1)
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Nesta tltima equagao, podemos identificar o somatério entre parénteses como sendo o potencial elétrico
na posicao 7; devido ao do conjunto de cargas, excetuando-se a i-ésima carga (j # 1), isto é,

1 N
=52 aV(R), (12)

representando assim, a energia potencial de uma configuracao discreta de cargas.



1.1 Distribuicoes continuas de cargas

A equacao representa a energia potencial de uma configuracdo discreta de cargas. Usando o
calculo diferencial e integral, podemos generalizar este resultado para uma distribui¢do continua de cargas
substituindo o somatoério por uma integracao, isto é,

1
W= 7/ pVr, (13)
2)y

sendo V o volume que compreende a distribuicdo volumétrica de densidade p. Para distribuicoes
superficiais e lineares de carga, temos, respectivamente,

W = 1/ana, (14)
2 /s
1

W = f/Ale. (15)
2 Je

Um conceito interessante sobre a energia potencial eletrostatica surge quando usamos a equagao
fundamental da eletrostédtica para o campo elétrico V - E' = p/€p na equacio Fazendo isto, a integral
da energia fica da seguinte maneira,

W= %LGO(V-E)VdT. (16)

Vamos usar a regra do produto V - (EV) = (V- E)V 4 E - VV na integral, obtendo

W:io/v-(EV)dT—io/E-vvczT. (17)
2 % 2 \%

Na primeira integral, podemos aplicar o teorema da divergéncia de Gauss e, na segunda integral, podemos
usar VV = —F obtendo,

W:iofvﬁ-dmio/ﬁ-ﬁdf, (18)
2 S 2 v

sendo § a superficie que contorna o volume V que contém a distribui¢ao volumétrica de carga. Esta nova
abordagem permite escolhermos qualquer superficie S, desde que englobe toda a distribuigdo de carga. Se
escolhermos uma superficie esférica de raio R e tomarmos o limite de R — 00, o potencial elétrico V' (c0)
se anula devido a referéncia que adotamos. Logo, a energia potencial seria dada apenas pela segunda
integral, visto que o integrando da primeira seria nulo. Ou seja,

E2
W= / 0 4r, (19)
b2

com a integral no volume V varrendo todo espaco.

A equacao [I9) para a energia potencial traz um novo significado para energia de uma configuragio de
cargas elétricas. A integral citada pode ser vista como sendo uma integracdo de uma funcao densidade
de energia u., de tal maneira que

W:/uedT, (20)
v
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com Ue = . Sendo assim, a energia de uma configuracio de cargas pode ser calculada através de

seu campo elétrico em todo espago, inferindo assim que a energia da configuracéo estd atrelada ao campo
elétrico que esta configuragao de cargas gera em todo espago.

Exemplo 1. Determine a energia de uma distribuicdo superficial esférica de carga de densidade o e raio
R. Mostre através das expressoes [14] e

Solugao: O potencial elétrico na superficie é dado por o R/€p. Aplicando na equagio temos que

1
W= f/ana, (21)
2 S



3
sin 0dfdo, (22)
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W = (23)

Usando agora a equagdo [I9, vamos notar primeiro que o médulo quadrado do campo elétrico dentro e
fora da superficie esférica é dado por

0, <R
E2 2R4 1 (24)
s >R
€ T
Integrando sobre todo espaco, temos que
E2
w= [ 2 gr (25)
v o2
27 2R4
72 sin Odrdfdp + — / / / r sin Odrdfde, (26)
4 2R4
W= 07 / ~dr, (27)
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Irg2RE 241 |0
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W=———— 29
= (29)
202 R3
W = L' (30)
€0

2 Condutores

Em isolantes, a for¢a de ligacdo entre os elétrons e nticleos atémicos mantém os elétrons fortemente
ligados, nao permitindo, sob moderado regime de intensidade de campo elétrico, a conducao dos elétrons
através do material. Esse comportamento é diferente em condutores, que possui um certo conjunto de
elétrons, que estao fracamente ligados aos dtomos, permitindo que estes possam ser conduzidos através
do material. Chamamos estes elétrons de elétrons livredl] O equilibrio eletrostético de um condutor é
atingido quando a conducao destes elétrons livres cessa, apés uma aplicacdo de campo elétrico externo,
chegando assim a uma configuragao estatica de distribuicdo de carga. Neste contexto de equilibrio, os
condutores possuem algumas propriedades importantes do ponto de vista fisico, estando elas listadas a
seguir.

2.1 Propriedades basicas

(i) E =0 dentro de um condutor. Do contrario as cargas livres sofreriam ac¢do de uma forga elétrica e
o condutor nao estaria em equilibrio eletrostatico.

(ii) p = 0 dentro do condutor. Consequéncia de E = 0 juntamente com V - E = p/€o-
(iii) A carga em um condutor deve ser superficial. Consequéncia da constatagdo anterior.

(iv) A superficie de um condutor é uma equipotencial. Se houvesse diferenga de potencial na superficie,
haveria corrente elétrica, contrariando a condi¢ao de equilibrio eletrostético.

LCabe a teoria de bandas da fisica do estado sélido, através das leis da mecéanica quantica, a explicagio do surgimento
de elétrons livres nos metais.



(v) E & perpendicular a superficie imediatamente fora de um condutor (ver figura . Se houvesse
componente normal, a integral

V(b) - V(@) =— /ﬁi cdl (31)

em algum caminho na superficie do condutor seria diferente de zero.
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Figura 2: Condutores em equilibrio eletrostdtico. Em (a) temos uma representagio do campo elétrico normal & superficie
do condutor em equilibrio eletrostdtico. Em (b), temos uma representacdo de cargas induzidas superficiais gerando um
campo elétrico E[ no interior do condutor que tende a cancelar o campo indutor Eo, fazendo com que o campo elétrico seja

nulo no interior do condutor.

2.2 Cargas induzidas

Um condutor na presenca de um campo elétrico sofre inducao de cargas. Estas cargas induzidas se
configuram de tal modo que geram um campo elétrico E; que cancela o campo indutor no interior do
condutor (ver figura . Esse processo é chamado de blindagem eletrostatica o que deu origem a gaiola
de Faraday.

A equagao para descontinuidade da componente normal do campo elétrico através de uma interface
com densidade o de carga é dada por

acima abaizo

gr, gL =2 (32)
€0

No caso de condutores em equilibrio eletrostdtico, o campo elétrico acima da superficie (interface) fora
do condutor s possui componente normal, tendo em vista as propriedades ja listadas anteriormente.
Abaixo da superficie do condutor, ou seja, em seu interior, o campo elétrico é nulo. Portanto, podemos
afirmar que

— g N
Eocima — 0= —n, (33)
€0
- o,
Eacima = —n. (34)
€0
Ou seja, para um condutor em equilibrio eletrostatico, o campo elétrico externo imediatamente acima
de sua superficie serd normal de intensidade o/¢p. Em termos do potencial elétrico, usando E = —VV/,
temos que
1% o
- — n=—n, (35)
on acima €0

0 que nos permite escrever que a densidade superficial no condutor sera

aVv
o=—€ —
6n acima
Esta equagao sera muito util no estudo de condutores imersos em campos elétricos no regime eletrostatico,

como veremos nos préoximos fasciculos.

(36)




2.3 Pressao eletrostatica

Como vimos no fasciculo passado, o campo elétrico sobre uma superficie com densidade o de carga é
dado pela média dos campos elétricos imediatamente acima e abaixo da superficie que contém a carga,
ou seja, o campo elétrico sobre a interface de cargas é dado por

5 Eacima + Eabaia:o:| . (37)
Se tratando de um condutor fechado, acima da superficie do condutor temos a regiao externa e abaixo
da superficie temos a regiao interna. Ja4 vimos que campo elétrico imediatamente acima da superficie do

, . . g . . s Lis
condutor é normal e de intensidade dada por —. No interior do condutor em equilibrio eletrostatico, o
€0
campo elétrico é nulo. Desta forma, aplicando a equagdo [37] o campo elétrico sobre a superficie de um

condutor é dado por

1o, - 0

5 [Q)nﬁ_%}" (38)
g
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Este é o campo sofrido por um elemento de carga na superficie de um condutor. Se multiplicarmos a
intensidade deste campo elétrico pela densidade de carga o, teremos a forga eletrostatica por unidade de
area f sobre a superficie do condutor, dada por

0.2

cuja sua intensidade chamamos de pressao eletrostatica P, dada por

2
g

P=_. 41
5eg (41)

Exemplo 2. Determine a forga eletrostatica que sofre o hemisfério superior de uma casca esférica condutora
de raio R e densidade superficial de carga uniforme o devida ao hemisfério inferior (veja a ﬁguraa seguir).

Figura 3: Superficie esférica com densidade superficial o de carga. O elemento de area é da = R? sin #dfd¢ e o vetor preto

sobre a superficie indica a forga eletrostatica por unidade de carga f

Solucao: No caso de uma superficie esférica, o versor normal 7. se torna o versor radial 7. Dessa forma,
a forga eletrostatica por unidade de area f sobre a superficie do condutor esférico, é dada por

0.2

f= (42)

260
Para calcularmos a forga sobre o hemisfério superior, basta integrarmos a forca por unidade de drea sobre
a area do hemisfério superior, ou seja, sobre os limites 0 < 0 < 7/2 e 0 < ¢ < 2. O versor radial escrito



em termos dos angulos esféricos 6 e ¢ fica expresso por # = sinfcos¢ & + sinfsin¢ § + cosf 2. Desta
forma, a forga total F' sobre o hemisfério superior é dada pela seguinte integral,

. 2 /2 0_2
F:/ / 9 da (43)
0 0 260

. 2 /2 2
F= / / ;— [sin 6 cos ¢2 + sin 0 sin ¢ + cos 2] R? sin OdOd¢. (44)
0 0 €0

. . . ~ A ~ . 27 2 .
Note que as integrais nas componentes das fhre(N;oes Z e ¢ se anulam, visto que fo cos ¢pdop = fo sin ¢pdg =
0, sobrando apenas uma componente na direcdo Z expressa por

o 2R2 2T /2
F=2 / d / cos Osin 06 2, (45)
260 0 0
L g2R? sin” @ /2
F = Z 46
e (46)
2 P2
TR (47)
260

3 Capacitores

Suponha que dois condutores, inicialmente descarregados, sdo postos sob acdo de um gerador que
consegue carrega-los com carga de médulo @, porém de sinais opostos, submetidos a uma diferenca de
potencial AV =V, — V_, sendo V. o potencial elétrico na superficie do condutor com carga positiva e
V_ o potencial elétrico na superficie do condutor com carga negativa, como indica a figura [4 a seguir.

Figura 4: Condutores carregados com carga @ de sinais opostos.

Definimos a constante de proporcionalidade

C

(48)
1C

como sendo a capacitancia do conjunto. Sua unidade no SI é o Faraday, de tal forma que 1F = —.

Q
AV

A capacitancia de um conjunto s6 depende de fatores geométricos. O valor de AV pode ser calculado
através da integragao

JF
AV:—/ E-dl. (49)

Exemplo 3. Determine a capacitancia do capacitor esférico composto por duas esferas metalicas
concéntricas de raios 71 e ro com ry > r1. Considere que uma carga —(@) estd distribuida na superficie da
esfera de raio r; e uma carga +@ esta distribuida na superficie da esfera de raio r, como indica a figura
[ a seguir.
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Figura 5: Vista seccional do capacitor esférico.

Solugao: Primeiro, devemos determinar o campo elétrico na regido entre os condutores. O campo elétrico,
neste caso, possui simetria esférica, ou seja, £ = E(r)7. Para uma superficie Gaussiana de raio r, com

r1 <1 < 19, concéntrica as esferas condutoras, a lei de gauss permite escrever que

E(r)-4nr? = —,

€0

1 Q

Br)=—— %
(r) dmeg r2’

o 1 Q
E(r)=———%p
() 47eq r2’

Segundo, devemos calcular a diferenca de potencial V' =V, — V_, ou seja,

+
AV:V+—V,:—/ E-di.

To 1
AV = —/ (— Q2f> - dr?,
- dmeg

Q "2 dr

AV = a
drey J,, 12
—241 |72
AV = 9 T :
dmeg —2+1 -

v (1)
47T€0 T1 T2

AV = Q (7”2—7‘1) .
47T€0 r17ro

Terceiro, aplicando a definicdo de capacitancia, temos que

r172

C= = 4meg

=le

ro—11 |




3.1 Energia em capacitores

Considere que para carregar um capacitor com uma carga infinitesimal dgq, tivemos que realizar um
trabalho dW = dqV. Usando a definicdo de capacitancia, este trabalho é dado agora por

qdq
dW =
C

Para carregarmos o capacitor desde seu estado descarregado até uma carga @, a quantidade de energia
potencial acumulada (ou trabalho realizado) é dada pela integral

W= / adq. (62)

(61)

q
W:ff 63

2
W:%. (64)

Este ultimo resultado representa a energia potencial de um capacitor com carga ) e capacitancia C.
Usando a definicao de capacitancia, podemos escrever também que

1
W= 5CAVQ, (65)

W= QAV. (66)

Exemplo 4. Mostre, usando o conceito de densidade de energia no campo eletrostatico, que a energia
potencial no capacitor esférico é dada por Q?/2C.

Solugao: Devemos calcular a seguinte integral sobre todo o espago

60E2

W:
Y 2

dr. (67)

Como o campo elétrico é nulo para r < r; e 7 > 19, basta integrarmos no volume que contém campo
elétrico, ou seja, na regidao compreendida entre r; e ry. Portanto,

27
/ / / 47T60 o 2 sin Odrdfdo, (68)
27
60 47760 / / sin §dfd¢ / (69)

_ dmeg Q? P2+l |2
W= =3 (re)? —2 41|, (70)
_ 47T€0 Q2 ro —T1
W= 2 (4mep)? ( 1T >’ (71)
dreg Q% 1 o — T
= 2
w 2 Awegdmeg r1T2 (7 )
_ Amey Q* 1 ro —T1
W= 2 Awmey 4dmeg 1T (73)
1
C
_ @
W = 50 | (74)




4 Coeficientes do potencial, de capacitancia e de indugao

Vimos que a defini¢io de capacitancia C' = @/AV expressa o fato de que a carga acumulada no
capacitor é proporcional a diferenca de potencial AV entre os capacitores, quando carregados com a
mesma intensidade de carga ). Sem muito esforgo, é ficil notar que esta situagio representa um caso
particular, pois podemos ter um conjunto maior de condutores que nao sé dois, e também podemos ter
quantidades de cargas diferentes em cada condutor do conjunto.

Considere entdo um conjunto de N condutores localizados no espago (veja a figura @ O i-ésimo
condutor tem seu elemento de carga superficial de drea da; localizado pelo vetor 7;, ao passo que o
Jj-ésimo condutor tem seu elemento de carga superficial de area da; localizado pelo vetor ;. Sobre a
superficie de cada condutor, temos uma equipotencial. Vamos definir que para o i-ésimo condutor, o
potencial num ponto 7;, em sua superficie, é V;. Este potencial serd devido a todo o conjunto de cargas
nos condutores, inclusive as cargas no préprio condutor i.

i
y4
y A .
1
Z;

daj

> I;

J >

Yy
X

Figura 6: Conjunto de condutores e os vetores de localizacio dos elementos de carga superficiais.

O potencial elétrico na superficie do condutor i, devido toda carga do condutor j, é dado pela integragao
sobre toda densidade de carga o(7;) na superficie S; da seguinte maneira

1 o(7;)da;
fi j . (75)

47eg 27

O potencial V; é obtido mediante soma sobre os condutores, isto é,

N
1 o(7;)da;
Vi = ER Ty 76
47T60 lefsj 27 ( )

Note que a integracao é feita inclusive sobre o préprio condutor i quando j = i. Neste caso, é conveniente
diferenciarmos os vetores em um mesmo condutor por 7 e 7, de tal maneira que z; = [7; — 77;|. Dessa

maneira, a integracao seria
1 j{ o(7;)da; (77)
S

4meg ) |77 —77;|

Este seria o potencial elétrico devido as cargas do condutor j sobre um ponto em 7:; na sua superficie S;.
Fagamos agora o seguinte: multipliquemos o potencial V; (equagio por o(7;) e integremos sobre

toda superficie S;. Com efeito,

N
S 1 o (7)o (7;)da;da;
a\r; V;dal = f \% J J . 78
%S’i ( ) 47meg Zl s; Js; 2ij ( )

j=

10



Como V; é uma equipotencial, podemos fatora-lo da integracio a esquerda da equag@o anterior, ficando
com

N
1 r;)o(7;)da;da,
Vi% o (7)das = Zj{ j{ o(7i)o(7y)da 9 (79)
Si dmeg misi s tij
1 & o(73)o(7;)da;da;
VQi= 3o f TR, (80)
Teo 5 /s s ij

N
1 Vo (7 dasda
Vi = Z}{ j{ U(rl)a(r])dalda]’ (81)
47T60Qi = s; /s 27

N

- 1 & U(ﬁ)G(Fj)daidaj
Vi= 4megQ; ]Z Q; 7{9 7§ 2i; , (82)

1

(2 (7)o () dayda,
e ; (4”60@% 7{;]» j{; 2ij Qj- (83)

Note que a quantidade entre parénteses é um nimero que depende apenas de aspectos geométricos dos
condutores. Apesar de no denominador estarem as quantidades @; e @);, no numerador do integrando
temos o(7;) e o(7;), de tal maneira que a razdo dependa apenas da geometria dos condutores. Estas
quantidades que relacionam a geometria do i-ésimo com o j-ésimo condutor sdo chamadas de coeficientes
do potencial p;;, isto é,

Py = #y{ j{ U(Fi)a(f'j)daidaj’ (84)
dmenQiQ; Js; Js, 2ij
de tal maneira que
N
Vi=Y piQ;. (85)
j=1

Os elementos p;; sdo elementos de uma matriz simétrica, pois a troca de 4 por j ndo muda o resultado
do célculo na equagao Dessa forma, p;; = pji.

A equacao estabelece que os potenciais nas superficies dos condutores sdo proporcionais as
cargas dos condutores por meio de uma relagdo linear dos coeficientes do potencial. Podemos escrever
uma relagdo inversa, de tal maneira que as cargas nos condutores sejam proporcionais ao potenciais
estabelecidos em cada deles. Isto é, podemos escrever

N
Qi =Y iV, (86)

j=1
sendo os elementos de matriz c;; obtidos a partir da matriz inversa dos coeficientes do potencial.

Chamamos os elementos ¢;; com ¢ = j (diagonal principal) de coeficientes de capacitdncia, ao passo
que os demais elementos com i # j de coeficientes de indugao.

4.1 Energia para um conjunto de condutores

A energia de um sistema de N condutores pode ser calculada usando a expresséo Note que a
energia U; associada somente ao i-ésimo condutor é igual a

lj{ o(7;)Vida,. (87)
2 [

Como a superficie de um condutor é uma equipotencial, temos que a energia do i-ésimo condutor serd
igual a

1
U = v, ]{ o (%) das, (s8)
2 S;

11



1
U; = §Vin‘~ (89)

A energia potencial U do conjunto serd obtida mediante a soma sobre todos os condutores, isto é,

1 N
Uzigvz@i. (90)

Em termos dos coeficientes do potencial, a energia potencial sera

AR
U= 5221%5@%% : (91)

i=1 j=1

ou em termos dos coeficientes de capacitancia e indugao

1 N N
U= 5chijvivj : (92)

i=1j=1

Os termos com i = j sio as chamadas auto-energias eletrostaticas do sistema. E importante notar que
o fato dos potenciais nos condutores dependerem de suas cargas tanto de forma isolada (coeficientes de
capacitancia) como de forma acoplada (coeficientes de indugéo), a energia total do sistema néo serd dada
simplesmente pelas auto-energias, mas também pelas energias provenientes das indugoes de cargas.

Exemplo 5. Mostre que para um capacitor com seus condutores com cargas Q e —() sob potenciais V, e
V_, respectivamente, a capacitancia é dada por

2
C11C22 — €1y

= - 4s a 93
2c12 + c11 + c22 (93)

Solugao: Para dois condutores, temos a seguinte equacgao matricial
Q1 €11 C12 Wi
_ , 94
( Q2 C21 €22 Vo (94)

Q1 =cuVi +c12Va

que implica no sistema

(95)
Q2 = ca1V1 + ca2Va.
Assumindo que Q1 = Q e Q2 = —Q, e potenciais V3 =V e Vo = V_, o sistema agora ficaria
Q=cuVy+c2V_
(96)
7@ = 021V+ + CQQV_.
A solucao deste sistema para os potenciais é
ci12 +c¢
Vy=—21%2 (97)
C11C22 — C12C21
e
c c
vt o (98)
C12C21 — C11C22
A diferenca de potencial é, ja usando o fato que c¢12 = ca1,
C12 + €22 C12 + C11
V+—V_:< = — 5 ) (99)
C11C22 — Cq9o Cig — C11C22
2c12 +c11 + ¢
AV = ( 12 11 . 22) 0. (100)
C11C22 — Cqo
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Usando a defini¢do de capacitancia, percebemos que

_cuexn —ch (101)
2¢12 + €11 + C22
Este resultado ilustra que a definicdo de capacitiancia se restringe a um sistema dois condutores.
Exemplo 6. Determine os coeficientes do potencial p;; e o coeficientes de capacitancia e inducdo para o

sistema de dois condutores esféricos concéntricos de raios 11 e 19 (rg > r1) carregados com cargas @)1 e
@2, respectivamente (veja a figura [7)).

Figura 7: Sistema de dois condutores esféricos concéntricos de raios r1 e ro.

(a) Use inicialmente o fato que o potencial de uma superficie esférica de raio R e carga @ é

1 97 r>R
dmeg T
Vir)= (102)
1 Q
= <
dmeg R’ rsR

e monte a matriz p dos coeficientes do potencial.
(b) Obtenha a matriz dos coeficientes de capacitancia e inducdo ¢ sabendo que ¢ = p~L.

(c) Determine a capacitdncia do sistema através da expressao e veja se confere com o método do
exemplo 4.

(d) Calcule os coeficientes do potencial explicitamente através da relagao

AreoQiQ; Js, Js, 2ij ’

e verifique se os resultados conferem com o método anterior.

Dij

Solugao: (a) Vamos definir Vi como sendo o potencial elétrico no condutor de raio 1 e V3 o potencial
elétrico no condutor de raio 7. Usando a expressdao para o potencial de uma superficie esférica e o
principio da superposi¢ao, os potenciais sdo dados em funcio das cargas da seguinte maneira

1 1
Vl — @ + @
47T60 71 47T€0 T2
(104)
1 1
‘/’2 — @ + %

47'('60 T2 471'60 T2 ’
Fica entao direto a relagdo entre os potenciais e as cargas, de onde podemos tirar os coeficientes do
potencial, ou seja,

Vi = p11Q1 + p12Q2

(105)
Vo = po1Q1 + p22Q2,
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entao,

1 1 1
P12 = p21 = , D22 =

P11 =

Aegry Amegry

e a matriz p procurada é

dmegry  4megra

1 1
dmegre  4dmegra

(106)

(107)

(b) A matriz dos coeficientes de capacitincia e inducio c é obtida mediante a inversa p~*. Ou seja,

D22 —P21
1 1

C = p =
detp —P12 P11

Sendo assim, temos que o determinante é
det p = p11p22 — p21p12,

1 1 1 1
Amegry dmegry  Amegrg dmegry’

dot 1 1 1
€ =5 |— =
p (47‘(60)2 r1ro ’l”% ’

1 To —T1

detp =

detp =
P (4’/T6())2 7’1?"%

(108)

(109)

(110)

(111)

(112)

Substituindo os coeficientes do potencial e este determinante na equacao temos a matriz dos

coeficientes de capacitancia e indugao,

1 1
) 7“17“5 4megro 4megrs
c = (4dmep)* ——— ,
ro — 11 1 1
dmegrs 4megry
172 rir2
o — T ro —1
c = 47eg ,
r17r2 T‘%
To—T1 To—T1
de onde tiramos que
2
- r17ro - _ r172 - r5
C11 = 47T60 , C12 = C21 — —471'60 , C22 = 471'60 .
o —T1 T2 —T T2 —T1

(c) Substituindo os coeficientes de capacitancia e indugao na equagao temos

2

_ C11C22 — €79

=122 "2
2¢12 + c11 + c22

3 2.2
T173 o T3
dmey)? ——A— 47eg
—2 - 4meg " + 4meg nr + 4meg Tg ’
To —T1 T —T To —T1
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(115)

(116)

(117)



rir3(ry —11)

(7“2 — 7‘1)2
C = dmeg—————, 118
Teo 7“2(7‘2 — Tl) ( )
(ra —m1)
_ T172
C = 4meg ) | (119)

Note que, mesmo ndo assumindo cargas de mesma intensidade nos condutores, a capacitancia deve
depender apenas de fatores geométricos, resultando na mesma quantidade deduzida anteriormente por
meio da definigdo C' = Q/AV.

(d) Vamos calcular agora os coeficientes do potencial p;; por meio da integracao

1 o(7;)o(7;)da;da;
pijzif?{ (7)o (75) i (120)
dreoQiQ; Js; Js, 2ij
Vamos usar a geometria indicada na figura [§| a seguir.
Z

Figura 8: Representacio esquemética dos condutores esféricos de raios 1 e r2. Sdo apresentados os vetores 71 e 72, seus
respectivos angulos esféricos 01, 02, ¢1 e ¢2, o angulo v entre eles, o vetor separagdo Z12 e os elementos infinitesimais de

areas nas superficies dos condutores da; e dag, que servirdo para calcular os coeficientes do potencial.

Usando a geometria proposta, da; = r}sin61d01d¢y, das = r3sinOadfedds, o(71) = Q1/4nri, o(ia) =
Q2/47r3 e, pela lei dos cossenos, 215 = \/Tf + 12 — 27179 cosy. Calculando inicialmente p;o, temos

1 g o i 2 Qr@/ /frzbln 91 sin 92d01d¢1d92d¢>2
P12 = 7—=~—— 5 (121)
Ameor@s (4m)2eprs /12 + 713 — 29 cosy
1 TP [T [P sin 6y sin 02d0: d dfad
- ; / / / / 12 22 1d¢p1dbs 41727 (122)
(4m)%e0 Jo Jo Jo Jo \/rl + 15 — 2riro cosy
2m ™ 2 ™ :
P12 = e / / / / sin 6, d6s $in Godbadr dy. (123)
(4m)3e0 Jo  Jo Jo 0 \/r}+713—2riracosy

Nesta ultima equagao, fatoramos a integragao nas variaveis 6. Ja resolvemos esta integracao no problema
da superficie esférica carregada no calculo do potencial elétrico pela lei de Coulomb. A diferenca é que
nesta integral, v ndo coincide com 6;. Usaremos um argumento de simetria para mostrar que podemos
fazer v = 61 na integral desejada. O argumento é que como a integracdo fatorada é inicialmente somente
na variavel 1, sendo as varidveis 65 e ¢ sdo tomadas como constantes. Neste caso, a simetria esférica nos
permite escolher as constantes que sejam convenientes pois, devido a simetria de duas esferas concéntricas,
o resultado nao ird depender desta escolha. Se fixarmos 75 na direcdo z na integral fatorada, estaremos
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fixando f = 0, o que implica que neste caso teremos v = ;. Desta forma, a integral fatorada (resolvida
no fasciculo I) é igual a

’T sin 6, d6 1
/ —— 1271 = (Ir1 + 7o = |1 —r2l), (124)
0 /17 +713—2rir9cos0;  TiT2
e como 72 > r1, temos que
4 sin 6;d6 1 2
/ 2,2 — = (ri+r2—rg+r)=—. (125)
0 /413 —2rirpcosf; 7172 T2

Desta forma, o coeficiente do potencial é simplesmente

1 2 T 2m 2

o=ty [ ), () snosdnondon o
0 o Jo

1 (4m)?
_ ( ’ 127
D12 (47{')360 T9 ( )
__ 1 (128)

1)12_471'607"27

e por simetria, temos que p21 = pi2.
Vamos calcular agora p11. Neste caso, para diferenciar os vetores, usaremos 7 e 7 e os angulos 0, ¢,
0" e ¢, respectivamente. Desta forma, teremos

27 T 27 T . . / / /
1 / // / (Q{ A sin 0sin 0 d0dpde’ de (129)
0 0 0 0

b1 = )
47r50§2{ AT)2pA /12 12 — 2111y cos

1 27 T 2m ™ sin@'dQ’
. E— ST ) sin0dBdedd, 130
b (471')3607“1\/5/0 /0 /0 ( o V91— COS“Y) o 040 ( )

onde podemos usar o mesmo argumento usado anteriormente, fazendo v = #’. Dessa maneira, fazendo
u=1—cos®, a integral fatorada serd igual a

2du_ 2
| =2vili=2va (131)

e o coeficiente do potencial py; serd igual a

- W /0 i /O i /O T (Ni) sin 0dOdpdd, (132)

(4m)*
— A 1
P11 (47’(’)3607'1 ) ( 33)
S (134)
b= dmegry |

, confirmando assim todos os resultados obtidos anteriormente

De forma anéloga, temos que pao =
Amegra

por outra forma de célculo.
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