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Resumo

Neste material suplementar, vamos deduzir os operadores do calculo vetorial para coordenadas
curvilineas ortogonais generalizadas e estudar os casos de interesse, ou seja, as coordenadas
cilindricas e esféricas.

1 Coordenadas curvilineas ortogonais

Considere um conjunto de trés curvas caracterizadas pelos pardmetros u, v e w, interceptando-
se mutuamente de maneira ortogonal num dado ponto P (veja figura [1| a seguir), definindo a
posicao 7. Os vetores é,, é, e &, sao vetores unitarios tangentes as curvas mencionadas no ponto
P e definem um sistema dextrogiro, de tal forma que definem um volume unitario, ou seja,

Eu X by by = 1. (1)
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Figura 1: Sistema cartesiano ortogonal e conjunto de curvas ortogonais no ponto P com seus respectivos vetores
tangentes unitéarios.

O vetor posigado 7 pode ser escrito tanto em termos dos versores cartesianos, que comumente é
dado por ¥ = xi + yj + zZ, como também pelos parametros u, v e w, isto €,

7= 7(u,v,w). (2)

Perceba que se derivarmos Or/0u, encontraremos um vetor tangente a curva definida pelo
pardmetro u. O mesmo para os parametros v e w. Sendo assim, para encontrarmos o vetor



tangente unitario, basta dividirmos essa quantidade pela sua norma |07/dul, ou seja,
or
s _ du
e = 7 3
“ or 3)
ou

onde, por simplicidade, definiremos h,, = |07/0u|. Sendo assim,

. 1 or . 1 07 R 1 or

euza% ev:h—v% ewzma—w. (4)

Vale notar neste momento que os parametros u, v € w Nao sdo necessariamente o comprimento

ao longo de suas respectivas curvas, como acontece nas coordenadas cartesianas ortogonais. Sendo

assim, vamos nos referir a uma func¢do s, (func¢do unicamente do pardmetro u), por exemplo,

para tratar comprimentos ao longo da curva com pardmetro u. Por outro lado, podemos escrever
também o vetor unitario no ponto P tangente a curva u da seguinte maneira

or

é

ou seja, derivando 7 em relacdo ao comprimento na curva u. Aplicando a regra da cadeia, temos
que

or  Or dsy
L 2 e 6
ou  0sy, du (6)
or dsy,
R . 7
ou Cu du (™
Comparando a equagao [7] com a equagdo [ chegamos a conclusao que
. dsy
huéy = wew (8)
de tal maneira que
dsy = hydu, (9)
e analogamente para os demais parametros
ds, = hydv (10)
dsy = hydw. (11)

1.1 Gradiente

Podemos analisar o conceito de gradiente de uma fungao de varias varidveis como uma extensao

da defini¢do de diferencial exata de uma funcdo de uma varidvel, por exemplo, f(z), ou seja,
d ~ . .z

df = %dm. Para uma fungéo ¢ que dependa de mais de uma varidvel (campo escalar), temos que

V- di' = dp, (12)

onde dy é a variagdo do campo escalar ¢ entre 7 e 7+ df, ou seja, ¢(7+ dif) — p(F), com di’ sendo
um vetor de comprimento infinitesimal. Vi é o gradiente do campo escalar ¢ que indica a diregao
e sentido da maior variacao do campo escalar ¢ no espaco com seu médulo indicando a intensidade
desta variagao.

O vetor dF, que em coordenadas cartesianas ¢ facilmente reconhecido por dF = dzi+ dyj +dzz,
toma a seguinte expressao geral para um conjunto ortogonal

A7 = dsy ey + dsyey + dswéuw, (13)

A7 = hydu 6y + hydv &y + hydw éy. (14)



O gradiente de ¢ pode ser escrito em termos de seus componentes nas diregoes definidas pelos
(15)

versores €., €, € &, da seguinte maneira
Vo= (Vo)y éu+ (Vo) & + (V)w uw,
e calculando seu produto escalar com a equagdo [I4] temos
V- dir = (Ve)yhydu + (Vo)yhedo + (Vo) yhydw. (16)
Por outro lado, de forma geral, a diferencial exata de um campo escalar ¢ em relacdo um
(17)

conjunto de variaveis, por exemplo, u, v e w, é dada por
0 0 0

- X iu + %2 + —wdw,
v ow

dp =
L
0 que nos permite concluir que
1 0y 1 0p 1 0y
\V4 = —— \Y% = — \% )y = T A 18
(Ve)u T O (V) h 9o (V) I 9w (18)
chegando a expressao geral para o gradiente em coordenadas curvilineas ortogonais
1 dy 1 0p 1 dy
T . Au P Av 7 a . Aw 19
e+hv3ve+hw8we (19)

é, O éw O (20)

O operador nabla pode ser visto através da seguinte operacao
hy QW'

é, O
V= e

1.2 Divergéncia
Vamos comegar o calculo da divergéncia reconhecendo que um campo vetorial f pode ser

escrito, em termos de seus componentes nas direcdes definidas pelos versores é,, €, e é,, da
(21)

seguinte maneira
f = fuéu + fvév + fu;éw~

Portanto, calculamos a divergéncia através do seguinte produto escalar
- €y O €y O 6y O . N .

Veof=|—5—+—5—+—7 ) (fubu+ fvéy + fuwbu)- 22

f (huau e hwaw) (fubu + fobu + futu) (22)

Para reduzir o esforco algébrico, vamos calcular apenas a atuacéo do operador nabla na componente

vetorial u de f, ou seja, V - (fu€,), e depois generalizarmos para as demais parcelas do célculo. O

(23)

primeiro termo é
0 L\ Cu [, Ofu 0é,

ou
0 Ju 08

>
E

(24)

S

oy CuCuOfu 4
gufubu) = =t -t 50

a 5 fr—
: %(fueu) = hfu ou’

>
E

>
S

19 6
2
(26)

onde usamos é, - €, =1 e &,
ov
(27)

0
N
: 7(fueu) - hv E th
(28)



Cu (1 & 070 (1
. {hu dudv T duov \h )|’ (29)

éy 0 R
7 : %(fueu) hiv v
é, O f 0 f 0
h7v : %(fueu) ol v ai(evhv) + h €y u% E , (30)
ey 0 ,, . w . 0
hT) "9 (fubu) hvfhu €uv ?(evhv)a (31)
ey, O f oh f e
e~ uAu = - Av Av - e, Uv 32
Ry B0l = 5 B ij/e/ﬁajv (32)
&y 0 . fu Ohy
e 30 = R (33)
0 que, de maneira analoga, nos permite afirmar que
éw O fu Ohy
— - —(fuby) = —_— 4
Ak o (34)
Juntando todas as parcelas, o cilculo para o diverte da componente u do campo vetorial f é dado
por
. 1 0fu | fu Ohy  fu Ohy
(fuly) = — =2 -, 35
Vol = 55 ke 0 ouhy Bu (35)
Esta ultima equagao pode ser compactada por um regra da cadeia, ou seja,
1 0
. (fuhvhw) ’ (36)

VUl = 4
o que de forma andloga nos permite escrever a divergéncia para os demais componentes do campo
vetorial f
1 0
\Jo Av = a. vhuhw )
V(o) = i 5o (Fohuli) (37)
1 0
: wAw =7 7 1 a. whuhv .
V- () = i 5 (Fululs) (33)

Sendo assim, a divergéncia em coordenadas curvilineas ortogonais generalizadas é dada por

(39)

- 1 ) 9
AV f = T bl [Bu (fuh’uhw) + % (fvhuh’w) + % (fwh’“hv) :

1.3 Rotacional
Vamos comecar reconhecendo que o rotacional de um campo vetorial f, em coordenadas
curvilineas ortogonais, é dado por
- éy 0
VXf=|——+—— 40
/ (hu5u+hvav (40)

éy O &y O R R R
: = > X (fulu + foly + fubuw)-
Para simplificar o trabalho algébrico, vamos calcular inicialmente apenas a componente na diregao

hy Ow

de é,, ou seja, os termos provenientes de

éy, 0 .
(mav) X (fwew)v



Calculando inicialmente o primeiro termo temos

éy, 0 L 6y . Ofw 08y,
(hv(%) X (.fwew) = h7v X |:6 fw :| y (43)
éy, 0 v G . Ofuw fwA 1 0or
(v(%) X (fulu) = 50X Eu g m g e X ) (h 6‘w> (44)
éy, 0 o € Ofw | fuw. 1 or 1 0%
(}%81}) X (fwew) = hfvm + Eev X |:_h121}8’w + hwawav} 5 (45)
é’U a A _ é’U. a.f"LU fw A A’LU 1 a A
(hvv> X (fuwbw) T Ov + Ty € |:hw + E%( v v)} ) (46)
éy, 0 oy € Ofu | fu. éw  hy 06y, &, Ohy
(m,av X (fulu) = 5 g + o0 [_h e 0w T aw]’ (47)
é, 0 N 1 0fw  fuw \,
(ieaw) * o) = (- s~ g ) o ()
s s A oA . 08y
onde usamos o fato que &, X €, = €é,, €, X €, =0e é, X o =0.
Calculando o segundo termdﬂ temos
éw 6 PN o éw af’l) aev
(hwﬁw) X (foly) = . X { fv } (49)
éﬂ) 8 A o 1 af?) f?) N
<hw aw> X (folo) = (_hw ow + hwh,,> Cu (50)
de tal forma que o componente vetorial u do rotacional de f é dada por
AP fv fw 1 6fw 1 6fv ~
(vx7), bu= (hwhv Tl Ty 90 g 0w ) (51)
N 1 0] R
(vxf)ueu—h B |:(9 ( wfw)_ (h fv):| Cus (52)
e de forma andloga para as demais componentes do rotacional,
PN R 8
PR 1 0
(v f)wew — [ D hos) 2 m)} b (54)

Concluimos entao que o rotacional de um campo vetorial f em coordenadas curvilineas ortogonais
é dado por

1.4 O Laplaciano

O Laplaciano pode ser determinado através da expressdo da divergéncia. Basta fazer f =V
na expressao 39} Ou seja,

s 1[0 (hhu 09 | O (huhy0p) | O (huhy O
VSD_huhvhw Oou \ h, Ou +av h, Ov +8w hy Ow/ |’ (56)

1Deixo o leitor fazer o desenvolvimento.




2 Coordenadas cilindricas

Em coordenadas cilindricas sdo representadas pelas quantidades p, ¢ e z e seus respectivos

versores p, bes (veja a figura [2| a seguir).

ZA

Figura 2: Sistema de coordenadas cilindricas.

Vamos comegar calculando os pardmetros h,, hg e h,. O vetor posicao é 7
por

¥ = pcos ¢ E—i—psinqﬁj—ﬁ—zé,

o que fornece os seguintes parametros

or A N
h, = ‘8;’ = ‘cos¢i+sin¢j‘ =1,

or 5 .
h¢:‘8¢ :‘—psind)z—i—pcosgbj‘:p,
or
=== 2 :1.
5, | =

7(p, ¢, z) dado

(57)

(58)

(59)

(60)

Usando estas expressoes e os resultados obtidos nas equagoes [I9] B9] [55] e [56} podemos escrever o
gradiente, divergente, rotacional e Laplaciano em coordenadas cilindricas. Veja a seguir.

Vo g—% 1‘;2 +8<p27 (61)

Vi | 0f) e o). (62)

V= 0+l | (63)

VP2 = gt o+ |50 - | 4L [ or - ]2 e
V%:i[ﬁp ri) s (soe) + 5 (55) ] &
o188 ()




2.1 Elementos de volume e area

Para um volume infinitesimal dV', defino pelas curvas u, v e w, temos que

dV = ds,ds,ds,,. (68)

Usando as equagdes [0 [I0] e [[I] para as coordenadas cilindricas, podemos escrever que o elemento
de volume infinitesimal nestas coordenadas é dado por

dV = hyduhy,dvhy,dw = hyhgh.dpdpdz = pdpdpdz. (69)
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Figura 3: Sistema de coordenadas cilindricas.

Os elementos de area sdo obtidos fazendo um dos incrementos diferenciais ds igual a 1 e
sua respectiva coordenada uma constante na equacdo acima. Por exemplo, para uma superficie
cilindrica com eixo de simetria coincidindo com o eixo z, p = R, com R sendo o raio do cilindro e
dp = 1. Neste caso, o elemento de area é dado por

da; = Rdedz. (70)

Para uma superficie defina por qualquer plano onde z = cte, dz = 1, temos que o elemento de area
é dado por

das = pdpde. (71)

Para uma superficie defina por qualquer plano onde ¢ = cte, pd¢ = 1, temos que o elemento de
area é dado por

das = dpdz. (72)

3 Coordenadas esféricas

Deixemos como exercicio para o leitor mostrar que os pardmetros h,, hg € hy sdo dados por

hr =1 hg=r hy=rsinb, (73)

e que podemos escrever o gradiente, divergente, rotacional e Laplaciano como se segue,

Oy 10p, 1 0p -
v@_5r+;%9+rsin967¢ ’ (74)
Fo 10 (2 LI _1 9
v'f_ﬂar (T fr)+rsin089(fesme)+rsir19 oo | (75)




> 1 0 o Ofe] 1 Ofr 119 _0fe] s
Vxif= 7 sin 6 [89(f¢ sin6) 8¢] T rsinf L% —sinfg (qus)} {Or(rfg) 00 } d
(76)
10 (02, 10 (oo 1 0%
Vie= 2or\' or + r2sin 6 00 89 * r2sin? 6 0¢? | (77)

3.1 Elementos de volume e area

De forma analoga ao que foi feito em coordenadas cilindricas, mostre que o volume infinitesimal
dV em coordenadas esféricas (veja a figura |4| a seguir) é dado por

dV = hyhyhydudvdw = h,hghydrdfde = 2 sin Odrdfde, (78)
e que os elementos de area sao,
e Para superficie esférica de raio R, dr = 1, da; = R?sin 0dfd¢.
e Para cones definidos por 0 = cte, rdf = 1, das = rsin 0drde.

e Para planos definidos por ¢ = cte, rsinf = 1, dasz = rdrdf.

/
/
/
/
/
N\)
o S

~>
pl
~>

T

/

/
/D
<

43

S

D

Q.

S

—_—_———————

(a) (b)

Figura 4: Em (a) temos as coordenadas esféricas e seus versores. Em (b) temos o elemento infinitesimal de volume
em coordenadas esféricas.
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